
HAL Id: hal-04289202
https://hal.science/hal-04289202

Submitted on 16 Nov 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE
p-ADIQUE ET ANNEAUX DE KISIN
Pierre Colmez, Gabriel Dospinescu, Wieslawa Niziol

To cite this version:
Pierre Colmez, Gabriel Dospinescu, Wieslawa Niziol. CORRESPONDANCE DE LANGLANDS
LOCALE p-ADIQUE ET ANNEAUX DE KISIN. Acta Arithmetica, 2023, 208 (2), pp.101-126.
�10.4064/aa220520-24-4�. �hal-04289202�

https://hal.science/hal-04289202
https://hal.archives-ouvertes.fr


CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE p-ADIQUE
ET ANNEAUX DE KISIN

par

Pierre Colmez, Gabriel Dospinescu & Wiesława Nizioł

Résumé. — Nous utilisons un procédé de complétion B-adique et la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GL2(Qp) pour donner une construction
des anneaux de Kisin et des représentations galoisiennes universelles associées (en
dimension 2 et pour Qp) à partir de la correspondance de Langlands locale classique.

Abstract. — We use a B-adic competion and the p-adic local Langlands correspon-
dence for GL2(Qp) to give a construction of Kisin’s rings and the attached universal
Galois representations (in dimension 2 and for Qp) directly from the classical Lan-
glands correspondence.
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Introduction

Nous donnons, pour GQp
et en dimension 2, une construction directe des anneaux

de Kisin et des représentations universelles attachées.
Plus précisément, soit L une extension finie de Qp d’anneau des entiers OL et de

corps résiduel kL, et soient M un (ϕ,N,GQp)-module de rang 2 irréductible, a < b

des entiers et ρ : GQp → GL2(kL) une représentation continue, semi-simple. Notre

This research was partially supported by the project ANR-19-CE40-0015-02 COLOSS..
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construction part de la représentation LL(M) de G := GL2(Qp) associée à M par
la recette de Fontaine et la correspondance de Langlands locale classique (c’est une
représentation supercuspidale puisque M est supposé irréductible). On suppose que
la représentation localement algébrique

LL[a,b](M) = LL(M)⊗ Symb−a−1 ⊗ deta

a un caractère central unitaire. Elle admet alors des OL-réseaux stables par G ; on
fixe un tel réseau Λ. La représentation ρ détermine un bloc B de la catégorie des
OL-représentations de G lisses de longueur finie et de caractère central égal à celui de
LL[a,b](M). On définit (1) le complété B-adique ΛB de Λ comme la limite projective
des quotients de longueur finie de Λ dont toutes les composantes de Jordan-Hölder
appartiennent à B, et on pose LL

[a,b]
B (M) = L ⊗OL

ΛB (le résultat est indépendant
du choix de Λ). Soient alors (2) :

R
[a,b]
M,ρ := EndG(LL

[a,b]
B (M)), X

[a,b]
M,ρ := SpecR

[a,b]
M,ρ , ρ

[a,b]
M := V(LL

[a,b]
B (M))

Notre résultat principal est que ρ[a,b]M est la famille universelle des représentations de
GQp

de type (M,a, b) dont la réduction (3) est ρ, (i.e. de dimension 2, potentiellement
semi-stables à poids de Hodge-Tate a et b, et dont le Dpst est isomorphe à M).

petit1 Théorème 0.1. — (i) R[a,b]
M,ρ est un anneau commutatif s’identifiant à l’anneau des

fonctions analytiques bornées sur un ouvert analytique de P1 ; algébriquement, c’est
le produit d’un nombre fini d’anneaux principaux.

(ii) ρ[a,b]M est libre de rang 2 sur R[a,b]
M,ρ et l’application de spécialisation x 7→ ρx

induit, pour toute extension finie L′ de L, une bijection entre X [a,b]
M,ρ (L′) et l’ensemble

des L′-représentations de GQp
de réduction ρ et de type (M,a, b).

Ce théorème est prouvé aux §§ 5.2 et 5.3 (les notations y sont un peu différentes
car on met l’accent sur le bloc B plutôt que la représentation ρ, et donc R[a,b]

M,ρ devient

R
[a,b]
M,B et ρ[a,b]M devient ρ[a,b]M,B). La preuve repose sur deux ingrédients :

• Le « théorème R = T » local de Paškūnas [23, 26] qui montre que V(LL
[a,b]
B (M))

est « de type GL2 » et munit ce module d’une action de l’anneau des déformations
universelles du pseudo-caractère Tr ◦ ρ.
• Les résultats de [14] prouvant que, si V est irréductible de dimension 2, de Rham

à poids de Hodge-Tate distincts, et si E est une extension de V par V , alors Π(V ) est
la complétée de ses vecteurs localement algébriques si et seulement si E est de Rham.

1. Cette construction apparaît déjà dans [20, (1.6.4)].
2. Rappelons que l’on dispose d’un foncteur Π 7→ V(Π) associant une L-représentation de GQp

à une L-représentation unitaire Π de G, et que la correspondance de Langlands locale p-adique
V 7→ Π(V ) associe à une L-représentation de GQp , de dimension 2, une L-représentation de G
vérifiant V(Π(V )) = V .

3. Par définition, on prend la semi-simplifiée de la réduction d’un réseau stable par GQp .
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Ce résultat permet de montrer que R[a,b]
M,ρ est un produit d’anneau principaux et que

ρ
[a,b]
M est libre de rang 2 sur R[a,b]

M,ρ (cf. th. 5.4 et cor. 5.5).

Remarque 0.2. — (i) Pour ρ générique, l’existence de ρ[a,b]M peut se déduire des
résultats de Kisin [19] (cf. aussi [20, cor. 1.4.7]) à part pour le fait que Kisin ne fixe
pas M mais seulement sa restriction au sous-groupe d’inertie et son déterminant ce
qui donne a priori deux M possibles : M et M ⊗ µ−1 où µ−1 est le caractère non
ramifié d’ordre 2. (Les résultats de Kisin sont valables pour des représentations de
GK , avec [K : Qp] < ∞, en dimension arbitraire, mais comme notre construction
utilise la correspondance de Langlands locale p-adique, nous sommes forcés de nous
restreindre aux représentations de dimension 2 de GQp

; la géométrie de l’analogue de
l’espace XM,B ci-dessus a été étudiée par Wang-Erickson [29].)

(ii) Que R[a,b]
M,ρ soit un produit d’anneaux principaux repose sur la classification [21,

22] des ouverts de P1. Ceci a déjà été utilisé par Rozensztajn [27] dans le cas cristallin.
(iii) Les deux ingrédients ci-dessus ont aussi été utilisés par Paškūnas [25] pour

prouver la conjecture de Breuil-Mézard (avec quelques restrictions sur ρ dont certaines
ont été levés par Hu et Tan [18]), ce qui nécessite des informations sur R[a,b]

M,ρ un peu
différentes de celles mentionnées ci-dessus (et il ne faut pas rendre p inversible), cf. [25,
th. 6.6, th. 6.24].

(iv) On déduit de la construction de LL
[a,b]
B (M) et des résultats des §§ 2.2 et 2.3

une suite de décomposition de la réduction de ρ[a,b]M qui fournit (prop. 5.8 et 5.11) une
forme de la conjecture de Breuil-Mézard [5, 16].

Remerciements. — On remercie Kisin, Paškūnas, Emerton et Gee d’avoir parfois de
bonnes idées.

Notations

On note :
• G le groupe GL2(Qp),
• B le borel des matrice triangulaires supérieures,
• Z le centre de G,
• K := GL2(Zp) le sous-groupe compact maximal.

On note :
• µλ le caractère non ramifié de Q∗

p prenant la valeur λ en p (dans un anneau
où λ est inversible), i.e. µλ(x) = λvp(x).

• ε le caractère x 7→ x|x| de Q∗
p .

• χ le caractère χ ◦ det de G, si χ est un caractère de Q∗
p .
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1. La correspondance de Langlands locale p-adique
PETIT6

1.1. Représentations irréductibles

Si 0 ≤ r ≤ p−1 et si χ : Q∗
p → k∗L est un caractère continu, soitWr,χ leKZ-module

(Symrk2L) ⊗ χ, et soit Ir,χ son induite compacte de KZ à G. Soit TBL l’opérateur
de Barthel-Livné. Il résulte des travaux de Barthel-Livné [1, 2] et Breuil [4] que
EndkL[G]Ir,χ = kL[TBL] et que, si P ∈ kL[T ] est irréductible, alors

Πr,χ,P := Ir,χ/P (TBL)

est irréductible sauf si r = 0 ou p − 1 et P = T ± 1. (bien sûr, si degP ≥ 2, alors
Πr,χ,P n’est pas absolument irréductible), mais dans tous les cas, les composantes de
Jordan-Hölder de Πr,χ,P appartiennent toutes à un même bloc.

Sur Fp, on obtient la liste suivante :

Proposition 1.1. — Les Fp-représentations lisses, irréductibles, admettant un ca-
ractère central sont :
• les χ, pour χ caractère lisse de Q∗

p ,
• les St⊗ χ, pour χ caractère lisse de Q∗

p ,
• les B(χ1, χ2) := IndGB χ2 ⊗ χ1ε

−1, pour χ1, χ2 caractères lisses de Q∗
p , avec

χ1 6= εχ2,
• les Πr,χ,T , pour 0 ≤ r ≤ p− 1 et χ caractère lisse de Q∗

p .

Soit B(χεr+1µT , χµT−1) la kL[T, T−1]-représentation

B(χεr+1µT , χµT−1) := IndGB(χµT−1 ⊗ χεrµT )

On déduit des résultats de Barthel-Livné que, si P ∈ kL[T ] est irréductible et n’admet
pas 0 pour racine, alors

Br,χ,P := (kL[T, T−1]/P )⊗kL[T,T−1] B(χεr+1µT , χµT−1)

a même semi-simplifiée que Πr,χ,P et lui est isomorphe sauf si r = p−1 et P = T −λ,
avec λ = ±1 où Πr,χ,P est une extension de χµλ par St⊗ χµλ tandis que Br,χ,P est
une extension de St⊗ χµλ par χµλ.

1.2. Le foncteur Π 7→ V(Π)

Soit TorsG la catégorie des OL[G]-modules lisses, de longueur finie. (un tel module
est tué par pN , si N est supérieur ou égal à la longueur). Si δ : Q∗

p → O∗
L est un

caractère continu, on note Torsδ G la sous-catégorie des objets de caractère central δ.
Si Π ∈ TorsδG, on peut associer [7, th. IV.2.13, IV.2.14] à Π, de manière fonctorielle,

une représentation V(Π) de GQp « de type GL2 » (cf. th. 1.6 pour le sens à donner
à cet énoncé : si on est en dimension 2, l’opérateur g + δε(g)g−1 qui y apparaît est
juste la trace de g).

Si Π = lim←−Πi, où les Πi sont de longueur finie, on pose V(Π) = lim←−V(Πi), et si
Π = L⊗OL

Π+, on pose V(Π) = L⊗OL
V(Π+), ce qui permet de définir V(Π) pour
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des banachs dont la réduction est de longueur finie (ou même juste limite projective
d’objets de longueur finie).

Proposition 1.2. — ([7, th. 0.10] ou [20, th. 1.2.4])
(i) V(Π) = 0 si Π est de dimension 1.
(ii) V(Πr,χ,P ) = εr+1µλχ, si P (λ) = 0 et λ 6= 0.
(iii) V(Πr,χ,T ) = Ind

GQp

GQ
p2
ωr+1
2 ⊗ χ.

1.3. Blocsqc3
La théorie de Gabriel [17] fournit des décompositions

TorsG =
∏

B
TorsB G, Torsδ G =

∏
B

TorsδB G

où B parcourt l’ensemble des blocs (4) de TorsG (resp. Torsδ G), et TorsB G

(resp. TorsδB G) est la sous-catégorie de TorsG (resp. Torsδ G) des objets dont toutes
les composantes de Jordan-Hölder appartiennent à B. (Les blocs de Torsδ G sont
ceux de TorsG de caractère central δ.)

pasku0 Proposition 1.3. — (Paškūnas)
(i) Les blocs de RepFp

G sont d’une des formes suivantes :
• {π}, où π est supersingulière.
• {B(χ1, χ2), B(χ2, χ1)}, où χ1χ

−1
2 6= ε±, 1.

• {B(χ, χ)}, si p 6= 2. (Si p = 2, ce bloc devient {χ,St⊗ χ}.)
• {χ, St⊗χ,B(χ, χε)}, si p 6= 3. (Si p = 3, ce bloc devient {χ,St⊗χ, χε,St⊗χε}.)
(ii) Les blocs de RepkL G sont ceux de RepFp

G modulo l’action de Gal(Fp/kL).

Si π est irréductible, on note Pπ (resp. P δπ) l’enveloppe projective de π∨ (dans
la catégorie des OL[G]-modules compacts, resp. de caractère central δ−1). Alors Pπ
est un OL[G]-module compact, limite projective de OL[G]-modules compacts et de
longueur finie. Si B est un bloc de TorsG ou de Torsδ G, on pose

PB = ⊕π∈BPπ EB := EndG(PB) ZB := centre de EB

P δB = ⊕π∈BP
δ
π EδB := EndG(P δB) ZδB := centre de EδB

Alors ZδB est un quotient de ZB et ZB, ZδB sont des OL-algèbres locales compactes.

pasku1 Remarque 1.4. — Si π ∈ TorsδB G, alors ZδB agit sur π ainsi que, par fonctorialité,
sur V(π).

4. On met, sur les représentations irréductibles, une relation d’équivalence définie par π ∼ π′ si
et seulement si il existe une suite π = π0, π1, . . . , πr = π′ telle que πi+1 = πi ou Ext1(πi, πi+1) 6= 0

ou Ext1(πi+1, πi) 6= 0 (ces conditions ne sont pas exclusives). Une classe d’équivalence est un bloc.
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1.4. Blocs et représentations galoisiennes modulo p
qc10

pasku3 Remarque 1.5. — Il y a une bijection B ↔ ρB entre blocs et mod-p représenta-
tions semi-simples de dimension 2 de GQp . Cette bijection envoie un bloc B sur la
représentation semi-simple dont l’ensemble des sous-représentations irréductibles est
{V(π), π ∈ B}. Donc :
• ρB est irréductible, de dimension 2, si B = {π}, avec π supersingulière.
• ρB = χ1 ⊕ χ2, si B = {B(χ1, χ2), B(χ2, χ1)} et χ1 6= χ2.
• ρB = χ⊕ χ, si B = {B(χ, χ)}.
• ρB = χ⊕ χε, si B = {χ, St⊗ χ,B(χ, χε)}.

Dans tous les cas, (det ρB)ε−1 est égal au caractère central des éléments de B.

Soit B un bloc de Torsδ G. Notons Rps,δ
B l’anneau des déformations universelles du

pseudo-caractère Tr ◦ ρB, de déterminant δε, et

T δB : GQp
→ Rps,δ

B

le pseudo-caractère universel. On a alors le « théorème R = T » local suivant
(cf. rem. 1.4 pour l’action de ZδB).

pasku6 Théorème 1.6. — (Paškūnas [23], Paškūnas-Tung [26]) Il existe un unique mor-
phisme d’anneaux

ιδB : Rps,δ
B → ZδB

tel que, pour tout π ∈ TorsδBG et tout g ∈ GalQp , on ait

ιδB(T δB(g)) = g + δε(g)g−1 dans End(V(π))

De plus :
• Si p ≥ 5, ιδB est un isomorphisme.
• Dans le cas général L ⊗OL

ιδB est un isomorphisme, ZδB = Rps,δ
B /OL-torsion si

p = 3 et le conoyau de Rps,δ
B /OL-torsion→ ZδB est tué par 2 si p = 2.

Remarque 1.7. — Les anneaux de déformations universelles de pseudo-caractères
de GQp

sont noethériennes (et mêmes quotients de OL[[x1, . . . , xr]]) ; on en déduit que
ZδB[ 1p ] est noethérienne (et même ZδB sauf, peut-être, dans les cas exceptionnels).

2. Complétions profinie et B-adique
PETIT7

2.1. Complétion profinie
PETIT8

SiX est un OL[G]-module topologique, on note X̃ son complété profini, i.e. la limite
projective des X/W , où W parcourt l’ensemble des sous-OL[G]-modules ouverts (et
donc aussi fermés) de X tels que X/W ∈ TorsG. Alors X̃ admet une décomposition

X̃ =
∏
B

XB
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où B décrit l’ensemble des blocs des représentations de G sur kL ; XB est le complété
B-adique de X. Si X a pour caractère central δ, les blocs apparaissant dans le produit
sont ceux de Torsδ G.

petit5 Remarque 2.1. — On n’est pas forcé de prendre un bloc pour définir un complété
B-adique : on peut prendre pour B un sous-ensemble d’un bloc et ne considérer que
les quotients dont les composantes de Jordan-Hölder appartiennent à B.

A36 Remarque 2.2. — Pour définir EB, on doit pouvoir prendre l’enveloppe projective
de ⊕π∈Bπ dans la catégorie des OL[G]-modules profinis au lieu de celle de ⊕π∈Bπ

∨

dans la catégorie des OL[G]-modules compacts.

2.2. Complétion B-adique des induites compactes : le cas irréductible
PETIT9

A33 Proposition 2.3. — Si B est le bloc contenant Πr,χ,P , alors

(Ir,χ)B = lim←−nIr,χ/P (TBL)n

De plus,
EndkL[G]((Ir,χ)B) = lim←−nkL[T ]/Pn

Démonstration. — On déduit des résultats de Barthel-Livné (et Breuil) qu’un quo-
tient Π de Ir,χ, de longueur finie, est quotient de Ir,χ/Q(TBL), avec Q(T ) ∈ kL[T ]. Le
théorème des restes chinois implique donc que Π est quotient de ⊕λIr,χ/P (TBL)nP ,
où la somme porte sur les P irréductibles et les nP sont presque tous nuls. Le premier
point s’en déduit remarquant que les blocs associés aux différents P sont distincts (à
r, χ fixé, s’entend).

Le second découle de ce que End(Ir,χ/Q(TBL)) = kL[TBL]/Q(TBL) car toute copie
de Wr,χ dans Ir,χ est de la forme Q(TBL) ·Wr,χ puisque End(Ir,χ) = kL[TBL].

Proposition 2.4. — Si P ∈ kL[T ] est irréductible et n’admet pas 0 pour racine, si B

est le bloc qui lui correspond, et si T agit sur (Ir,χ)B via TBL, on a un isomorphisme
de kL[[P ]][G]-modules

(Ir,χ)B
∼= kL[[P ]]⊗kL[T,T−1] B(χεr+1µT , χµT−1)

dans le cas générique, et une suite exacte

0→ kL[[P ]]⊗kL[T,T−1] B(χεr+1µT , χµT−1)→ (Ir,χ)B → χµλ → 0

si r = p− 1 et P = T − λ avec λ = ±1.

Démonstration. — On a une flèche naturelle Ir,χ → B(χεr+1µT , χµT−1) de kL[T ][G]-
modules, où T agit sur Ir,χ par TBL. Celle-ci induit une flèche de kL[T, T−1][G]-
modules

kL[T, T−1]⊗kL[T ] Ir,χ → B(χεr+1µT , χµT−1)

qui est injective et est un isomorphisme sauf si r = p− 1 où on a une suite exacte

0→ kL[T, T−1]⊗kL[T ] Ir,χ → B(χεr+1µT , χµT−1)→ (St⊗ χµ1)⊕ (St⊗ χµ−1)→ 0
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et T agit par 1 (resp. −1) sur le premier (resp. second) terme du conoyau.
• Si r 6= p− 1 ou si P 6= T − λ, avec λ 6= ±1 (cas générique), on a donc, pour tout

n, un isomorphisme

Ir,χ/P (TBL)n ∼= (kL[T ]/Pn)⊗kL[[T,T−1]] B(χεr+1µT , χµT−1)

• Si r = p−1 et si λ = ±1 (cas exceptionnels), on a, pour tout n, des suites exactes

0→ St⊗ χµλ → Ir,χ/(T − λ)n →Mλ,n → 0

0→ (T − λ)(B(χεr+1µT , χµT−1)/(T − λ)n−1)→Mλ,n → χµλ → 0

Mλ,n := Ker
(
B(χεr+1µT , χµT−1)/(T − λ)n → St⊗ χµλ

)
Quand on passe de n+1 à n, la flèche St⊗χµλ → St⊗χµλ est 0 (et pas l’identité). En
passant aux limites projectives, cela fournit, dans le cas générique, un isomorphisme

(Ir,χ)B
∼= kL[[P ]]⊗kL[[T,T−1]] B(χεr+1µT , χµT−1)

et dans les cas exceptionnels, un isomorphisme (Ir,χ)B
∼= lim←−nMλ,n, et une suite

exacte

0→ P kL[[P ]]⊗kL[[T,T−1]] B(χεr+1µT , χµT−1)→ (Ir,χ)B → χµλ → 0

On en déduit le résultat.

petit6 Lemme 2.5. — ([20, Lemma1.5.11]) Si P ∈ kL[T ] est irréductible et si B est le bloc
que lui est associé, l’application naturelle αr,χ : ZB → End((Ir,χ)B) est surjective sauf
dans le cas r = p−2 et P = T±1, correspondant à B = {B(χµ±1, χµ±1)}, où l’image
est kL[[P 2]].

A34 Corollaire 2.6. — ([20, Lemma1.5.2]) V((Ir,χ)B) est un module de type fini sur
ZB, de rang 2, si P = T et « de rang 1 » si P n’a pas 0 comme racine.

Démonstration. — Cela suit de ce que V((Ir,χ)B/P ) est de rang fini sur End((Ir,χ)B)/P ,
et ce rang vaut 2 si P = T (car (Ir,χ)B/P est supersingulière) et 1 sinon (car (Ir,χ)B/P

est une série principale à des caractères près).

A35 Remarque 2.7. — Dans le cas d’un bloc de la série principale, V((Ir,χ)B) est la
déformation non ramifiée d’un caractère. Dans le cas B supersingulier, on obtient
une déformation « Fontaine-Laffaille » de V(Πr,χ,T ), cf. [20, Lemma1.5.3].

2.3. Complétion B-adique des induites compactes : exactitude
PETIT10

On fixe δ : Q∗
p → O∗

L un caractère lisse, et tous nos KZ-modules et G-modules
sont supposés de caractère central δ. Si W est une représentation de KZ, de type fini
sur OL, on pose

I(W ) := c-IndGKZW

On va prouver que les foncteurs W 7→ Ĩ(W ) et W 7→ I(W )B sont exacts.
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petit7 Lemme 2.8. — Soit π un OL[G]-module admissible, tué par pN . Alors Ext1G(Ir,χ, π)

est un OL-module de longueur fini.

Démonstration. — Par réciprocité de Frobenius, on a Ext1G(Ir,χ, π) = Ext1K(Wr,χ, π|K).
On en déduit que

Ext1G(Ir,χ, π) = H1(K,W∨r,χ ⊗OL
π|K)

et l’énoncé résulte de ce que W∨r,χ⊗OL
π|K est une représentation admissible de K (si

M est un OL[K]-module admissible, alors Hi(K,M) est de type fini sur OL, cf. [28,
Lemma3.13]).

petit8 Lemme 2.9. — Soient π1 un OL[G]-module de longueur finie, et E une extension de
Ir,χ par π1. Alors il existe P ∈ kL[T ], non nul, tel que la restriction de E à P (T ) ·Ir,χ
soit scindée.

Démonstration. — Le groupe Ext1G(Ir,χ, π1) est un kL[T ]-module (via l’action sur
Ir,χ). Comm il est de longueur finie sur OL, la classe de E est tuée par un élément
non nul P de kL[T ]. On en déduit le résultat.

petit9 Corollaire 2.10. — Soit π2 un quotient de Ir,χ, de longueur finie. Alors il existe un
quotient π de E, contenant π1, et dont π2 soit un quotient.

Démonstration. — Il existe Q ∈ kL[T ] tuant π2. On peut relever PQ · Ir,χ dans E, et
il suffit de prendre π = E/(PQ · Ir,χ).

petit10 Proposition 2.11. — Soit W un OL[KZ]-module de torsion, et soient W2 un quo-
tient, W1 le noyau de W →W2. Alors la suite 0→ Ĩ(W1)→ Ĩ(W )→ Ĩ(W1)→ 0 est
exacte.

Démonstration. — On se ramène au cas W2 irréductible par récurrence sur la lon-
gueur de W . Si W2 n’est pas irréductible, soit W ′′2 un quotient irréductible. Soit W ′

le noyau deW →W ′′2 etW ′2 celui deW2 →W ′′2 . On a alors le diagramme commutatif

0

��
0

��

Ĩ(W1)

��

Ĩ(W1)

��

0 // Ĩ(W ′) //

��

Ĩ(W ) //

��

Ĩ(W ′′2 ) // 0

0 // Ĩ(W ′2) //

��

Ĩ(W2) //

��

Ĩ(W ′′2 ) // 0

0 0

Dans ce diagramme, la colonne de gauche et la ligne du bas sont exactes par l’hy-
pothèse de récurrence, et la ligne du milieu (et celle du bas) est exacte grâce au cas
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irréductible traité ci-dessous ; il s’ensuit que la colonne du milieu est exacte, ce que
l’on voulait.

On suppose donc W2 irréductible (et donc W2
∼= Wr,χ pour un unique (r, χ)).

On peut écrire Ĩ(W1) comme lim←−n π1,n avec des flèches de transition surjectives. De

même, Ĩ(W2) = lim←−n π
′
2,n avec des flèches de transition surjectives. On va construire,

par récurrence une suite de quotients πn de I(W ), tels que πn soit un quotient de
πn+1 pour tout n, et que l’on ait une suite exacte 0 → π1,n → πn → π2,n → 0, où
π2,n se surjecte sur π′2,n. Cela permettra de conclure en passant à la limite projective
sur la suite ci-dessus.

On suppose πn−1 construit. Soit I1,n le noyau de I(W1) → π1,n, et soit En =

I(W )/I1,n. Alors En est une extension de I(W2) par π1,n. Soit π′′2,n un quotient de
I(W2) se surjectant sur π2,n−1 et π′2,n. Il résulte du cor. 2.10 que l’on peut trouver
un quotient πn de En dont π′′2,n soit un quotient. Il suffit alors de poser π2,n =

πn/π1,n.

petit11 Corollaire 2.12. — Soit W un OL[KZ]-module sans p-torsion.
(i) Ĩ(W ) est sans p-torsion.
(ii) Ĩ(W ) = lim←−n Ĩ(W )/pn, et Ĩ(W )/pn = ˜I(W/pn), pour tout n.

Démonstration. — L’identification Ĩ(W ) = lim←−n
˜I(W/pn) est immédiate. La multi-

plication par pn induit un isomorphisme I(W )/pn
∼→ pnI(W )/p2nI(W ) ⊂ I(W )/p2n ;

elle induit donc aussi un isomorphisme Ĩ(W )/pn
∼→ pnĨ(W )/p2nĨ(W ) ⊂ Ĩ(W )/p2n.

A la limite, on voit qu’un élément de p-torsion de lim←−n Ĩ(W )/pn est dans l’image de
la multiplication par pn, pour tout n. Le résultat s’en déduit car le sous-groupe p-
divisible de Ĩ(W ) est réduit à 0 (vu que c’est le cas pour tous les quotients de longueur
finie de I(W )).

petit12 Remarque 2.13. — En utilisant la décomposition suivant les blocs, on en déduit les
mêmes résultats pour la complétion B-adique.

3. Le complété universel de LL[a,b](M)
PETIT5

Soit M un (ϕ,N,GQp
)-module de rang 2 sur L⊗Qnr

p , absolument irréductible en
restriction au sous-groupe d’inertie de GQp (et donc N = 0), et soit LL(M) la L-
représentation lisse de G associée par la correspondance de Langlands locale classique
(elle est supercuspidale grâce à l’hypothèse faite sur M).

Si a < b sont des entiers, notons LL[a,b](M) la représentation localement algébrique

LL[a,b](M) = LL(M)⊗ Symb−a−1 ⊗ deta

On suppose que le caractère central δ[a,b]M de LL[a,b](M) est unitaire.
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D’après la classification des représentations supercuspidales de G, il existe une
représentation irréductible σM de KZ (de dimension finie), telle que (5)

indGKZσM = LL(M) ou bien indGKZσM = LL(M)⊕ (LL(M)⊗ µ−1)

On a donc le même résultat pour LL[a,b](M) en remplaçant σM par σ[a,b]
M = σM ⊗

Symb−a−1 ⊗ deta :

indGKZσ
[a,b]
M = LL[a,b](M) ou bien indGKZσ

[a,b]
M = LL[a,b](M)⊕ (LL[a,b](M)⊗ µ−1)

L’hypothèse selon laquelle le caractère central de LL[a,b](M) est unitaire implique
qu’il existe des réseaux de σ[a,b]

M stables par KZ. Si σ+ est un un tel réseau, on
note IM (σ+) l’image de indGKZσ

+ dans LL[a,b](M) ; c’est un réseau de LL[a,b](M)

et ̂IM (σ+) = lim←− IM (σ+)/$n est un réseau du complété universel L̂L[a,b](M) de
LL[a,b](M).

A32 Proposition 3.1. — EndL[G](L̂L[a,b](M)) = L.

Démonstration. — Comme LL[a,b](M) est dense dans L̂L[a,b](M) et comme

EndL[G](LL[a,b](M)) = L

d’après le lemme de Schur classique, il suffit de prouver que les vecteurs localement
algébriques de L̂L[a,b](M) sont réduits à LL[a,b](M), et pour cela il suffit de prouver
le même résultat pour indGKZσ

[a,b]
M .

Notons Xn la double classe KZ
(
pn 0
0 1

)
KZ (cela correspond aux points à distance n

du sommet central sur l’arbre de PGL2(Qp)). Alors indGKZσ
[a,b]
M = ⊕nindXn

KZσ
[a,b]
M , et

le complété universel de indGKZσ
[a,b]
M est l’ensemble des x =

∑
n≥0 xn, avec xn ∈

indXn

KZσ
[a,b]
M , et xn → 0 quand n → ∞ (i.e. xn ∈ pkn indXn

KZσ
+, avec kn → +∞).

L’application x 7→ Rn(x) =
∑
i≤n xi est K-équivariante et x = limn→∞Rn(x). Si x

est Kr-algébrique, où Kr = 1 + prM2(Zp), il en est de même de Rn(x) pour tout n.
Comme indGKZσ

[a,b]
M est admissible, les vecteurs Kr-algébriques dans ⊕i≤nindXi

KZσ
[a,b]
M

ne dépendent pas de n ≥ n(r) ; on en déduit que Rn(x) = Rn(r)(x) pour tout n ≥
n(r), et donc que x = Rn(r)(x) ∈ indGKZσ

[a,b]
M . En résumé, les vecteurs localement

algébriques du complété universel de indGKZσ
[a,b]
M sont réduits à indGKZσ

[a,b]
M .

Le résultat s’en déduit.

Soit Π un L[G]-banach unitaire de longueur finie, contenant LL[a,b](M) comme
sous-espace dense. Par propriété universelle de L̂L[a,b](M) l’injection LL[a,b](M) ↪→ Π

se prolonge en une application continue L̂L[a,b](M) → Π. Comme L̂L[a,b](M) n’est
pas admissible, il n’y a aucune raison a priori pour que l’image soit fermée, mais on
a le résultat suivant.

5. On note ind := c-Ind l’induite à support compact.
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A12 Proposition 3.2. — L’application L̂L[a,b](M) → Π est surjective, et donc Π est un
quotient de L̂L[a,b](M).

Démonstration. — Le fait que L̂L[a,b](M) → Π est surjective est une conséquence
du fait que Π est résiduellement de longueur finie [23, 11] : on fixe un réseau Π+

de Π, et on note r la longueur de Π+/$. Comme LL[a,b](M) est dense dans Π, on
peut trouver v1, . . . , vr ∈ LL[a,b](M) ∩ Π+ dont les images modulo $ engendrent
Π+/$. Mais alors le sous-OL[G]-module W de LL[a,b](M) engendré par v1, . . . , vr
est de type fini, et donc son complété $-adique Ŵ peut être choisi comme boule
unité de L̂L[a,b](M). Par construction L̂L[a,b](M) → Π envoie Ŵ dans Π+ et induit
une surjection modulo $. On en déduit, puisque tout est complet pour la topologie
$-adique, que Ŵ → Π+ est surjective, ce qui permet de conclure.

4. Représentations de type M

On va associer un certain nombre d’objets à un (ϕ,N,GQp)-module M satisfaisant
les hypothèses du chap. 3 (en plus de la représentation LL[a,b](M) déjà introduite).

4.1. Les représentations VM,L et ΠM,LPETIT3
Soit

MdR = (Qp ⊗Qp
M)GQp

C’est un L-module de rang 2. On voit la droite projective P1(MdR) comme une courbe
analytique définie sur L. Si L ∈ P1(MdR)(Qp), on note LL le corps de définition de
L (c’est une extension finie de L). On note Fil•L la filtration sur LL ⊗LMdR définie
par

FiliL =


LL ⊗LMdR si i ≤ −b,
L si −b+ 1 ≤ i ≤ −a,
0 si i ≥ −a+ 1.

Alors (LL ⊗LM,Fil•L ) est faiblement admissible, et on note V [a,b]
M,L la représentation

de GQp
associée [12] :

V
[a,b]
M,L := Ker

[
(Bcris ⊗Qp (LL ⊗LM))ϕ=1 → ((BdR ⊗Qp (LL ⊗LMdR))/Fil0L )

]
C’est une LL -représentation de dimension 2, potentiellement cristalline à poids a
et b, avec Dpst(V

[a,b]
M,L ) = LL ⊗LM (en particulier VM,L est absolument irréductible

puisque M l’est). Réciproquement, une représentation potentiellement cristalline à
poids a et b, dont le Dpst est isomorphe à LL ⊗LM , est isomorphe à V [a,b]

M,L pour un
unique choix de L ∈ P1(MdR)(LL ).

On note Π
[a,b]
M,L la représentation de G associée à V [a,b]

M,L par la représentation de
Langlands locale p-adique :

V(Π
[a,b]
M,L ) = V

[a,b]
M,L , (Π

[a,b]
M,L )alg = LL[a,b](M)
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4.2. Déformations infinitésimales de V [a,b]
M,L et Π

[a,b]
M,LPETIT4

Fixons L ∈ P1(MdR)(Qp) et soit LL le corps de définition de L .

4.2.1. Déformations de V [a,b]
M,L . — Choisissons une base e1, e2 de MdR sur L, avec

e1 /∈ L , de telle sorte que L soit engendrée par e2 + z(L )e1, avec LL = L(z(L )).
Si n ≥ 0, soit M [a,b]

L ,n le (ϕ,N,GQp
)-module filtré, de rang 2 sur LL [T ]/Tn+1, défini

par
M

[a,b]
L ,n = (LL [T ]/Tn+1)⊗M

en tant que (ϕ,N,GQp
)-module, la filtration Fil•L ,n sur

(Qp ⊗M
[a,b]
L ,n)GQp = (LL [T ]/Tn+1)⊗MdR

étant définie par

FiliL ,n =


(LL [T ]/Tn+1)⊗MdR si i ≤ −b,
(LL [T ]/Tn+1) · (e2 + (z(L ) + T )e1) si −b+ 1 ≤ i ≤ −a,
0 si i ≥ −a+ 1.

Les M [a,b]
L ,n sont faiblement admissibles, et

V
[a,b]
M,L ,n := Vst(M

[a,b]
L ,n)

est l’unique déformation infinitésimale d’ordre n de V [a,b]
M,L qui est de Rham (cf. [14]).

petit2 Remarque 4.1. — (i) En adaptant les méthodes de [6, § 5.1], on peut construire
une déformation de Rham de V [a,b]

M,L dans un voisinage p-adique, et pas juste dans un
voisinage formel.

(ii) Le th. 5.4 et le lemme 5.3 ci-dessous donnent une construction d’une déforma-
tion au-dessus de tout l’espace des représentations de Rham de type (M,a, b).

4.2.2. Déformations de Π
[a,b]
M,L . — Soit V une (L[T ]/T k+1)-représentation de GQp

de rang 2, avec EndV = L[T ]/T k+1 dont le déterminant est à valeurs dans L ⊂
L[T ]/T k+1 (condition qui sort naturellement quand on regarde des déformations à dé-
terminant fixé). Donc V est une extension successive de k copies de V0 = L⊗L[T ]/Tk+1

V , l’extension V0 → (L[T ]/T 2)⊗L[T ]/Tk+1 V → V0 étant non scindée et EndV0 = L.
Soient ∆ le (ϕ,Γ)-module sur l’anneau de Robba associé à V et ∆0 celui associé

à V0. On peut réaliser V comme un quotient d’une famille de représentations de
dimension 2, et les techniques des nos II.4.2 et II.3.1 de [7] permettent de définir un
faisceau G-équivariant U 7→ ∆ � U sur P1 et de définir une représentation Π(V )

vérifiant V(Π(V )) = V et vivant dans une suite exacte

0→ Π(V )∗ ⊗ ((x|x|)−1 detV )→ ∆ � P1 → Π(V )→ 0

Alors Π(V ) est une (L[T ]/T k+1)-représentation de G, extension successive de k copies
de Π(V0).
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En appliquant ce qui précède à V = V
[a,b]
M,L ,n, on construit une représentation

Π
[a,b]
M,L ,n telle que :

V(Π
[a,b]
M,L ,n) = V

[a,b]
M,L ,n

Alors Π
[a,b]
M,L ,n est une (L[T ]/Tn+1)-repŕesentation de G, extension successive de copies

de Π
[a,b]
M,L , et nous allons montrer que Π

[a,b]
M,L ,n est l’unique déformation infinitésimale

d’ordre n de Π
[a,b]
M,L qui est complétée de ses vecteurs localement algébriques et que

l’on a :
(Π

[a,b]
M,L ,n)alg = (LL [T ]/Tn+1)⊗ LL[a,b](M)

Théorème 4.2. — Soit V une (L[T ]/Tn+1)-représentation de GQp comme ci-dessus.
Alors Π(V )alg est dense dans Π(V ) si et seulement si V est de Rham à poids de
Hodge-Tate non tous égaux.

Remarque 4.3. — (i) Si n = 0 (i.e. si V = V0), ce résultat est prouvé dans [7,
chap.VI] (avec des preuves simplifiées dans [13, 8]) ; si n = 1, il est prouvé dans [14].

(ii) Soit Π une L-représentation unitaire de G dont toutes les composantes de
Jordan-Hölder sont isomorphe à Π0. Supposons Πalg

0 irréductible et dense dans Π0.
Alors une récurrence immédiate (utilisant la densité de (Π/Π0)alg dans Π/Π0 si Πalg

est dense dans Π) sur la longueur de Π montre que Πalg est dense dans Π si et
seulement si lg(Πalg) = lg(Π), et que, si c’est le cas, lg(W alg) = lg(W ) pour tout
sous-quotient W de Π.

Démonstration. — La preuve du cas n = 0 que l’on trouve dans [8] s’étend presque
verbatim au cas n quelconque. Nous allons en esquisser les grandes lignes.

Le cas n = 0 permet de supposer que V0 est de Rham, à poids de Hodge-Tate
k1 < k2. La condition EndV = L[T ]/Tn+1 permet d’adapter la preuve de [8, prop. 2.2]
pour obtenir A1, A2 ∈ L[T ]/Tn+1 vérifiant A1 + A2 = k1 + k2 (grâce à la condition
sur le déterminant de V ) et (∇− A1)(∇− A2)∆ ⊂ t∆ (on a donc Ai = ki + Pi avec
Pi ∈ TL[T ], si i = 1, 2). La preuve de [8, th. 2.15] montre que le module qui permet de
décrire (au moins en tant que module sous l’action du borel) les vecteurs localement
algébriques de Π(V ) est (∆−dif)

U(g)-fini ; plus précisément, en adaptant cette preuve,
on montre que le L∞[t]-module (∆−dif)

U(g)-fini est de longueur (k2 − k1)lg(Π(V )alg).
La preuve de [8, prop. 2.7] montre alors que lgL∞[t](∆

−
dif)

U(g)-fini) est la longueur du
quotient par le plus grand sous-L∞[[t]]-réseau N de ∆+

dif vérifiant (∇ − A1)(∇ −
A2)N ⊂ tN .

Il existe une base e0,1, e0,2 de ∆+
0,dif vérifiant ∇(e0,1) = k1e0,1 et ∇e0,2 = k2e0,2. Les

seuls sous-L∞[[t]]–modules d’indice fini de ∆+
0,dif vérifiant (∇− k1)(∇− k2)N ⊂ tN

sont ∆+
0,dif et le module N0,dif engendré par e0,2 et tk2−k1e0,1.

On peut relever e0,1, e0,2 en une base e1, e2 de ∆+
dif vérifiant ∇(e1) = A1e1 et

∇(e2) = A2e2 +Btk2−k1e1 avec B ∈ TL∞[T ]. La représentation V est de Rham si et
seulement si A1 = k1, A2 = k2 et B = 0.
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Posons L(n)
∞ = L∞[T ]/Tn+1. Les seuls sous L(n)

∞ [[t]]-sous-modules d’indice fini de
∆+

dif vérifiant (∇ − A1)(∇ − A2)N ⊂ (t, T )N sont les Ndif + T i∆+
dif , où Ndif est

le module engendré par e2 et tk2−k1e1. Parmi ceux-ci, le seul qui peut fournir des
vecteurs localement algébriques de la bonne longueur est Ndif , i.e. Π(V )alg est dense
dans Π(V ) si et seulement si (∇−A1)(∇−A2)Ndif ⊂ tNdif . Cette dernière condition
équivaut à (∇−A2)tk2−k1e1 ∈ tNdif et (∇−A2)e2 ∈ tNdif .

• La première des deux conditions équivaut à A1 −A2 + k2 − k1 = 0, et comme
A1 +A2 = k1 + k2, cela équivaut à A1 = k1 et A2 = k2.

• La seconde équivaut à B = 0.
La conjonction des deux conditions équivaut donc à ce que V soit de Rham, ce qui

permet de conclure.

Corollaire 4.4. — Π
[a,b]
M,L ,n est la complétée de ses vecteurs localement algébriques

et Justifier le second point

(Π
[a,b]
M,L ,n)alg = (LL [T ]/Tn+1)⊗ LL[a,b](M)

petit3 Remarque 4.5. — En fait, si λ ∈ (LL [T ]/Tn+1) est inversible, alors λ · LL[a,b](M)

est déjà dense dans Π
[a,b]
M,L ,n car les seuls sous-objets stricts de Π

[a,b]
M,L ,n sont les

T kΠ
[a,b]
M,L ,n pour 1 ≤ k ≤ n − 1 (cela se voit en appliquant le foncteur Π 7→ V(Π)

et en utilisant le fait que les seuls sous-objets stricts de V [a,b]
M,L ,n sont les T kV [a,b]

M,L ,n,

cf. lemme 5.14 et définition de V [a,b]
M,L ,n), et λ · LL[a,b](M) n’est inclus dans aucun. Il

résulte donc de la prop. 3.2 que Π
[a,b]
M,L ,n est un quotient de L̂L[a,b](M).

Proposition 4.6. — Π
[a,b]
M,L ,n est l’unique déformation infinitésimale d’ordre n de

Π
[a,b]
M,L qui est complétée de ses vecteurs localement algébriques.

Démonstration. — Posons Π = Π
[a,b]
M,L et Πn := Π

[a,b]
M,L ,n. Nous allons prouver, par

récurrence sur n, que Πn est, à isomorphisme près, l’unique déformation d’ordre n de
Π = Π0 dans laquelle Πalg

n est dense.
Si E est une telle déformation, une petite récurrence montre que les longueurs de

E et Elisse sont égales (car (E/Π)lisse est dense dans E/Π), et que tout sous-objet F
de E a encore des vecteurs localement algébriques denses (et lg(F lisse) = lg(F )). Il
s’ensuit que Ker(E → Π) et E/Π sont isomorphes à Πn par l’hypothèse de récurrence
et, si on choisit un isomorphisme E/Π ∼= Ker(E → Π), cela fournit un endomorphisme
nilpotent T : E → E, et T iE ∼= Πn−1−i si i ≥ 1 par l’hypothèse de récurrence. En
particulier, E est muni d’une structure de L[T ]-module et on a EndE ∼= L[T ]/Tn+1.
La construction de Πn donne une telle structure de L[T ]-module et Πn+1/TΠn+1 = Π

et TΠn+1
∼= Πn.

Notons Ext1g(Π,Πn) ⊂ Ext1(Π,Πn) l’ensemble (c’est en fait un sous-L-module
comme on le voit en revenant à la définition de l’addition et de la multiplication par
λ ∈ L) des extensions ayant des vecteurs localement algébriques denses.
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Si α ∈ End Πn, alors α induit une flèche Ext1(Π,Πn)→ Ext1(Π,Πn), ce qui munit
Ext1(Π,Πn) d’une structure de module sur End Πn

∼= L[T ]/Tn+1. La classe de Πn+1

n’est pas tuée par Tn comme on le voit en appliquant V. On conclut grâce au lemme
suivant.

Lemme 4.7. — Ext1g(Π,Πn) est un L[T ]/Tn+1-module de rang 1 engendré par la
classe de Πn+1

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur n. Par l’hypothèse de récur-
rence, Ext1g(Π,Πn−1) est un L[T ]/Tn-module de rang 1. Par ailleurs, la classe de
Πn+1 engendre un sous-L[T ]/Tn+1-module libre de rang 1 et on a une suite exacte
(la flèche de gauche vient de l’isomorphisme Πn−1 ∼= TΠn et l’exactitude vient du
fait que tout sous-objet d’une g-extension de Π par Πn a des vecteurs localement
algébriques denses et donc que Ext1g(Π,Πn) ∩ Ext1(Π, TΠn) = Ext1g(Π, TΠn))

Ext1g(Π,Πn−1)→ Ext1g(Π,Πn)→ Ext1g(Π,Π)

et des isomorphismes Ext1g(Π,Πn−1) ∼= L[T ]/Tn et Ext1g(Π,Π) ∼= L. On en déduit le
résultat.

5. Complétion B-adique et anneaux de Kisin
PETIT11

5.1. Les R[a,b]
M,B-modules LL

[a,b]
B (M) et ρ[a,b]M,BPETIT12

Notons IM (σ+)B le complété B-adique de IM (σ+) (cf. § 3). On définit alors le
complété B-adique de LL[a,b](M) par :

LL
[a,b]
B (M) := L⊗OL

IM (σ+)B

(le résultat ne dépend pas du choix de σ+). Posons

δ = δ
[a,b]
M , I+ := IM (σ+)B

Alors I+ est une limite projective d’objets Πi de TorsδB G. On a donc une action de
ZδB sur I+ et sur LL

[a,b]
B (M). Par fonctorialité, cela fournit une action de ZδB sur

ρ
[a,b]
M,B. Cette action coïncide avec l’action naturelle de Rps,δ

B , via l’isomorphisme du
th. 1.6.

On note R[a,b],+
M,B le quotient à travers lequel ZδB agit sur I+ (notons que R[a,b],+

M,B

est sans p-torsion puisque I+ l’est, cf. cor. 2.12), et on pose

R
[a,b]
M,B := R

[a,b],+
M,B [ 1p ]

A38 Remarque 5.1. — On verra plus loin que R[a,b]
M,B est l’anneau des fonctions ana-

lytiques bornées sur un ouvert strict Uan
M,B de la droite projective analytique

P1(MdR)an, et donc est très loin d’être réduit à L. Or R[a,b]
M,B agit fidèlement sur

LL
[a,b]
B (M), ce qui contraste avec le fait que EndL[G]L̂L[a,b](M) = L (prop. 3.1).
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On peut envisager les choses de la manière suivante (et il est probable que la théorie
de Dotto-Emerton-Gee [15] rende cette vision correcte). Tous les objets ci-dessus
« vivent sur P1(MdR) », i.e. L̂L[a,b](M) est un faisceau sur P1(MdR) et LL

[a,b]
B (M) est

le localisé-complété de L̂L[a,b](M) en l’ouvert Uan
M,B. Alors EndL[G]L̂L[a,b](M) est un

fibré en droites sur P1(MdR), qui est trivial ce qui explique que EndL[G]L̂L[a,b](M) = L

(sections globales constantes).

Posons
ρ
[a,b]
M,B := V(LL

[a,b]
B (M))

Alors R[a,b],+
M,B agit, par fonctorialité de Π 7→ V(Π), sur V(I+) et R[a,b]

M,B agit sur ρ[a,b]M,B.

petit13 Lemme 5.2. — ρ
[a,b]
M,B est de type fini sur R[a,b]

M,B.

Démonstration. — IM (σ+) est un facteur direct de I(σ+) et donc I+ est un facteur
direct de I(σ+)B. Il suffit donc de prouver que V(I(σ+)B) est de type fini sur Rps,δ

B .
On a kL ⊗ V(I(σ+)B) = V(kL ⊗ I(σ+)B) = V(I(kL ⊗ σ+)B) (les morphismes de
transitions entre les objets entrant dans la définition des complétés B-adiques sont
surjectifs, et donc les R1 lim s’annulent). Maintenant kL ⊗ σ+ est une extension suc-
cessive finie d’induites compactes I(W ), où les W sont de la forme Wr,χ, et le cor. 2.6
implique que kL ⊗V(I(σ+)B) est de type fini sur Rps,δ

B . Il en est donc de même de
V(I(σ+)B).

5.2. Spécialisation en un point de SpecR
[a,b]
M,BPETIT13

On note UM,B l’ensemble des L ∈ P1(MdR)(Qp) tels que ΠM,L ∈ BanδB G ; c’est
aussi l’ensemble des L tels que VM,L ait pour réduction ρB. Comme nous le verrons,
UM,B est l’ensemble des points classiques d’un ouvert analytique Uan

M,B de la droite
projective P1(MdR)an. Soient

X = SpecRps,δ
B [ 1p ], XM = SpecR

[a,b]
M,B

On note aussi Xan et Xan
M les espaces analytiques associés à X et XM : Xan est de

dimension 3 et, comme nous le verrons, Xan
M est de dimension 1 (isomorphe à l’ouvert

Uan
M,B de P1(MdR)an).
On note Banδ G la catégorie des L[G]-banachs unitaires de caractère central δ, de

longueur finie. On note BanδB G la sous-catégorie de Banδ G des Π dont la réduction
est un objet de TorsδB. D’après Paškūnas [23], tout objet Π de BanδB G a une décom-
position Π = ⊕xΠx, où la somme porte sur x ∈ X fermé, Πx = 0 sauf pour un nombre
fini de x et toutes les composantes de Jordan-Hölder de Πx sont élément du bloc Bx

de Banδ G correspondant à x (si le pseudo-caractère de GQp
correspondant à x est

le caractère d’une représentation irréductible, alors Bx a un unique élément, si ce
pseudo-caractère est χ1⊕χ2, ce bloc est constitué des composantes de Jordan-Hölder
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des induites continues de χ1 ⊗ χ2ε
−1 et χ2 ⊗ χ1ε

−1 – ces représentations sont toutes
les deux irréductibles sauf si χ2 = χ1ε

±1).
Si x ∈ XM , notons mx, l’idéal maximal de R[a,b]

M,B qui lui est associé, et Lx le corps

résiduel R[a,b]
M,B/mx.

petit14 Lemme 5.3. — (i) Si x ∈ XM , il existe L (x) ∈ UM,B tel que

Lx ⊗R[a,b]
M,B

LL
[a,b]
B (M) ∼= ΠM,L (x), Lx ⊗R[a,b]

M,B
ρ
[a,b]
M,B

∼= VM,L (x)

(ii) Plus généralement, si n ≥ 1, alors

(R
[a,b]
M,B/m

n
x)⊗

R
[a,b]
M,B

LL
[a,b]
B (M) ∼= ΠM,L (x),n, (R

[a,b]
M,B/m

n
x)⊗

R
[a,b]
M,B

ρ
[a,b]
M,B

∼= VM,L (x),n

(iii) x 7→ L (x) est une bijection de XM sur UM,B.

Démonstration. — Par construction, LL[a,b](M) est dense dans Πx = Lx⊗LL
[a,b]
B (M).

Donc le bloc de BanδB G correspondant à x contient un unique ΠM,L (x), avec L (x) ∈
P1(MdR)(Lx). Comme VM,L (x) est irréductible, ce bloc est réduit à ΠM,L (x) et donc
Πx
∼= Π⊕dM,L (x), avec d ≥ 1 car ΠM,L (x) est un quotient de LL

[a,b]
B (M). Comme

LL[a,b](M) est dense dans Πx, on a d = 1, ce qui prouve le (i).
On déduit de la rem. 5.18 que (R

[a,b]
M,B/m

2
x)⊗LL

[a,b]
B (M) a pour quotient ΠM,L (x),2.

Par ailleurs (R
[a,b]
M,B/m

2
x)⊗LL

[a,b]
B (M) est une extension de ΠM,L (x) par Π⊕dM,L (x), avec

d ≥ 1 d’après ce qui précède. Comme LL[a,b](M) est dense dans cette extension et
que le groupe des extensions de ΠM,L (x) par ΠM,L (x) ayant des vecteurs algébriques
denses est, d’après [14], de dimension 1, on en déduit que le cosocle contient Π

⊕(1+d−1)
M,L (x)

et la densité de LL[a,b](M) implique 1 + d− 1 ≤ 1, et donc d = 1. On en déduit le (ii)
pour n = 2 ; le cas général se prouve par récurrence en utilisant le fait que ΠM,L (x),n

est un quotient de LL
[a,b]
B (M) grâce à la rem. 5.18.Rajouter des détails sur la

récurrence. Enfin, le (iii) est une conséquence de ce qui précède et de ce que L 7→ VM,L est
injective.

5.3. La propriété universelle de ρ[a,b]M,BPETIT14
petit15 Théorème 5.4. — (i) ρ[a,b]M,B est localement libre sur XM , de rang 2.

(ii) XM est lisse, réduit, purement de dimension 1.

Démonstration. — Posons, pour simplifier, R := R
[a,b]
M,B, ρ := ρ

[a,b]
M,B. Alors R agit

fidèlement sur LL
[a,b]
B (M) et donc aussi sur ρ car V ne tue que les représentations de

dimension finie, et aucun des blocs qui apparaissent n’en contient.
Notons ρ̂x le complété du localisé de ρ en x. Comme ρ est de type fini sur R, on a une

injection R-linéaire ρ ↪→
∏
x ρ̂x, et comme R agit fidèlement sur ρ, il agit fidèlement

sur
∏
x ρ̂x. Il résulte du (ii) du lemme 5.3 que ρ̂x est libre de rang 2 sur Lx[[Tx]]

(car VM,L (x),n est libre de rang 2 sur Lx[Tx]/Tnx ), et comme ρx est irréductible, on a
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EndGQp
(ρ̂x) ∼= Lx[[Tx]]. On en déduit une injection d’anneaux R ↪→

∏
x Lx[[Tx]], ce

qui prouve que R est réduit.
Comme ρx est de rang 2, pour tout x (lemme 5.3 (i)), et que ρ est de type fini

sur R, cela implique que ρ est localement libre, de rang 2, sur XM . On en déduit, en
utilisant ce qui précède, que le complété R̂x de l’anneau local de XM en x est Lx[[Tx]],
ce qui prouve que XM est lisse, purement de dimension 1.

Il résulte de [3, § 5.3] que l’application x 7→ L (x) ci-dessus est la restriction aux
points classiques d’une application analytique Xan

M → P1(MdR)an. L’ensemble UM,B

ci-dessus est donc l’ensemble des points classiques d’un ouvert analytique Uan
M,B de

P1(MdR)an, et x 7→ L (x) identifie Xan
M à Uan

M,B et R[a,b]
M,B à l’anneau des fonctions

analytiques bornées sur Uan
M,B. Comme R[a,b]

M,B est un quotient de Rps,δ
B qui est de

type fini, Uan
M,B n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, et comme un ouvert

analytique connexe de P1 est un disque ouvert privé d’un nombre fini de disques
fermés [21, 22, 27], on en déduit les résultats suivants.

petit16 Corollaire 5.5. — (i) R[a,b]
M,B est un produit fini d’anneaux principaux.

(ii) ρ[a,b]M,B est libre sur R[a,b]
M,B, de rang 2.

petit31 Corollaire 5.6. — Si E est un quotient de R[a,b]
M,B de degré fini sur L, alors E⊗ρ[a,b]M,B

est une E-représentation de GQp
de réduction (6) ρ

⊕[L:E]
B , potentiellement semi-stable

à poids a et b, dont le Dpst est E ⊗M .

Démonstration. — Cela résulte du (ii) du lemme 5.3 et du théorème des restes chinois.

Réciproquement, on a le résultat suivant qui montre que ρ[a,b]M,B est universelle pour
ces propriétés.

petit17 Théorème 5.7. — Si E est une L-algèbre commutative de dimension d, et si ρ :

GQp → GL2(E) a pour réduction ρ⊕dB , est potentiellement semi-stable à poids a et b,
et si Dpst(ρ) = E⊗M , alors il existe un morphisme R[a,b]

M,B → E tel que ρ = E⊗ρ[a,b]M,B.

Démonstration. — Si E est un corps, alors ρ est de la forme E ⊗Lx
V

[a,b]
M,L (x), avec

x ∈ UM,B, et comme V [a,b]
M,L (x) = Lx ⊗ ρ[a,b]M,B, on obtient le résultat dans ce cas.

Si E = E0[I]/T k, où E0 est un corps, alors ρi := (T iE/T i+1E)⊗E ρ est de la forme
E0 ⊗Lx

V
[a,b]
M,L (x), avec x ∈ UM,B indépendant de i. L’extension

0→ ρi → (T i−1E/T i+1E)⊗E ρ→ ρi−1 → 0

6. Par définition, c’est la semi-simplifiée de kL ⊗OL
Λ (vue comme kL-représentation de GQp ),

où Λ est n’importe quel OL-réseau stable par GQp .
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de E0 ⊗Lx
V

[a,b]
M,L (x) par elle-même est indépendante de i car la multiplication par T

sur ρ induit un isomorphisme permettant de passer de i à i+ 1. Comme le groupe des
extensions de Rham est de dimension 1, il y a deux cas possibles :

– toutes ces extensions sont triviales et ρ = E⊗E0ρ0, et on conclut comme ci-dessus.
– ces extensions sont non triviales et ρ = E0⊗Lx

V
[a,b]
M,L (x),k, et on déduit le résultat

dans ce cas de ce que V [a,b]
M,L (x),k = (R

[a,b]
M,B/m

k
x)⊗ ρ[a,b]M,B.

Si E est un quotient de E0[T1, . . . , Tr]/(T1, . . . , Tr)
k, en raisonnant comme ci-dessus

et en utilisant de nouveau de le groupe de extensions de Rham est de dimension 1,
on prouve que ρ = E ⊗Lx V

[a,b]
M,L (x),k ou bien ρ = E ⊗E′ ρ′, avec E′ quotient de E de

la forme E0[I]/T k et ρ′ ∼= E0 ⊗Lx V
[a,b]
M,L (x),k.

Le cas général s’en déduit en décomposant E comme un produit d’algèbres quo-
tients de E0[T1, . . . , Tr]/(T1, . . . , Tr)

k.

5.4. Applications à la conjecture de Breuil-Mézard

Dans l’énoncé géométrique de la conjecture de Breuil-Mézard [5, 16], au lieu de
fixer le Dpst, on fixe seulement la restriction à l’inertie et le déterminant, ce qui
fournit a priori deux Dpst possibles puisqu’on peut tordre par le caractère non ramifié
µ−1 d’ordre 2 (rien n’empêche que ces deux Dpst soient, en fait, isomorphes). Le
résultat est, qu’au lieu de considérer le sous-objet LL[a,b](M) de indGKZσ

[a,b]
M (cf. § 3),

on considère à la place indGKZσ
[a,b]
M en entier.

On pose donc

M ′ = M ou M ′ = M ⊕ (M ⊗ µ−1)

LL
[a,b]
B (M ′) = LL

[a,b]
B (M) ou LL

[a,b]
B (M ′) = LL

[a,b]
B (M)⊕ (LL

[a,b]
B (M)⊗ µ−1)

R
[a,b]
M ′,B = R

[a,b]
M,B ou R

[a,b]
M ′,B = R

[a,b]
M,B ×R

[a,b]
M⊗µ−1,B

ρ
[a,b]
M ′,B = ρ

[a,b]
M,B ou ρ

[a,b]
M ′,B = ρ

[a,b]
M,B ⊕ ρ

[a,b]
M⊗µ−1,B

suivant que M = M ⊗ µ−1 ou que M 6= M ⊗ µ−1.
Si σ est une kL-représentation irréductible deK, on notem[a,b]

M (σ) la multiplicité de
σ dans la réduction de σ[a,b]

M . L’énoncé suivant est une forme de la version géométrique
de la conjecture de Breuil-Mézard.

BM1 Proposition 5.8. — Les réductions de LL
[a,b]
B (M ′) et ρ[a,b]M ′,B se décomposent sous la

forme

LL
[a,b]

B (M ′) = ⊕σm[a,b]
M (σ)I(σ)B

ρ
[a,b]
M ′,B = ⊕σm[a,b]

M (σ)V(I(σ)B)

Démonstration. — Le premier énoncé est une conséquence de la prop. 2.11. Le second
s’en déduit via la fonctorialité de Π 7→ V(Π).
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Remarque 5.9. — Si B n’est pas un bloc supersingulier, V(I(σ)B) est de rang 1

sur un quotient de Rps,δ
B , mais ce dernier agit par un pseudo-caractère de dimension 2

(cf. th. 1.6), pas de dimension 1.

BM2 Remarque 5.10. — Les σ pour lesquels I(σ)B 6= 0 sont au nombre de : Justifier ?

• 2 si ρB = χ1 ⊕ χ2 avec χ2χ
−1
1 6= 1, ε±1,

• 3 si ρB = χ⊕ χε,
• 1 si ρB = χ⊕ χ,
• 4 si ρB est irréductible.

La conjecture de Breuil-Mézard (version géométrique (7)) postule une décompo-
sition analogue pour les supports des objets ci-dessus, vus comme faisceaux sur
SpecZδB.

On note R[a,b],+
M ′,B le quotient à travers lequel ZδB agit sur I(σ)B (cet anneau dépend

a priori de σ, mais nous ne l’indiquons pas sur la notation). Alors R[a,b],+
M ′,B s’injecte

dans R[a,b]
M ′,B et on a R[a,b]

M ′,B = R
[a,b],+
M ′,B [ 1

$ ]. Comme R[a,b]
M ′,B est de dimension 1 puisque

c’est un produit d’anneaux principaux, on en déduit que R[a,b],+
M ′,B est un anneau local

(comme quotient de ZδB qui est un anneau local), de dimension 2 et R[a,b],+
M ′,B /$ est de

dimension 1.
Soit p un idéal premier minimal de R[a,b],+

M ′,B /$. Notons encore p l’image inverse de p
dans ZδB ; c’est un idéal premier de ZδB et ZδB/p est de dimension 1. La conjecture de
Breuil-Mézard postule une formule pour la longueur du localisé (R

[a,b],+
M ′,B /$)p comme

(ZδB)p-module (on note `p(M) la longueur d’un (ZδB)p-module). On la déduit du
résultat suivant (le membre de gauche se calcule en utilisant la prop. 5.8) :

BM3 Proposition 5.11. — Si p est comme ci-dessus,

`p(ρ
[a,b]
M ′,B) = 2`p((R

[a,b],+
M ′,B /$)p)

Démonstration. — Les longueurs ne changent pas par complétion. Notons donc Z le
complété de (ZδB)p pour la topologie p-adique, R celui de (R

[a,b],+
M ′,B )p, et V celui de

V(I(σ)B).
Alors R/$ est un corps local de dimension 1 – c’est le corps des fractions de

(R
[a,b],+
M ′,B /$)/p – et donc R est un anneau de valuation discrete dont R[ 1

$ ] est le corps
des fractions. Comme V(I(σ)B) est sans $-torsion puisque I(σ)B l’est (cor. 2.12), on
en déduit que V est un module libre sur R, de rang 2 puisque ρ[a,b]M ′,B = L⊗OL

I(σ)B

est libre de rang 2 sur R[a,b]
M ′,B. Il s’ensuit que V/$ est libre de rang 2 sur R/$ ; d’où

le résultat.

7. Il semble y avoir une certaine latitude dans l’énoncé de la conjecture : par exemple, on peut
prendre des anneaux de déformations de représentations galoisiennes, ou de représentations enca-
drées ; la version que nous obtenons utilise des anneaux de déformations de pseudo-caractères – le
th. 1.6 identifie ZδB à un tel anneau.
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5.5. Déformations de Rham et vecteurs localement algébriques
defo1

Soit V0 une L-représentation de dimension 2 de GQp , absolument irréductible.
Soient δ = detV0, et B le bloc correspondant à la réduction de V0. Alors V0 cor-
respond à un point x ∈ X := SpecRps,δ

B [ 1p ], et la restriction de T δB à une boule
ouverte B de l’espace rigide associé à X, contenant x et suffisamment petite, est la Rajouter des explications ?

trace d’une représentation ρ : GQp
→ GL2(O(B)+). Alors O(B)+ ∼= OLx

[[T1, T2, T3]]

(mais il ne semble pas y avoir de choix naturel des coordonnées T1, T2, T3).
Les techniques des nos II.2.4 et II.3.1 de [7] fournissent un faisceau G-équivariant

U 7→ D(ρ)�U sur P1(Qp) et une O(B)+[ 1p ]-représentation Π(ρ) de G telle que, pour
tout y ∈ U , on ait Π(ρ)y = Π(ρy), et qui vit dans une suite exacte

0→ Π(ρ)∗ ⊗ ((x|x|)−1δ)→ D(ρ) � P1(Qp)→ Π(ρ)→ 0

Si E est un quotient de O(B)+[ 1p ], de dimension finie sur L, alors ρE := E⊗ρ est une
E-représentation de dimension 2, et Π(ρE) := E ⊗Π(ρ) est une E-représentation de
G, vérifiant V(Π(ρE)) = ρE . En spécialisant la suite exacte ci-dessus et en utilisant
les techniques de [7, chap. V] ou de [9, chap.V, VI], on obtient des suites exactes

0→ Π(ρE)∗ ⊗ ((x|x|)−1δ)→ D(ρE) � P1(Qp)→ Π(ρE)→ 0

0→ (Π(ρE)an)∗ ⊗ ((x|x|)−1δ)→ Drig(ρE) � P1(Qp)→ Π(ρE)an → 0

On peut appliquer ceci, en particulier, aux quotients E de Rps,δ
B [ 1p ]/mnx , pour n ∈ N.

Les E-représentations V = ρE que l’on obtient vérifient EndE[GQp ]
V = E et, vues

comme L-représentations, n’ont alors que V0 comme composante de Jordan-Hölder.

Soit V comme ci-dessus (E est donc une algèbre locale de corps résiduel L ; on note
mE son idéal maximal), et soient ∆ := Drig(V ) et ∆0 := Drig(V0).

defo2 Théorème 5.12. — Π(V )alg est dense dans Π(V ) si et seulement si V est de Rham
à poids de Hodge-Tate non tous égaux.

defo3 Remarque 5.13. — (i) Si V = V0, ce résultat est prouvé dans [7, chap.VI] (avec des
preuves simplifiées dans [13, 8]) ; si V est une extension de V0 par V0, il est prouvé
dans [14].

(ii) Soit Π une L-représentation unitaire de G dont toutes les composantes de
Jordan-Hölder sont isomorphe à Π0. Supposons Πalg

0 irréductible et dense dans Π0.
Alors une récurrence immédiate (utilisant la densité de (Π/Π0)alg dans Π/Π0 si Πalg

est dense dans Π) sur la longueur de Π montre que Πalg est dense dans Π si et
seulement si lg(Πalg) = lg(Π), et que, si c’est le cas, lg(W alg) = lg(W ) pour tout
sous-quotient W de Π.

Démonstration. — La preuve du cas V = V0 que l’on trouve dans [8] s’étend presque
verbatim au cas n quelconque. Nous allons en esquisser les grandes lignes.

Le cas V = V0 permet de supposer que V0 est de Rham, à poids de Hodge-Tate
k1 < k2. Comme EndV = E, on a End ∆ = E, ce qui permet d’adapter la preuve
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de [8, prop. 2.2] pour obtenir A1, A2 ∈ E vérifiant A1 +A2 = k1 + k2 (car detV = δ)
et (∇ − A1)(∇ − A2)∆ ⊂ t∆ (on a donc Ai = ki + Pi avec Pi ∈ mE , si i = 1, 2).
La preuve de [8, th. 2.15] montre que le module qui permet de décrire les vecteurs
localement algébriques (au moins en tant que module sous l’action du borel) de Π(V )

est (∆−dif)
U(g)-fini ; plus précisément, en adaptant cette preuve, on montre que le L∞[t]-

module (∆−dif)
U(g)-fini est de longueur (k2−k1)lg(Π(V )alg). La preuve de [8, prop. 2.7]

montre alors que lgL∞[t](∆
−
dif)

U(g)-fini) est la longueur du quotient par le plus grand
sous-L∞[[t]]-réseau N de ∆+

dif vérifiant (∇−A1)(∇−A2)N ⊂ tN .
Il existe une base e0,1, e0,2 de ∆+

0,dif vérifiant ∇(e0,1) = k1e0,1 et ∇e0,2 = k2e0,2. Les
seuls sous-L∞[[t]]–modules d’indice fini de ∆+

0,dif vérifiant (∇− k1)(∇− k2)N ⊂ tN

sont ∆+
0,dif et le module N0,dif engendré par e0,2 et tk2−k1e0,1.

On peut relever e0,1, e0,2 en une base e1, e2 de ∆+
dif vérifiant ∇(e1) = A1e1 et

∇(e2) = A2e2 +Btk2−k1e1 avec B ∈ L∞ ⊗L mE . La représentation V est de Rham si
et seulement si A1 = k1, A2 = k2 et B = 0.

Posons LE,∞ := L∞ ⊗ E. Les seuls sous LE,∞[[t]]-sous-modules d’indice fini de
∆+

dif vérifiant (∇ − A1)(∇ − A2)N ⊂ (t,mE)N sont les Ndif + Λ∆+
dif , où Ndif est le

module engendré par e2 et tk2−k1e1 et Λ est un idéal de E. Parmi ceux-ci, le seul
qui peut fournir des vecteurs localement algébriques de la bonne longueur est Ndif ,
i.e. Π(V )alg est dense dans Π(V ) si et seulement si (∇ − A1)(∇ − A2)Ndif ⊂ tNdif .
Cette dernière condition équivaut à (∇−A2)tk2−k1e1 ∈ tNdif et (∇−A2)e2 ∈ tNdif .

• La première des deux conditions équivaut à A1 −A2 + k2 − k1 = 0, et comme
A1 +A2 = k1 + k2, cela équivaut à A1 = k1 et A2 = k2.

• La seconde équivaut à B = 0.
La conjonction des deux conditions équivaut donc à ce que V soit de Rham, ce qui

permet de conclure.

5.6. Déformations infinitésimales de V [a,b]
M,Ldefo4

Fixons L ∈ P1(MdR)(Qp) et soit LL le corps de définition de L . Choisissons
une base e1, e2 de MdR sur L, avec e1 /∈ L , de telle sorte que L soit engendrée par
e2 + z(L )e1, avec LL = L(z(L )).

Si n ≥ 0, soit M [a,b]
L ,n le (ϕ,N,GQp

)-module filtré, de rang 2 sur LL [T ]/Tn+1, défini
par

M
[a,b]
L ,n = (LL [T ]/Tn+1)⊗M

en tant que (ϕ,N,GQp
)-module, la filtration Fil•L ,n sur

(Qp ⊗M
[a,b]
L ,n)GQp = (LL [T ]/Tn+1)⊗MdR
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étant définie par

FiliL ,n =


(LL [T ]/Tn+1)⊗MdR si i ≤ −b,
(LL [T ]/Tn+1) · (e2 + (z(L ) + T )e1) si −b+ 1 ≤ i ≤ −a,
0 si i ≥ −a+ 1.

Notons que le sous-module T kM
[a,b]
L ,n de M

[a,b]
L ,n est isomorphe à M

[a,b]
L ,n−k comme

(ϕ,N,GQp
)-module filtré (sur LL [T ]/Tn+1 et donc a fortiori sur L).

defo250 Lemme 5.14. — Sii n ≥ 1, alors :
(i) M [a,b]

L ,n, vu comme LL -(ϕ,N,GQp
)-module filtré, est faiblement admissible.

(ii) Les seuls sous-LL -(ϕ,N,GQp)-modules filtrés faiblement admissibles de M [a,b]
L ,n

sont les T kM [a,b]
L ,n, pour 0 ≤ k ≤ n.

Démonstration. — Quitte à remplacer L par LL , et e2 par e2 + z(L )e1, on peut
supposer que L est définie sur L et que z(L ) = 0.

Les seuls sous-L-(ϕ,N,GQp
)-modules de M [a,b]

L ,n sont les Λ⊗LM , où Λ est un sous-
L-module de LL [T ]/Tn+1. Comme la filtration n’a que deux crans, le (i) équivaut à
ce que

dimL

(
(Λ⊗LMdR) ∩ Fil−aL ,n

)
≤ dimL Λ

pour tout Λ, et le (ii) à ce que les seuls Λ pour lesquels il y a égalité sont les
T k(L[T ]/Tn+1−k). Comme Fil−aL ,n est l’ensemble des Pe2 + TPe1, l’intersection ci-
dessus est l’ensemble des Pe2 + TPe1 avec P ∈ Λ et TP ∈ Λ. L’inégalité dans le (i)
est donc une évidence et, s’il y a égalité, c’est que Λ est stable par P 7→ TP , et donc
est un idéal de L[T ]/Tn+1−k, et donc de la forme T k(L[T ]/Tn+1−k), ce qui permet
de conclure.

Le (i) du lemme 5.14 fournit une représentation

V
[a,b]
M,L ,n := Vst(M

[a,b]
L ,n)

C’est une déformation à LL [T ]/Tn+1 de V [a,b]
M,L , qui est de Rham, dont la réduction

modulo T 2 est non scindée (car la filtration n’est pas définie sur LL modulo T 2), et
dont, d’après le (ii) du lemme 5.14, les seuls sous-objets sont les T kV [a,b]

M,L ,n (isomorphe

à V [a,b]
M,L ,n−k), pour 0 ≤ k ≤ n.

petit2 Remarque 5.15. — (i) En adaptant les méthodes de [6, § 5.1], on peut construire
une déformation de Rham de V [a,b]

M,L dans un voisinage p-adique, et pas juste dans un
voisinage formel.

(ii) Le th. 5.4 et le lemme 5.3 ci-dessous donnent une construction d’une déforma-
tion au-dessus de tout l’espace des représentations de Rham de type (M,a, b).
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Soit B le bloc correspondant à la réduction de V [a,b]
M,L . Alors V [a,b]

M,L définit un point
de SpecRps,δ

B [ 1p ] ; notons R̂L le complété de Rps,δ
B [ 1p ] en l’idéal maximal correspondant

à ce point (isomorphe à LL [[T1, T2, T3]]), et mL son idéal maximal. On dispose d’une
représentation ρ̂L : GQp

→ GL2(R̂L ) universelle pour les déformations de V [a,b]
M,L aux

LL -algèbres locales finies sur LL de corps résiduel LL : si E est une telle algèbre
et si ρE : GQp

→ GL2(E) a pour représentation résiduelle V
[a,b]
M,L , alors il existe

λ : R̂L → E tel que ρE ∼= E ⊗ ρ̂L . De plus, mL /m
2
L est isomorphe au groupe des

extensions de V [a,b]
M,L par V [a,b]

M,L de déterminant δ (une telle extension est naturellement
une (LL [T ]/T 2)-représentation de dimension 2 et son déterminant est, a priori, à
valeurs dans LL [T ]/T 2).

On note R̂L ,dR le quotient de R̂L classifiant les représentations de Rham : on a
R̂L ,dR = R̂L /I, où I = ∩ a et a parcourt les idéaux de R̂L tels que R̂L /a soit de
dimension finie sur LL (ce qui équivaut à a ⊃ mnL , pour n � 0), et (R̂L /a) ⊗ ρ̂L

soit de Rham (comme tout sous-quotient d’une représentation de Rham est de Rham,
a1 ∩ a2 satisfait les propriétés ci-dessus si c’est le cas de a1 et a2).

defo5.1 Proposition 5.16. — R̂L ,dR
∼= LL [[T ]].

Démonstration. — Comme V [a,b]
M,L ,2 est, à isomorphisme près, l’unique extension non

triviale de V [a,b]
M,L par V [a,b]

M,L , de déterminant δ, qui est de Rham, il s’ensuit que R̂L ,dR

est un anneau local régulier de dimension 1, et donc est un quotient de LL [[T ]].
Par ailleurs, l’existence de V

[a,b]
M,L ,n, pour tout n, fournit une suite compatible de

morphismes R̂L ,dR → LL [T ]/Tn+1, pour n ∈ N. Le fait que V [a,b]
M,L ,2 soit non scindée

implique que cette flèche est surjective pour n = 2, et donc aussi pour tout n. Il
s’ensuit que R̂L ,dR admet pour quotient LL [T ]/Tn+1, pour tout n. On en déduit le
résultat.

defo5 Remarque 5.17. — On déduit de la prop. 5.16 que V [a,b]
M,L ,n est, à isomorphisme près,

l’unique déformation de Rham de V [a,b]
M,L à LL [T ]/Tn+1, dont le quotient par T 2 soit

non scindé.

5.7. Déformations infinitésimales de Π
[a,b]
M,Ldefo6

En appliquant les constructions du § 5.5 à V = V
[a,b]
M,L ,n, on construit une représen-

tation

Π
[a,b]
M,L ,n := Π(V

[a,b]
M,L ,n)

petit3 Remarque 5.18. — (i) Il résulte du th. 5.12 que (Π
[a,b]
M,L ,n)alg est dense dans Π

[a,b]
M,L ,n

et on déduit du (ii) de la rem. 5.13 que

(Π
[a,b]
M,L ,n)alg ∼= (LL [T ]/Tn+1)⊗ LL[a,b](M)
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(ii) En fait, si λ ∈ (LL [T ]/Tn+1) est inversible, alors λ · LL[a,b](M) est déjà dense
dans Π

[a,b]
M,L ,n car les seuls sous-objets stricts de Π

[a,b]
M,L ,n sont les T kΠ

[a,b]
M,L ,n pour

1 ≤ k ≤ n − 1 (cela se voit en appliquant le foncteur Π 7→ V(Π) et en utilisant le
fait que les seuls sous-objets stricts de V [a,b]

M,L ,n sont les T kV [a,b]
M,L ,n, cf. lemme 5.14 et

définition de V [a,b]
M,L ,n), et λ · LL[a,b](M) n’est inclus dans aucun. Il résulte donc de la

prop. 3.2 que Π
[a,b]
M,L ,n est un quotient de L̂L[a,b](M).

defo5.2 Proposition 5.19. — Si Π est une représentation unitaire de G munie d’un mor-
phisme LL[a,b](M)→ Π d’image dense, et si les composantes de Jordan-Hölder de Π

sont Π
[a,b]
M,L avec multiplicité n, alors Π ∼= Π

[a,b]
M,L ,n.

Citer [26, cor. 6.16] au lieu
du discours ci-contre.Démonstration. — Soit JL l’enveloppe injective de Π

[a,b]
M,L dans la catégorie

des limites inductives de représentations unitaires de G. Alors End JL = R̂L

d’après [23, ? ?] et comme le bloc de Π
[a,b]
M,L dans la catégorie des représentations

unitaires de G n’a qu’un élément, on a

Π ∼= (Hom(J∗
L ,Π

∗)⊗R̂L
J∗

L )∗

L’hypothèse selon laquelle LL[a,b](M)→ Π est d’image dense implique a fortiori que
Πalg est dense dans Π. Il en résulte, d’après le th. 5.12 et la définition de R̂L ,dR, que
Hom(J∗

L ,Π
∗) est en fait un R̂L ,dR-module. La prop. 5.16 implique alors que

Hom(J∗
L ,Π

∗) ∼= ⊕iLL [[T ]]/Tni et Π ∼= ⊕i∈IΠ[a,b]
M,L ,ni

où I est un ensemble fini. On conclut en remarquant que l’hypothèse selon laquelle
LL[a,b](M) → Π est d’image dense implique que I n’a qu’un seul élément : en effet,
LL[a,b](M) est dense dans le cosocle, qui est isomorphe à LIL ⊗ Π

[a,b]
M,L , et dont les

vecteurs localement algébriques sont LIL ⊗ LL[a,b](M) ; la flèche LL[a,b](M) → Π se
factorise donc par LL[a,b](M) → Λ ⊗ LL[a,b](M), avec Λ une LL -droite de LIL , et
l’adhérence de l’image de LL[a,b](M)→ LIL ⊗Π

[a,b]
M,L est isomorphe à Π

[a,b]
M,L .

defo8 Proposition 5.20. — Π
[a,b]
M,L ,n

est l’unique déformation infinitésimale d’ordre n de Π
[a,b]
M,L

qui est complétée
de ses vecteurs localement algébriques.

Démonstration. — Posons Π = Π
[a,b]
M,L

et Πn := Π
[a,b]
M,L ,n

. Nous allons prouver, par récurrence sur n, que Πn est,

à isomorphisme près, l’unique déformation d’ordre n de Π = Π0 dans laquelle Πalg
n est dense.

Si E est une telle déformation, une petite récurrence montre que les longueurs de E et Elisse sont égales (car
(E/Π)lisse est dense dans E/Π), et que tout sous-objet F de E a encore des vecteurs localement algébriques denses
(et lg(F lisse) = lg(F )). Il s’ensuit que Ker(E → Π) et E/Π sont isomorphes à Πn par l’hypothèse de récurrence
et, si on choisit un isomorphisme E/Π ∼= Ker(E → Π), cela fournit un endomorphisme nilpotent T : E → E, et
T iE ∼= Πn−1−i si i ≥ 1 par l’hypothèse de récurrence. En particulier, E est muni d’une structure de L[T ]-module et
on a EndE ∼= L[T ]/Tn+1. La construction de Πn donne une telle structure de L[T ]-module et Πn+1/TΠn+1 = Π

et TΠn+1
∼= Πn.

Notons Ext1g(Π,Πn) ⊂ Ext1(Π,Πn) l’ensemble (c’est en fait un sous-L-module comme on le voit en revenant à
la définition de l’addition et de la multiplication par λ ∈ L) des extensions ayant des vecteurs localement algébriques
denses.

Si α ∈ End Πn, alors α induit une flèche Ext1(Π,Πn)→ Ext1(Π,Πn), ce qui munit Ext1(Π,Πn) d’une structure
de module sur End Πn ∼= L[T ]/Tn+1. La classe de Πn+1 n’est pas tuée par Tn comme on le voit en appliquant V.
On conclut grâce au lemme suivant.
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defo9 Lemme 5.21. — Ext1g(Π,Πn) est un L[T ]/Tn+1-module de rang 1 engendré par la classe de Πn+1

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence sur n. Par l’hypothèse de récurrence, Ext1g(Π,Πn−1) est un

L[T ]/Tn-module de rang 1. Par ailleurs, la classe de Πn+1 engendre un sous-L[T ]/Tn+1-module libre de rang
1 et on a une suite exacte (la flèche de gauche vient de l’isomorphisme Πn−1

∼= TΠn et l’exactitude vient du
fait que tout sous-objet d’une g-extension de Π par Πn a des vecteurs localement algébriques denses et donc que
Ext1g(Π,Πn) ∩ Ext1(Π, TΠn) = Ext1g(Π, TΠn))

Ext
1
g(Π,Πn−1)→ Ext

1
g(Π,Πn)→ Ext

1
g(Π,Π)

et des isomorphismes Ext1g(Π,Πn−1) ∼= L[T ]/Tn et Ext1g(Π,Π) ∼= L. On en déduit le résultat.
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