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1 Introduction

Cet article définit et présente la grassmannienne G(k, n) sur un espace
vectoriel V , de dimension n : il s’agit de l’ensemble des sous-espaces vectoriels,
de dimensions k, de V .

Puis il expose le plongement de Plücker, les coordonnées de Plücker et les
relations qui peuvent exister entre ces coordonnées, qualifiées de relations de
Plücker.

La grassmannienne G(k, n) est une variété différentielle, irréductible, ra-
tionnelle et projective, de dimension k (n− k).

Les notions de partition et de partition admissible dans G(k, n), ansi
que le diagramme de Young associé, sont présentées. À une partition admis-
sible dans G(k, n) est associée une sous-variété de la grassmannienne G(k, n)
qualifiée de variété de Schubert dont les classes de cohomologie sont appelées
cycles de Schubert.

Nous présentons le calcul de Schubert qui consiste à multiplier ces cycles.
Ce calcul est copie conforme de celui entre polynômes de Schur, définis par la
suite, qui sont des polynômes symétriques particuliers. Il fait intervenir des
coefficients, qualifiés de Littlewood-Richardson, positifs ou nuls (et souvent
égaux à 0 ou 1). Plusieurs formules qui permettent ce calcul sont exposéees
et en particulier celles de Pieri et Giambelli.
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Les exemples des grassmanniennesG(k, n) ; k < n ; n 6 6, sont présentés.
G(2, 4) est le premier exemple non trivial de variété projective (i.e. qui n’est
pas un espace vectoriel).

Finalement un Annexe présente un exemple de produit de 2 cycles de
Schubert qui fait intervenir 4 coefficients de Littlewood-Richardson non égaux
à 0 ou 1. On vérifie, sur cet exemple, que ce produit est bien commutatif.
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2 Notations

ssi signifie si et seulement si.
∼= signifie isomorphe.
#{} signifie nombre d’éléments de l’ensemble {}.

Soient :

• K un corps algébriquement clos (par exemple C, ...).

• k, n ∈ N∗ ; 1 6 k < n (et parfois k = n) des dimensions.

• V , Kn un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel), de dimen-
sion n et de base {e1, . . . , ei, . . . , en}. Soit v ∈ V :
v = v1 e1 + . . .+ vi ei + . . .+ vn en et [v] , (v1 . . . vi . . . vn)

t
, matrice colonne

de dimension n× 1.

• V ∗ , Hom(V, K) [ensemble des homomorphismes (applications linéaires)
de V dans K, dites formes linéaires, espace vectoriel sur K, de dimension n,
dual de V et de base {e∗1, . . . , e∗m, . . . , e∗n} duale de la base {e1, . . . , ei, . . . , en}
i.e. telle que e∗m(ei) = δmi ; i, m = 1, . . . , n, symbole de Kronecker égal à 1
si les 2 indices sont égaux et à 0 s’ils sont différents.
Soit v∗ ∈ V ∗ : v∗ = v∗1 e

∗1 + . . .+ v∗m e
∗m + . . .+ v∗n e

∗n et
[v∗] , (v∗1 . . . v

∗
m . . . v

∗
n), matrice ligne de dimension 1× n. On a :

V
v∗−→ K

v 7−→ < v∗, v >, v∗(v) = [v∗] [v]
,

où < , > désigne un produit scalaire.

• U un sous-espace vectoriel de V , de dimension k et de base
{f1, . . . , fj, . . . , fk}. Soit u ∈ U :
u = b1 f1 + . . .+ bj fj + . . .+ bk fk = u1 e1 + . . .+ ui ei + . . .+ un en.

[b] , (b1 . . . bj . . . bk)
t
, matrice colonne de dimension k × 1 et

[u] , (u1 . . . ui . . . un)
t
, matrice colonne de dimension n× 1.

On pose fj = f 1
j e1 + . . .+ f ij ei + . . .+ fnj en ; 1 6 j 6 k et :

[f ] = (f ij) =

 f 1
1 . . . fn1
...

...
...

f 1
k . . . fnk

, matrice rectangulaire de dimension k×n.

On a [u] = [f ]t [b].

Les k n éléments de [f ] sont appelés coordonnées de Stiefel de U .
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Mais on peut trouver une base {g1, . . . , gj, . . . , gk} de U telle que :

[g] = (gij) =

 1 . . . 0 gk+1
1 . . . gn1

...
...

...
...

...
...

0 . . . 1 gk+1
k . . . gnk

.

Les k (n−k) éléments non triviaux de [g] sont appelés coordonnées affines
de U .

• U∗ , Hom(U, K) sous-espace vectoriel de V ∗, de dimension k, dual de
U et de base {f ∗1, . . . , f ∗l, . . . , f ∗k} duale de la base {f1, . . . , fj, . . . , fk} i.e.
telle que f ∗l(fj) = δlj ; j, l = 1, . . . , k. Soit u∗ ∈ U∗ :
u∗ = b∗1 f

∗1 + . . .+ b∗l f
∗l + . . .+ b∗k f

∗k = u∗1 e
∗1 + . . .+ u∗m e

∗m + . . .+ u∗n e
∗n.

[b∗] , (b∗1 . . . b
∗
l . . . b

∗
k), matrice ligne de dimension 1× k et

[u∗] , (u∗1 . . . u
∗
m . . . u

∗
n), matrice ligne de dimension 1× n.

On pose f ∗l = f ∗l1 e∗1 + . . .+ f ∗lm e
∗m + . . .+ f ∗ln e

∗n ; 1 6 l 6 k et :

[f ∗] = (f ∗lm) =

 f ∗11 . . . f ∗1n
...

...
...

f ∗k1 . . . f ∗kn

, matrice rectangulaire

de dimension k × n. On a [f ∗] [f ]t = Ik (matrice unité d’ordre k). En effet
δlj = f ∗l(fj) = (f ∗lm e

∗m) (f ij ei) = f ∗lm f
i
j e
∗m(ei) = f ∗lm f

i
j δ

m
i = f ∗lm f

m
j (nous

avons utilisé la convention d’Einstein qui consiste à sommer par rapport à
un indice qui apparait en bas et en haut).

On a [u∗] = [b∗] [f ∗] et :

U
u∗−→ K

u 7−→ < u∗, u >, u∗(u) = [u∗] [u]
.

Mais [u∗] [u] = [b∗] [f ∗] [f ]t [b] = [b∗] [b] = b∗(b) ,< b∗, b >.

•
∧k V la kème puissance extérieure de V ; espace vectoriel sur K, de

dimension Ck
n [Ck

n , n!
k! (n−k)!

] et de base canonique :

{ei1 ∧ . . . ∧ eik | 1 6 i1 < . . . < ik 6 n}.
Soit ωk ∈

∧k V : ωk =
∑

16i1<...<ik6n
ωi1...ikk ei1 ∧ . . . ∧ eik et

[ωk] , (ω1...k
k . . . ω

(n−k+1)...n
k )

t
, matrice colonne de dimension Ck

n × 1.

On remarque que ω1 = v car
∧1 V = V .

4



•
∧
V ,

⊕∞
k=0

∧k V =
⊕n

k=0

∧k V (car
∧k+1 V = . . . = 0) algèbre

extérieure ou algèbre alternée ou algèbre de Grassmann [29] 1 ; c’est une
algèbre graduée.

• (
∧k V )

∗
, Hom(

∧k V, K) espace vectoriel sur K, de dimension Ck
n, dual

de
∧k V . On montre que (

∧k V )
∗ ∼=

∧k V ∗ est donc de base canonique :
{e∗i1 ∧ . . . ∧ e∗ik | 1 6 i1 < . . . < ik 6 n}.
Soit ω∗k ∈

∧k V ∗ : ω∗k =
∑

16i1<...<ik6n
ω∗ki1...ik e

∗i1 ∧ . . . ∧ e∗ik et

[ω∗k] , (ω∗k1...k . . . ω
∗k
(n−k+1)...n), matrice ligne de dimension 1× Ck

n.

On remarque que [ω∗(n−k)] , (ω
∗(n−k)
1...(n−k) . . . ω

∗(n−k)
(k+1)...n) est une matrice ligne

de même dimension que [ω∗k] car Cn−k
n = Ck

n.

Nous allons associer à tout élément ωk de
∧k V un élément ω̃∗(n−k) de∧n−k V ∗ et réciproquement.

Pour cela on pourra consulter [4] 2 [8] 3 [11] 4 [18] 5 [35] 6 [39] 7.

Pour définir cette association considérons l’application bijective :∧k V ←→
∧n−k V ∗

ωk
7−→←[ ω̃∗(n−k) ,

telle que : ω̃∗(n−k) =
∑

16j1<...<jn−k6n
ω̃
∗(n−k)
j1...jn−k

e∗j1 ∧ . . . ∧ e∗jn−k , avec :

ω̃
∗(n−k)
j1...jn−k

, (−1)s(i1,..., ik, j1,..., jn−k) ωi1...ikk , où i1, . . . , ik sont les éléments du
complément à 1, . . . , n de j1, . . . , jn−k pris par ordre croissant et
s(i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k) la signature de la permutation de (1, . . . , n) à
(i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k) [15] 8.

Donc [ω̃∗(n−k)] , (ω̃
∗(n−k)
1...(n−k) . . . ω̃

∗(n−k)
(k+1)...n) = (±ω(n−k+1)...n

k . . . ω1...k
k ), ma-

trice ligne de dimension 1 × Ck
n, car Cn−k

n = Ck
n. Cependant dans cette

dernière matrice des signes - apparaissent devant certains éléments, comme
le montrent les exemples suivants.

On a donc l’isomorphisme canonique
∧k V ∼=

∧n−k V ∗.

1. p. 733
2. p. 6 Remark
3. pp. 6-7 Exercice 2.1 Exemple 2.2 Exercice 2.3
4. pp. 81-83 § 3.5 : Applications : II. Grassmanniennes et pp. 182-183 A,43 et pp.

183-184 A,44 et A, 45
5. pp. 63-65 Exemple 6.1 : Grassmannians
6. p. ?
7. pp. 42-43 Exemple 1 : The grassmannian
8. p. 94 éq. (1.6)
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Exemples :

? : si (k, n) = (1, 2) alors [ω̃∗1] =
(
−ω2

1 ω1
1

)
? : si (k, n) = (1, 3) alors [ω̃∗2] =

(
ω3

1 −ω2
1 ω1

1

)
? : si (k, n) = (1, 4) alors [ω̃∗3] =

(
−ω4

1 ω3
1 −ω2

1 ω1
1

)
? : si (k, n) = (1, 5) alors [ω̃∗4] =

(
ω5

1 −ω4
1 ω3

1 −ω2
1 ω1

1

)
? : si (k, n) = (1, 6) alors [ω̃∗5] =

(
−ω6

1 ω5
1 −ω4

1 ω3
1 −ω2

1 ω1
1

)
. . .

? : si (k, n) = (2, 3) alors [ω̃∗1] =
(
ω23

2 −ω13
2 ω12

2

)
? : si (k, n) = (2, 4) alors [ω̃∗2] =

(
ω34

2 −ω24
2 ω23

2 ω14
2 −ω13

2 ω12
2

)
? : si (k, n) = (2, 5) alors :

[ω̃∗3] =
(
ω45

2 −ω35
2 ω34

2 ω25
2 −ω24

2 ω23
2 −ω15

2 ω14
2 −ω13

2 ω12
2

)
? : si (k, n) = (2, 6) alors :

[ω̃∗4] =
(
a b c d e f g h i j k l m n o

)
, avec :

a = ω56
2 , b = −ω46

2 , c = ω45
2 , d = ω36

2 , e = −ω35
2 , f = ω34

2 ,
g = −ω26

2 , h = ω25
2 , i = −ω24

2 , j = ω23
2 , k = ω16

2 , l = −ω15
2 , m = ω14

2 ,
n = −ω13

2 , o = ω12
2

. . .

? : si (k, n) = (3, 4) alors [ω̃∗1] =
(
−ω234

3 ω134
3 −ω124

3 ω123
3

)
? : si (k, n) = (3, 5) alors :

[ω̃∗2] =
(
ω345

3 −ω245
3 ω235

3 −ω234
3 ω145

3 −ω135
3 ω134

3 ω125
3 −ω124

3 ω123
3

)
? : si (k, n) = (3, 6) alors :

[ω̃∗3] =
(
a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t

)
, avec :

a = −ω456
3 , b = ω356

3 , c = −ω346
3 , d = ω345

3 , e = −ω256
3 , f = ω246

3 ,
g = −ω245

3 , h = −ω236
3 , i = ω235

3 , j = −ω234
3 , k = ω156

3 , l = −ω146
3 ,

m = ω145
3 , n = ω136

3 , o = −ω135
3 , p = ω134

3 , q = −ω126
3 , r = ω125

3 , s = −ω124
3 ,

t = ω123
3

. . .

? : si (k, n) = (4, 5) alors [ω̃∗1] =
(
ω2345

4 −ω1345
4 ω1245

4 −ω1235
4 ω1234

4

)
? : si (k, n) = (4, 6) alors :

[ω̃∗2] =
(
a b c d e f g h i j k l m n o

)
, avec :

a = ω3456
4 , b = −ω2456

4 , c = ω2356
4 , d = −ω2346

4 , e = ω2345
4 , f = ω1456

4 ,
g = −ω1356

4 , h = ω1346
4 , i = −ω1345

4 , j = ω1256
4 , k = −ω1246

4 , l = ω1245
4 ,

m = ω1236
4 , n = −ω1235

4 , o = ω1234
4 .
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. . .

? : si (k, n) = (5, 6) alors :
[ω̃∗1] =

(
−ω23456

5 ω13456
5 −ω12456

5 ω12356
5 −ω12346

5 ω12345
5

)
• Mat(k, n) l’ensemble des matrices k × n à éléments dans K :

dim Mat(k, n) = k n.

• S(k, n) la variété de Stiefel des matrices k× n de rang plein (ou maxi-
mal) : S(k, n) ⊂ Mat(k, n) ; dimS(k, n) = k n, car une matrice k × n est
généralement de rang plein ; c’est l’ensemble des matrices k × n qui ne sont
pas de rang plein qui constitue une sous-variété de Mat(k, n) de dimension
strictement inférieure à k n.

On remarque que dimS(k, n) est le nombre de coordonnées de Stiefel.

• GL(k) = S(k, k) l’ensemble des matrices d’ordre k régulieres.
dimGL(k) = k2.

• G(k, n) = S(k, n)/GL(k) la grassmannienne [15] 9 [33] 10 [39] 11. Donc :
dimG(k, n) = k n− k2 = k (n− k) [15] 12 [33] 13 et G(k, n) ∼= Mat(k, n− k).

On remarque que dimG(k, n) est le nombre de coordonnées affines et que
dimG(n− k, n) = dimG(k, n) = k (n− k) ; c’est la raison pour laquelle les
grassmanniennes G(n− k, n) et G(k, n) sont qualifiées de duales.

Remarque : on peut préciser, dans la définition de G(k, n) le corps K :
G(k, n)(K) [26] 14

• P(V ) = P(Kn) = Pn−1(K) espace projectif, de dimension n− 1, associé
au K-espace vectoriel V [3] 15.

9. p. 92 éq. (1.2)
10. Attention G(k, n) est noté G(k, n) ; il y a donc confusion avec ce qui suit
11. p. 68 Exemple 5
12. p. 92 ligne 4
13. p. 13
14. p. 6
15. p. 605
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3 La grassmannienne G(k, n)

On pourra consulter [1] [7] [8] [11] 16 [15] 17 [21] [22] 18 [26] [30] [34] [40] 19

[47] [48]

G(k, n) , {U |U est un sous-espace vectoriel de V de dimension k} [26] 20.

3.1 Le plongement P de Plücker de G(k, n) et les co-
ordonnées de Plücker

On pourra consulter [26] 21 [35] 22.

G(k, n)
P−→ P(

∧k V )
U 7−→ P (U) = [[f1 ∧ . . . ∧ fk]]

, où {f1, . . . , fk} est une base de

U et où [[ ]] signifie la classe des éléments proportionnels.

[[f1 ∧ . . . ∧ fk]] = [[(f 1
1 e1 + . . .+ fn1 en) ∧ . . . ∧ (f 1

k e1 + . . .+ fnk en)]]
= [[
∑

16i1<...<ik6n
ωi1...ikk ei1 ∧ . . . ∧ eik ]] = [[ωk]].

En effet si on change de base pour U on constate que P (U) est multiplié
par le jacobien du changement de base et donc n’est défini qu’à une constante
multiplicative près ; c’est donc bien un élément de l’espace projectif P(

∧k V )
et non de l’espace affine

∧k V .

Alors P(
∧k V ) = P(KCk

n) = PN(K), avec N = Ck
n − 1 (espace projectif de

dimension N [22] 23).

Les coordonnées homogènes ωi1...ikk de P (U), dans la base canonique

{ei1 ∧ . . . ∧ eik | 1 6 i1 < . . . < ik 6 n} de
∧k V sont les coordonnées de

Plücker de U . Elles se calculent avec les coordonnées de Stiefel
f ij (1 6 i 6 n ; 1 6 j 6 k) de U : ωi1...ikk est le mineur (maximal) de [f ]
construit avec les colonnes i1 . . . ik. Le nombre de coordonnées de Plûcker
ωi1...ikk de U est donc Ck

n = N + 1.

16. pp. 81-83 5. Applications : II grassmanniennes et pp. 182-184 (A.43), (A.44) et (A.45)
17. pp. 91-105 parties 1 et 2
18. p. 198
19. pp. 67-70 § 5.4 Grassmannians
20. p. 6
21. pp. 7-8 § 1.1.3
22. p. 3 § 3
23. pp. 11-12 th. 1.10
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On peut calculer également les coordonneés de Plücker $i1...ik
k de P (U),

dans la base canonique
{ei1 ∧ . . . ∧ eik | 1 6 i1 < . . . < ik 6 n} de

∧k V avec les coordonnées affines
gij (k + 1 6 i 6 n ; 1 6 j 6 k) de U : $i1...ik

k est le mineur (maximal) de [g]
construit avec les colonnes i1 . . . ik. En particulier $1 2...k

k = 1. Le nombre de
coordonnées de Plûcker $i1...ik

k de U non triviales est donc Ck
n − 1 = N .

3.2 La grassmannienne G(k, n) est une variété algébrique

Définition

Soit ωk ∈
∧k V et v ∈ V , v 6= 0. On dit que v divise ωk ssi il existe

σk−1 ∈
∧k−1 V tel que ωk = v ∧ σk−1.

Lemme 1

Soit ωk ∈
∧k V et v ∈ V , v 6= 0. v divise ωk ssi v ∧ ωk = 0.

Démonstrations

• Si v divise ωk il existe σk−1 ∈
∧k−1 V tel que ωk = v ∧ σk−1 et alors

v ∧ ωk = v ∧ v ∧ σk−1 = 0 QED.

• Si v ∧ ωk = 0 et v 6= 0 soit {e1 = v, e2, . . . , en} une base de V . On a
ωk =

∑
16i1<...<ik6n

ωi1...ikk ei1 ∧ . . . ∧ eik et alors

v ∧ ωk =
∑

16i1<...<ik6n
ωi1...ikk e1 ∧ ei1 ∧ . . . ∧ eik = 0. i.e. :∑

1<i1<...<ik6n
ωi1...ikk e1∧ ei1∧ . . .∧eik = 0 et, par conséquent, ωi1...ikk = 0 pour

1 < i1 < . . . < ik 6 n. Alors ωk = e1 ∧
∑

26i2<...<ik6n
ω1 i2...ik
k ei2 ∧ . . . ∧ eik ,

soit ωk = v ∧ σk−1 avec v = e1 et σk−1 =
∑

26i2<...<ik6n
ω1 i2...ik
k ei2 ∧ . . . ∧ eik

et donc le vecteur v divise ωk QED.

Définition

On dit que ωk ∈
∧k V est totalement décomposable ssi il existe k vecteurs

linéairement indépendants : v1, . . . , vk ∈ V tels que ωk = v1 ∧ . . . ∧ vk.
Lemme 2

ωk ∈
∧k V est totalement décomposable ssi l’espace des vecteurs le divi-

sant est de dimension k.

Démonstrations

• Si ωk ∈
∧k V est totalement décomposable il existe k vecteurs linéairement

indépendants : v1, . . . , vk ∈ V tels que ωk = v1 ∧ . . . ∧ vk. Alors d’après le
premier lemme l’espace des vecteurs divisant ωk est l’ensemble :

U = {v ∈ V |v ∧ v1 ∧ . . . ∧ vk = 0}.
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Ainsi v ∈ U ssi il est linéairement dépendant des vecteurs v1, . . . , vk i.e.
U a pour base {v1, . . . , vk} donc est de dimension k QED.

• Soit U le sous espace de V , de dimension k, des vecteurs divisant
ωk ∈

∧k V et soit {f1, . . . , fk} une base de U . Étendons cette base à une
base {f1, . . . , fk, fk+1, . . . , fn} de V . On peut écrire :
ωk =

∑
16i1<...<ik6n

ai1...ik fi1∧. . .∧fik . Pour tout j = 1, . . . , k on a fj∧ωk = 0
et alors :

• f1 ∧ ωk = 0 ⇒ ai1...ik = 0 pour i1 6= 1 et alors :
ωk =

∑
26i2<i3<...<ik6n

a1 i2...ik f1 ∧ fi2 ∧ . . . ∧ fik ,

• f2 ∧ ωk = 0 ⇒ a1 i2...ik = 0 pour i2 6= 2 et alors :
ωk =

∑
36i3<i4<...<ik6n

a1 2 i3...ik f1 ∧ f2 ∧ fi3 ∧ . . . ∧ fik .

• . . .,

• fk ∧ ωk = 0 ⇒ a1 2...(k−1) ik = 0 pour ik 6= k et alors :
ωk = a1 2... k f1 ∧ f2 ∧ . . . ∧ fk et ωk est totalement décomposable QED.

Lemme 3

Soit ωk ∈
∧k V . Considérons l’application ϕωk

:

V
ϕωk−→

∧k+1 V

v 7−→ ϕωk
(v) , ωk ∧ v

.

Donc ϕωk
∈ Hom(V,

∧k+1 V ).

Alors ωk est totalement décomposable ssi ker(ϕωk
) est de dimension k.

Remarque : il s’agit des notations de [18] 24 et de [26] 25. De plus on peut
noter que [15], avec des notations différentes, utilise un signe opposé.

Démonstrations

Étant donné que v∧ωk = −ωk∧v alors ker(ϕωk
) est l’espace des vecteurs

divisant ωk, d’après le lemme 1 et ωk est totalement décomposé ssi cet espace
ker(ϕωk

) est de dimension k, d’après le lemme 2 QED.

On a [ϕωk
(v)] = [ωk ∧ v] = [ϕωk

] [v]. Les matrices [ϕωk
(v)], [ϕωk

], [v] sont
de dimensions respectives Ck+1

n × 1, Ck+1
n × n, n × 1. Voir des exemples de

calcul de [ϕωk
] ci-après.

24. p. 64
25. p. 11 et p. 13, mais avec une erreur de signe p. 13
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• Considérons l’application ϕtωk
, transposée 26 de l’application ϕωk

:

(
∧k+1 V )

∗ ∼=
∧k+1 V ∗

ϕt
ωk−→ V ∗

α∗(k+1) 7−→ ϕtωk
(α∗(k+1)) , α∗(k+1) ◦ ϕωk

.

Donc ϕtωk
∈ Hom(

∧k+1 V ∗, V ∗).

On a [ϕtωk
(α∗(k+1))] = [α∗(k+1)] [ϕtωk

]
t

= [α∗(k+1)] [ϕωk
]. Les matrices [ϕtωk

(α∗(k+1))],

[α∗(k+1)], [ϕωk
] sont de dimensions respectives 1× n, 1× Ck+1

n , Ck+1
n × n.

• Considérons l’application ψωk
:

V ∗
ψωk−→

∧n−k+1 V ∗

v∗ 7−→ ψωk
(v∗) , ω̃∗(n−k) ∧ v∗

.

Donc ψωk
∈ Hom(V ∗,

∧n−k+1 V ∗).

Remarque : il s’agit des notations de [26] 27. Par contre [18] 28 utilise un
signe opposé. On a :

[ψωk
(v∗)] = [ω̃∗(n−k) ∧ v∗] = [v∗] [ψωk

]t. Les matrices [ψωk
(v∗)], [v∗], [ψωk

]t

sont de dimensions respectives 1×Ck−1
n , 1×n, n×Ck−1

n (car Cn−k+1
n = Ck−1

n ).

La matrice [ψωk
] est donc de dimension Ck−1

n × n. Voir des exemples de
calcul de [ψωk

] ci-après.

• Considérons l’application ψtωk
, transposée de l’application ψωk

:

(
∧n−k+1 V ∗)

∗ ∼=
∧n−k+1 V

ψt
ωk−→ (V ∗)∗ ∼= V

βn−k+1 7−→ ψtωk
(βn−k+1) , βn−k+1 ◦ ψωk

.

Donc ψtωk
∈ Hom(

∧n−k+1 V, V ). On a :

[ψtωk
(βn−k+1)] = [ψtωk

] [βn−k+1] = [ψωk
]t [βn−k+1]. Les matrices [ψtωk

(βn−k+1)],

[ψtωk
] = [ψωk

]t, [βn−k+1] sont de dimensions respectives n × 1, n × Ck−1
n ,

Ck−1
n × 1.

26. certains, comme [15] disent duale
27. p. 12
28. p. 64
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3.3 Les relations de Plücker

On pourra consulter [4] 29 [7] 30 [8] 31 [9] [15] 32 [21] [24] 33 [30] 34 [39] 35 [41].

Soit ωk ∈
∧k V et considérons le produit scalaire :

Ξα∗(k+1), βn−k+1
(ωk) ,< ϕtωk

(α∗(k+1)), ψtωk
(βn−k+1) >= [ϕtωk

(α∗(k+1))] [ψtωk
(βn−k+1)]

= [α∗(k+1)] [ϕωk
] [ψωk

]t [βn−k+1]

Alors ωk ∈ G(k, n) ssi Ξα∗(k+1), βn−k+1
(ωk) = 0 ; ∀α∗(k+1) ∈

∧k+1 V ∗ et

∀βn−k+1 ∈
∧n−k+1 V [18] 36 [21] 37.

Finalement ωk ∈ G(k, n) ssi [ϕωk
] [ψωk

]t = 0. Cette égalité matricielle
donne Ck+1

n × Ck−1
n égalités scalaires. Parmi elles certaines sont triviales et

les autres, qui peuvent apparâıtre plusiers fois, en nombre nrp G(k, n), si
elles ne sont comptées qu’une fois, sont appelées relations de Plücker.

Les nrpG(k, n) relations de Plücker peuvent elles mêmes être dépendantes ;
il n’y en a que nrpi G(k, n) d’indépendantes, d’après [32] :

nrpi G(k, n) = 1
2

[(Ck
n)

2
+ Ck

n]− 1
k+1

Ck
n C

k
n+1.

On peut expliciter les Ck+1
n ×Ck−1

n égalités scalaires précédentes par uti-
lisation d’une contraction (ou convolution).

Définition de l’opération ω∗ly pour ω∗l ∈
∧l V ∗

Cette opération est appelée contraction [8] 38 ou convolution [39] 39 selon
les auteurs. On peut dire que ω∗lyωm est la convolution de ω∗l et ωm [39] 40.
Pour [11] 41 l’opération ω∗ly est appelée produit intérieur par ω∗l.

Cette opération est telle que
∧m V

ω∗ly−→
∧m−l V

ωm 7−→ ω∗lyωm
, si m > l

(et elle est nulle si m < l).

29. pp. 5-6 The Plücker relations
30. pp. 2-5 § 2 The Plücker relations et pp. 16-18 § 5.4 The Plücker relations(bis)
31. p. 7
32. pp. 94-96 § D Plücker relations et en particulier théorème 1.3
33. pp. 1062-1066 § 2 The Grassmann manifold
34. p. 8
35. p. 42 éq. (2)
36. pp. 63-65
37. p. 9 Theorem 4.6
38. p. 7
39. p. 42
40. p. 42
41. p. 182
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(i) On définit tout d’abord l’opération v∗y pour v∗ ∈ V ∗ i.e. on considère
le cas l = 1 pour lequel

∧1 V ∗ = V ∗ et ω∗1 = v∗ :∧m V
v∗y−→

∧m−1 V
ωm 7−→ v∗yωm

,

de telle manière que :

v∗yλ , 0 si λ ∈
∧0 V = K,

v∗y v1 , v∗(v1) ∈
∧0 V = K si v1 ∈

∧1 V = V ,
v∗y (v1∧v2) , v∗(v1)∧v2−v1∧v∗(v2) = v∗(v1) v2−v∗(v2) v1 ∈

∧1 V = V
si v1 ∧ v2 ∈

∧2 V ,
. . ..

v∗ y (v1 ∧ . . . ∧ vm) ,
∑m

i=1 (−1)i−1v∗(vi) v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vm
(v̂i terme omis) [8] 42 et on étend à tout ωm ∈

∧m V , non nécessairement
décomposable, par linéarité. On remarque qu’alors si ωm = ωm−1 ∧ vm on a :

v∗yωm = v∗y (ωm−1 ∧ vm) = (v∗yωm−1) ∧ vm + (−1)m−1ωm ∧ (v∗y vm)
[39] 43.

(ii) Puis on pose :

(v∗1∧v∗2∧. . .∧v∗(l−1)∧v∗l) yωm , v∗1 y(v∗2 y(. . . (v∗(l−1) y(v∗l yωm)) . . .)) et
on étend à tout ω∗l ∈

∧l V ∗, non nécessairement décomposable, par linéarité.

Alors ωk ∈ G(k, n) ssi (ω∗(k−1)yωk) ∧ ωk = 0 dans
∧k+1 V ,

∀ω∗(k−1) ∈
∧k−1 V ∗ [8] 44 [15] 45 [39] 46.

On peut expliciter la relation précédente par spécialisation. Si on considère
ω∗(k−1) = e∗i1 ∧ . . . ∧ e∗ik−1 on montre que la relation précédente conduit à :

ωk ∈ G(k, n) ssi pour 1 6 i1 < . . . < ik−1 6 n et 1 6 j1 < . . . < jk+1 6 n
on a :∑k+1

p=1 (−1)p ω
i1...ik−1jp
k ω

j1...ĵp...jk+1

k = 0, (ĵp indice omis) [8] 47 [15] 48 [24] 49

[39] 50. Il s’agit bien des Ck+1
n × Ck−1

n égalités scalaires précédentes.

42. p. 7
43. p. 42 éq. (1)
44. p. 7
45. p. 96 éq. (1.11)
46. p. 42 éq.(2)
47. p. 7
48. pp. 94-95 Partie D éq. (1.7)
49. pp. 1062-1066 § 2. The Grassmanniann manifold et p. 1063 éq. (QR)
50. p. 42 éq. (3)
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4 Le calcul de Schubert

On pourra consulter [8] 51 [26] 52 [30] 53 [34] 54.

4.1 Partitions

On pourra consulter [2] 55 [5] [7].

Une partition est une suite finie faiblement décroissante de nombres en-
tiers non-négatifs. On note λ = (λ1, λ2, . . .), avec λ1 > λ2 > . . . > 0 une
partition. On dit que |λ| , λ1+λ2+. . . est le degré, le poids [8] [27] ou la taille
[57] de la partition et l(λ) , max{i|λi 6= 0} sa longueur. En conséquence on
note :

λ = (λ1, λ2, . . . , λl(λ)) i.e. sans les éventuels zéros situés à droite et λ = ()
si λ1 = 0. Par exemple on écrit (5, 4, 2) et non (5, 4, 2, 0, 0).

Si λ = (λ1, λ2, . . . , λk), avec λ1 > λ2 > . . . > λk > 0 on dit que c’est une
partition en, au plus, k parties.

Soit d ∈ N. On dit que λ est une partition de d ssi |λ| = d.

Donc λ est une partition de d en, au plus, k parties ssi λ = (λ1, λ2, . . . , λk)
et |λ| = d.

4.1.1 Notion de Partitions admissibles dans G(k, n)

On pourra consulter [7] 56 [8] 57 [34] 58

Si λ = (λ1, λ2, . . . , λk) est une partition en, au plus, k parties on peut
remarquer que : λ = (λ1, λ2, . . . , λk, 0, . . . , 0), avec n− k zéros.

Une partition λ en, au plus, k parties est admissible dans G(k, n) ssi
n− k > λ1 > λ2 > . . . > λk > 0. Il y a donc Ck

n partitions admissibles dans
G(k, n).

51. à partir du bas de la p. 7
52. pp. 29-41 § 1.3
53. pp. 5-7 textsection 3
54. pp. 5-6 textsection 2.1
55. p. 0-14 et p. 0-15 mais attention une partition est définie comme une suite faiblement

croissante et non décroissante comme nous la présentons ici
56. p. 8 éq. (8)
57. p. 8
58. p. 5 mais qui ne dit pas ”admissible”
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Partition duale (ou complémentaire ou conjugée) d’une parti-
tion admissible dans G(k, n)

On pourra consulter [8] 59 qui parle de partition duale, notée λ∗, (terme
que nous allons utiliser) [27] 60 qui parle de partition complémentaire, notée
λ∨, et [5] [7] [17] qui parlent de partition conjugée.

La partition duale λ∗, de λ, partition admissible dans G(k, n) en, au plus,
k parties est la partition en, au plus, k parties :

λ∗ = (λ∗1, λ
∗
2, . . . , λ

∗
k), telle que :

λ∗l , n− k − λk−l+1 ; l = 1, . . . , k [8] 61.

On constate qu’il s’agit bien d’une partition en, au plus, k parties et
qu’elle est admissible dans G(k, n), car :

n− k > λ∗1 > λ∗2 > . . . > λ∗k > 0.

On note que |λ∗| = k (n− k)− |λ|.

Le symbole de Schubert j dans G(k, n) [30] 62

j , (j1, j2, . . . , jk) , (n− k − λ1 + 1, n− k − λ2 + 2, . . . , n− λk).
Donc ji = n− k − λi + i ; i = 1, . . . , k.

On a 1 6 j1 < j2 < . . . < jk 6 n et on peut dire j = j(λ) [34] 63.

Inversement :
λ , (λ1, λ2, . . . , λk) , (n− k − j1 + 1, n− k − j2 + 2, . . . , n− jk) et on

peut dire λ = λ(j).

On a aussi λi = #{[ji, n] \ j} pour i = 1, . . . , k où [ji, n] représente
l’ensemble des nombres de ji à n [34] 64. Voir des exemples ci-après.

La bijection sh définissant une forme dans G(k, n) (”shape” en an-
glais)

a , sh(j) , (a1, a2, . . . , ak) , (j1 − 1, j2 − 2, . . . , jk − k)
, (n− k − λ1, n− k − λ2, . . . , n− k − λk).

59. p. 12
60. p. 7
61. p. 12
62. p. 6
63. p. 5 qui note j = I(λ)
64. p. 5
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Notion de matrice de dimension k×n en position j , (j1, j2, . . . , jk)
où j est le symbole de Schubert dans G(k, n) [2] 65, [27] 66, [30] 67.

Il s’agit de la matrice qui à pour élément 1 sur la ligne l et le colonne jl
(l = 1, . . . , k) et pour éléments 0 dessus, dessous et à droite de cet élément 1.
Cette matrice a donc la forme :

∗ . . . ∗ 1 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∗ . . . ∗ 0 . . . ∗ . . . ∗ 1 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∗ . . . ∗ 0 . . . ∗ . . . ∗ 0 . . . 0 . . . 0 1 0 . . . 0

.

Elle appartient donc à Kj1+...+jk− k (k+1)
2 .

Exemple : matrice de dimension 3×10 en position (3, 7, 9) dansG(3, 10).

On vérifie que (3, 7, 9) est bien un symbole de Schubert dans G(3, 10).
Cette matrice est alors : ∗ ∗ 1 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 ∗ 1 0

. Elle appartient à K13.

Diagramme de Young associé à une partition (en notation an-
glaise)

On pourra consulter [2] 68 mais qui définit la partition de manière différente
à celle exposée ici et qui, en conséquence, utilise un diagramme de Ferrers et
non de Young.

Il s’agit d’un diagramme, noté également λ, dont les lignes sont constituées
de λ1, λ2, . . . cellules (bôıtes vides ou étoiles) respectivement. Par exemple le
diagramme de Young associé à la partition λ = (3, 1, 1) est λ :

ou
∗ ∗ ∗
∗
∗

65. pp. 0-10-0-12
66. p. 3 (mais où les lignes sont considérées en ordre inverse)
67. pp. 12-13
68. p. 14
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Alors l(λ) est la longueur de la première colonne du diagramme de Young λ
et |λ| est le nombre de cellules de ce diagramme. Pour l’exemple précédent
on a l(λ) = 3 et |λ| = 5.

L’équerre associée à une cellule d’un diagramme de Young est constituée
de cette cellule et des cellules situées à droite et en dessous de celle cellule. La
longueur d’une cellule est le nombre de cellules de l’équerre associée à cette
cellule. Pour l’exemple précédent nous avons remplacé l’étoile qui représente
une cellule par la longueur de cette cellule :

5 2 1
2
1

Tableau de Young associé à un diagramme de Young

On pourra consulter [54] [55] [57].

Un tableau de Young est un tableau obtenu en remplissant les bôıtes d’un
diagramme de Young d’entiers positifs. Ce diagramme étant lui-même associé
à une partition λ on dit que λ est la forme du tableau de Young.

Un tableau de Young, de forme λ, est semi-standard quand ses lignes
sont coissantes au sens large, ses colonnes croissantes au sens strict et quant
tous les entiers qui le composent de 1 à la valeur maximale son présents.

Par exemple :

1 2 2

3

4

est un tableau de Young semi-standard de forme (3, 1, 1)

Un tableau de Young, de forme λ, est standard quand ses lignes et co-
lonnes sont coissantes au sens strict et que les entiers qui le composent sont
1, 2, . . . , |λ|.

Le nombre fλ de tableaux de Young standards de forme λ est donné par
la formule des équerres [54] [55] [57] 69 :

fλ = |λ|!∏
16i6l(λ) bi

, où bi est la longueur de la cellule i.

Par exemple : f (3, 1, 1) = 5!
5.2.1.2.1

= 6. Il y a donc 6 tableaux de Young
standards de forme (3, 1, 1).

69. p. 1
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On vérifie que c’est bien exact car ces tableaux sont :

1 2 3

4

5

, 1 2 4

3

5

, 1 2 5

3

4

, 1 3 4

2

5

, 1 3 5

2

4

, 1 4 5

2

3

4.2 Cellules de Schubert

On pourra consulter [2] 70 [8] 71 [27] 72 [30] 73 [34] 74.

Les cellules de Schubert, notées Cj où j est un symbole de Schubert ou Ωλ

où λ est une partition [avec j = j(λ) et λ = λ(j)], sont des décompositions
de la grassmannienne G(k, n) de telle sorte que :

G(k, n) = ∪ Cj = ∪ Ωλ [2] 75.

Cj a pour représentant la matrice de dimension k × n en position

j , (j1, j2, . . . , jk). Par conséquent dim(Cj) = j1 + . . .+ jk − k (k+1)
2

.

Si on utilise la partition λ = λ(j) les cellules de Schubert sont notées Ωλ.
Par conséquent dim(Ωλ) = k (n− k)− |λ|.

4.3 Variétés de Schubert

On pourra consulter [2] 76 [7] 77 [8] 78 [24] 79 [27] 80 [30] 81 [31] 82.

Les variétés de Schubert, notées Ξj où j est le symbole de Schubert, ou
Σλ où λ = λ(j) sont les fermetures de Cj ou Ωλ avec la topologie de Zariski
[2] 83 :

Ξj , Cj, Σλ , Ωλ.

70. p. 0-12 notées Cj
71. p. 8 notées Σcλ1,..., λk

72. p. 3 notées X0
i1,..., ik

73. pp. 5-7 § 3 “Schubert cells”
74. pp. 5-6 § 2.1 “Schubert cells” notées Ωλ
75. p. 0-12
76. p. 0-13 notées Xλ peut-être par erreur à la plce de Xj

77. p. 7 notées Ωa
78. p. 8 notées Σλ1,..., λk

(F.)
79. p. 1070 notées Ω(A0 . . . Ad)
80. p. 3 notées Xi1,..., ik

81. p. 8 notées Xj(F.)
82. p. 13 notées Ω(Λ0, . . .Λk)
83. p. 0-13
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4.4 Cycles (ou classes) de Schubert

On pourra consulter [2] 84 [8] 85 [24] 86 [30] 87 [31] 88

On utilisera de préférence le terme de “cycle de Schubert”. Les cycles de
Schubert, notés σλ, sont les classes de cohomologie , notées [ ] des variétés
de Schubert Σλ :

σλ , [Σλ].

Ils dépendent uniquement de la partition λ, du symbole de Schubert j ou
de la forme a. Ainsi par abus de langage certains auteurs disent que σλ est
égal à la matrice de dimension k × n en position j.

Lorsque λ = (λ1) le cycle σλ = σ(λ1) est appelé spécial ou de Pieri.

4.4.1 Multiplication des cycles de Schubert

Il est possible de multiplier les cycles de Schubert et cette multiplication,
notée ·, est commutative. On a alors les formules suivantes.

Formule de Pieri

Si σλ = σ(λ1) est un cycle special ou de Pieri et σµ un cycle de Schubert
quelconque on a :

σλ ·σµ = σ(λ1) ·σµ =
∑

ν σν , avec µ1 6 ν1, µi 6 νi 6 µi−1 ; i = 2, . . . , l(µ),
νl(µ)+1 6 µl(µ) et |ν| = λ1 + |µ|.

Formule de Giambelli

Elle exprime tout cycle de Schubert comme produits de cycles spéciaux
ou de Pieri [8] 89.

σ(λ1, λ2,..., λk) =

σ(λ1) σ(λ1+1) σ(λ1+2) . . . σ(λ1+k−1)

σ(λ2−1) σ(λ2) σ(λ2+1) . . . σ(λ2+k−2)
...

...
...

. . .
...

σ(λk−k+1) σ(λk−k+2) σ(λk−k+3) . . . σ(λk)

,

avec σ(i) = 0 pour i < 0 et σ(0) = 1.

On note σi(j) , σ(j) · . . . · σ(j), avec i− 1 multiplications.

84. p. 0-17 “Schubert classes” notées [Xj ]
85. p. 9 “classes of Schubert varieties” notées σλ
86. p. 1070 “Schubert cycles” notés Ω(a0,...,ad)
87. pp. 10-15 § 5 et §6
88. p. 14 “cycle de Schubert” notés Ω(l0 . . . lk)
89. p. 15 Théorème 2.22
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Exemples :
avec :

@ d=2
σ(1, 1) = σ2

(1) − σ(2)

@ d=3
σ(2, 1) = σ(1) · σ(2) − σ(3)

σ(1, 1, 1) = σ3
[1] − 2σ(1) · σ(2) + σ(3)

@ d=4
σ(3, 1) = σ(1) · σ(3) − σ(4)

σ(2, 2) = −σ(1) · σ(3) + σ2
(2)

σ(2, 1, 1) = σ3
(1) − σ(1) · σ(2) − σ2

(2) + σ(4)

σ(1, 1, 1, 1) = σ4
(1) − 3σ2

(1) · σ(2) + 2σ(1) · σ(3) + σ2
(2) − σ(4)

@ d=5
σ(4, 1) = σ(1) · σ(4) − σ(5)

σ(3, 2) = −σ(1) · σ(4) + σ(2) · σ(3)

σ(3, 1, 1) = σ2
(1) · σ(3) − σ(1) · σ(4) − σ(2) · σ(3) + σ(5)

σ(2, 2, 1) = −σ2
(1) · σ(3) + σ(1) · σ2

(2) + σ(1) · σ(4) − σ(2) · σ(3)

σ(2, 1, 1, 1) = σ3
(1) ·σ(2)−σ2

(1) ·σ(3)− 2σ(1) ·σ2
(2) +σ(1) ·σ(4) + 2 σ(2) ·σ(3)−σ(5)

σ(1, 1, 1, 1, 1) = σ5
(1) − 4σ3

(1) · σ(2) + 3σ2
(1) · σ(3) + 3σ(1) · σ2

(2) − 2σ(1) · σ(4)

− 2σ(2) · σ(3) + σ(5)

. . .

On vérifie que la somme des coefficients des termes de droite est nulle.

Lien entre les formules de Pieri et de Giambelli

On a (−1)k σ(λ1,..., λk) =
∑k

j=1 (−1)j σ(λj+k−j)·σ(λ1,..., λj−1, λj+1−1,...λk−1) [8] 90.

Cas général

Si σλ et σµ sont deux cycles de Schubert quelconques qui correspondent
à des partitions λ et µ on a σλ ·σµ =

∑
ν c

ν
λ,µσν , avec des partitions ν telles

que |ν| = |λ| + |µ| et des coefficients cνλ,µ entiers, positifs ou nuls, appelés
de Littlewood-Richardson [7] 91 [8] 92. Le calcul de σλ · σµ est ainsi ramené à
celui de ces coefficients.

90. p. 14 Exercice 2.21
91. p.19 où les coefficients de L-R sont notés Nλµν

92. p. 10
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Remarque : ces mêmes coefficients interviennent pour les produits des
polynômes de Schur, définis ci-après [2].

Pour le calcul des coefficients de Littlewood-Richardson on pourra consul-
ter [2] 93 [7] 94 [8] 95 [24] 96 [27] 97 [30] 98 [31] 99.

Pour le calcul de ces coefficients nous allons exposer la méthode des
µ-extensions strictes de λ de [7] 100 qui dit que cνλ,µ est le nombre de µ-
extensions strictes de λ de forme ν. Elle est essentiellement la même que
celle de [50].

On commence par remplacer la partition λ par son diagramme de Young
(par exemple avec des étoiles *) également noté λ. Étant donné que
µ = (µ1, µ2, . . .) on fabrique un tableau de Young, également noté µ avec µ1

chiffres 1 sur la première ligne, µ2 chiffres 2 sur la deuxième ligne, etc. Puis on
fabrique des µ-extensions de λ en bordant, à droite, le diagramme de Young
de λ par tous les chiffres qui apparaissent dans le tableau de Young de µ et en
ajoutant éventuellement d’autres lignes de telle manière que cette extension
conserve la forme d’un tableau de Young et que deux chiffres identiques
n’apparaissent pas dans la même colonne. La forme ν = (ν1, ν2, . . .) de cette
extension est alors telle que νi est le nombre d’éléments de la ième ligne de
cette extension. À toute µ-extension de λ on associe un mot composé des
chiffres de cette extension lus de droite à gauche et de haut en bas. L’extension
est dite stricte si son mot est un mot de réseau [7] 101 ou mot de Yamamouchi
[50] i.e. si toute sous-suite (m1, . . . ,mp) du mot (m1, . . . ,mq) (p 6 q) contient
un nombre de 1 supérieur ou égal au nombre de 2, un nombre de 2 supérieur
ou égal au nombre de 3, un nombre de 3 supérieur ou égal au nombre de 4,
etc. De très nombreux exemples sont indiqués ci-après dans l’Annexe.

On peut vérifier que la multiplication des cycles de Schubert est commu-
tative : σµ · σλ = σλ · σµ.

On peut vérifier aussi que cνλ,µ = σλ · σµ · σν∗ [8] 102 [27] 103.

93. pp. 0-17 où les coefficiente de Littlewood-Richardson sont définis pour les produits
des polynômes de Schur

94. pp. 18-29 §6 “Intersection theory” et §7 “The intersection theory on G(2, 4)”
95. pp. 10-15
96. p. 1073
97. pp. 5-12
98. pp. 11-15
99. pp. 15-16

100. pp. 19-21 “Example 6.3”
101. p. 19 “lattice word”
102. p. 12
103. p. 7
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5 Polynômes de Schur

On pourra consulter [49] [52]

5.1 Polynômes symétriques élémentaires

Ce sont les polynômes :

ei(x1, . . . , xk) ,
∑

16j1<...<ji6k
xj1 . . . xji ; i = 1, . . . , k. On a donc :

e1(x1, . . . , xk) =
∑

16j6k xj,
e2(x1, . . . , xk) =

∑
16j1<j26k

xj1 xj2 ,
...
ek(x1, . . . , xk) = x1 . . . xk,
ei(x1, . . . , xk) = 0 si i > k.

Et on pose e0(x1, . . . , xk) , 1.

On a la relation :∏k
j=1(x− xj) = xk − e1(x1, . . . , xk)x

k−1 + . . .+ (−1)k ek(x1, . . . , xk).

Si λ = (λ1, . . . , λm) est une partition on pose :

eλ(x1, . . . , xk) , eλ1(x1, . . . , xk) . . . eλm(x1, . . . , xk).

5.1.1 Exemples

e1(x1) = x1

e1(x1, x2) = x1 + x2

e2(x1, x2) = x1 x2

e1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3

e2(x1, x2, x3) = x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

e3(x1, x2, x3) = x1 x2 x3.

5.2 Polynômes symétriques homogènes complets

Ce sont les polynômes :

hi(x1, . . . , xk) ,
∑

l1+...+lk=i ; lj>0 x
l1
1 . . . x

lk
k ; i > 0, k > 1.

Si λ = (λ1, . . . , λm) est une partition on pose :

hλ(x1, . . . , xk) , hλ1(x1, . . . , xk) . . . hλm(x1, . . . , xk).
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5.2.1 Exemples

h1(x1) = x1

h1(x1, x2) = x1 + x2

h2(x1, x2) = x2
1 + x1 x2 + x2

2

h1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3

h2(x1, x2, x3) = x2
1 + x1 x2 + x1 x3 + x2

2 + x2 x3 + x2
3

h3(x1, x2, x3) = x3
1 + x2

1 x2 + x2
1 x3 + x1 x

2
2 + x1 x2 x3 + x1 x

2
3

+ x3
2 + x2

2 x3 + x2 x
2
3 + x3

3

h(4)(x1, x2, x3) = x4
1 + x3

1 x2 + x3
1 x3 + x2

1 x
2
2 + x2

1 x2 x3 + x2
1 x

2
3 + x1 x

3
2

+ x1 x
2
2 x3 + x1 x2 x

2
3 + x1 x

3
3 + x4

2 + x3
2 x3 + x2

2 x
2
3 + x2 x

3
3 + x4

3

h(5)(x1, x2, x3) = x5
1 + x4

1 x2 + x4
1 x3 + x3

1 x
2
2 + x3

1 x2 x3 + x3
1 x

2
3 + x2

1 x
3
2

+x2
1 x

2
2 x3 +x2

1 x2 x
2
3 +x2

1 x
3
3 +x1 x

4
2 +x1 x

3
2 x3 +x1 x

2
2 x

2
3 +x1 x2 x

3
3 +x1 x

4
3 +x5

2

+ x4
2 x3 + x3

2 x
2
3 + x2

2 x
3
3 + x2 x

4
3 + x5

3

5.3 Liens entre les polynômes symétriques élémentaires
et les polynômes symétriques homogènes complets∑m

i=0 (−1)i ei(x1, . . . , xk)hm−i(x1, . . . , xk) = 0 ssi m > 1.

5.4 Polynômes de Schur

Soit λ = (λ1, . . . , λk) une partition de degré d = |λ|
(rappel : |λ| = λ1 + . . .+ λk). Donc pour k < n on a :
λ = (λ1, . . . , λk, λk+1, . . . , λn) avec λk+1 = . . . = λn = 0.

Soit vλ(x1, . . . , xn) ,

xλ11 . . . xλ1n
...

. . .
...

xλn1 . . . xλnn

un polynôme de degré d [49] 104.

Soit δ = (n − 1, . . . , 1, 0) qui est une partition de degré |δ| = n (n−1)
2

et

vδ(x1, . . . , xn) ,

xn−1
1 . . . xn−1

n
...

. . .
...

x1 . . . xn
1 . . . 1

=
∏

16j<k6n(xj − xk) le déterminant de

Vandermonde qui est un polynôme de degré |δ| = n (n−1)
2

.

Alors sλ(x1, . . . , xn) , vλ+δ(x1,...,xn)

vδ(x1,...,xn)
est le polynôme de Schur. Il est de

degré d = |λ|.

104. où vλ est noté aλ

24



Remarque : Le définition précédente valable a priori pour k < n s’étend
sans problème à k = n.

5.4.1 Exemples de polynômes de Schur

On va considérer le cas n = 3 ; donc k 6 3. Le cas n = 2 s’en déduit en
faisant x3 = 0 et le cas n = 1 s’en déduit en faisant x3 = x2 = 0.

@ d = 1

s(1)(x1, x2, x3) = h(1)(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3

@ d = 2

s(2)(x1, x2, x3) = h(2)(x1, x2, x3) = x2
1 + x1 x2 + x1 x3 + x2

2 + x2 x3 + x2
3

s(1, 1)(x1, x2, x3) = x1 x2 + x1 x3 + x2 x3

@ d = 3

s(3)(x1, x2, x3) = h(3)(x1, x2, x3)
= x3

1 + x2
1 x2 + x2

1 x3 + x1 x
2
2 + x1 x2 x3 + x1 x

2
3 + x3

2 + x2
2 x3 + x2 x

2
3 + x3

3

s(2, 1)(x1, x2, x3) = x2
1 x2 +x2

1 x3 +x1 x
2
2 + 2x1 x2 x3 +x1 x

2
3 +x2

2 x3 +x2 x
2
3

s(1, 1, 1)(x1, x2, x3) = x1 x2 x3

@ d = 4

s(4)(x1, x2, x3) = h(4)(x1, x2, x3)
= x4

1 + x3
1 x2 + x3

1 x3 + x2
1 x

2
2 + x2

1 x2 x3 + x2
1 x

2
3 + x1 x

3
2

+ x1 x
2
2 x3 + x1 x2 x

2
3 + x1 x

3
3 + x4

2 + x3
2 x3 + x2

2 x
2
3 + x2 x

3
3 + x4

3

s(3, 1)(x1, x2, x3) = x3
1 x2 + x3

1 x3 + x2
1 x

2
2 + 2x2

1 x2 x3 + x2
1 x

2
3 + x1 x

3
2

+ 2x1 x
2
2 x3 + 2x1 x2 x

2
3 + x1 x

3
3 + x3

2 x3 + x2
2 x

2
3 + x2 x

3
3

s(2, 2)(x1, x2, x3) = x2
1 x

2
2 + x2

1 x2 x3 + x2
1 x

2
3 + x1 x

2
2 x3 + x1 x2 x

2
3 + x2

2 x
2
3

s(2, 1, 1)(x1, x2, x3) = x2
1 x2 x3 + x1 x

2
2 x3 + x1 x2 x

2
3

@ d = 5

s(5)(x1, x2, x3) = h(5)(x1, x2, x3)
= x5

1 + x4
1 x2 + x4

1 x3 + x3
1 x

2
2 + x3

1 x2 x3 + x3
1 x

2
3 + x2

1 x
3
2

+x2
1 x

2
2 x3 +x2

1 x2 x
2
3 +x2

1 x
3
3 +x1 x

4
2 +x1 x

3
2 x3 +x1 x

2
2 x

2
3 +x1 x2 x

3
3 +x1 x

4
3 +x5

2

+ x4
2 x3 + x3

2 x
2
3 + x2

2 x
3
3 + x2 x

4
3 + x5

3
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s(4, 1)(x1, x2, x3) = x4
1 x2 + x4

1 x3 + x3
1 x

2
2 + 2x3

1 x2 x3 + x3
1 x

2
3 + x2

1 x
3
2

+ 2x2
1 x

2
2 x3 + 2x2

1 x2 x
2
3 + x2

1 x
3
3 + x1 x

4
2 + 2x1 x

3
2 x3 + 2x1 x

2
2 x

2
3 + 2x1 x2 x

3
3

+ x1 x
4
3 + x4

2 x3 + x3
2 x

2
3 + x2

2 x
3
3 + x2 x

4
3

s(3, 2)(x1, x2, x3) = x3
1 x

2
2 + x3

1 x2 x3 + x3
1 x

2
3 + x2

1 x
3
2 + 2 x2

1 x
2
2 x3 + 2 x2

1 x2 x
2
3

+ x2
1 x

3
3 + x1 x

3
2 x3 + 2x1 x

2
2 x

2
3 + x1 x2 x

3
3 + x3

2 x
2
3 + x2

2 x
3
3

s(3, 1, 1)(x1, x2, x3) = x3
1 x2 x3 + x2

1 x
2
2 x3 + x2

1 x2 x
2
3 + x1 x

3
2 x3 + x1 x

2
2 x

2
3

+ x1 x2 x
3
3

s(2, 2, 1)(x1, x2, x3) = x2
1 x

2
2 x3 + x2

1 x2 x
2
3 + x1 x

2
2 x

2
3

. . .

5.4.2 Multiplication des polynômes de Schur

On a sλ sµ =
∑

ν c
ν
λ,µ sν de la même manière que σλ · σµ =

∑
ν c

ν
λ,µ σν ,

avec les coefficients cνλ,µ de Littlewood-Richardson [30] 105.

105. p. 11
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6 Exemples de grassmanniennes

6.1 La grassmannienne G(1, n) ; 1 < n

On pourra consulter [26] 106.

C1
n = n.

N = n− 1.
S(1, n) variété de Stiefel.
S(1, n) ⊂ Mat(1, n) ; dimS(1, n) = n.
• GL(1) = S(1, 1) ; dimGL(1) = 1.
• G(1, n) = S(1, n)/GL(1) la grassmannienne :

dimG(1, n) = n− 1 = N . G(1, n) ∼= Mat(1, n− 1).

Nombre de coordonnées de Stiefel : dimS(1, n) = n.
Nombre de coordonnées affines : dimG(1, n) = n− 1
Coordonnées de Plücker : ωi11 (1 6 i1 6 n). Il y en a n = N + 1.

La matrice [ϕω1 ] est de dimension n (n−1)
2
× n et

la matrice [ψω1 ] de dimension 1×n, telle que [ψω1 ] =
(
ω1

1 ω2
1 . . . ωn1

)
et

on [ϕω1 ] [ψω1 ]
t ≡ 0 (matrice de dimension n (n−1)

2
×1), ce qui ne donne aucune

relation de Plücker (nrp G(1, n) = 0).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(1, n) = 0.

6.1.1 La grassmannienne G(1, 2)

On peut dire que la grassmannienne G(1, 2) est autoduale.

Coordonnées de Plücker : ω1
1, ω

2
1.

Matrice [ϕω1 ] de dimension 1× 2 :

[ϕω1 ] =
(
−ω2

1 ω1
1

)
.

Symboles de Schubert Il y a 2 symboles de Schubert :
j = (j1) = (1) et j = (j1) = (2).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1) = (j1−1), |a| = a1 = j1−1, λ = (λ1) = (2−j1) et |λ| = λ1 = 2−j1.
Donc :

• si j = (1) on a a = (0), λ = (1) et |λ| = 1,

• si j = (2) on a a = (1), λ = (0) et |λ| = 0.

106. p. 8 exemple 1.3
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Cellules de Schubert Il y a 2 cellules de Schubert C(j1) ou Ω(λ1).

• si j = (1) ou λ = (1) : C(1) ou Ω(1) a pour représentant :(
1 0

)
et dim C(1) = dim Ω(1) = 0,

• si j = (2) ou λ = (0) : C(2) ou Ω(0) a pour représentant :(
∗ 1

)
et dim C(2) = dim Ω(0) = 1.∑

dim C(j1) =
∑

dim Ω(λ1) =
∑
|a| = 1 = dimG(1, 2) = 1. Donc les

cellules de Schubert sont disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =
(

1 g2
1

)
. On a : $1

1 = 1, $2
1 = g2

1.

6.1.2 La grassmannienne G(1, 3)

Coordonnées de Plücker : ω1
1, ω

2
1, ω

3
1.

Matrice [ϕω1 ] de dimension 3× 3 :

[ϕω1 ] =

 −ω2
1 ω1

1 0
−ω3

1 0 ω1
1

0 −ω3
1 ω2

1

.

Symboles de Schubert Il y a 3 symboles de Schubert :
j = (j1) = (1), j = (j1) = (2) et j = (j1) = (3).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1) = (j1 − 1), |a| = a1 = j1 − 1, λ = (λ1) = (3 − j1) et |λ| = 3 − j1.
Donc :

• si j = (1) on a a = (0), λ = (2) et |λ| = 2,

• si j = (2) on a a = (1), λ = (1) et |λ| = 1,

• si j = (3) on a a = (2), λ = (0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 3 cellules de Schubert C(j1) ou Ω(λ1).

• si j = (1) ou λ = (2) : C(1) ou Ω(2) a pour représentant :(
1 0 0

)
et dim C(1) = dim Ω(2) = 0,

• si j = (2) ou λ = (1) : C(2) ou Ω(1) a pour représentant :(
∗ 1 0

)
et dim C(2) = dim Ω(1) = 1,
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• si j = (3) ou λ = (0) : C(3) ou Ω(0) a pour représentant :(
∗ ∗ 1

)
et dim C(3) = dim Ω(0) = 2.∑

dim C(j1) =
∑

dim Ω(λ1) =
∑
|a| = 3 > dimG(1, 3) = 2. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =
(

1 g2
1 g3

1

)
. On a : $1

1 = 1, $2
1 = g2

1, $3
1 = g3

1.

6.1.3 La grassmannienne G(1, 4)

Coordonnées de Plücker : ω1
1, ω

2
1, ω

3
1, ω

4
1.

Matrice [ϕω1 ] de dimension 6× 4 :

[ϕω1 ] =


−ω2

1 ω1
1 0 0

−ω3
1 0 ω1

1 0
−ω4

1 0 0 ω1
1

0 −ω3
1 ω2

1 0
0 −ω4

1 0 ω2
1

0 0 −ω4
1 ω3

1

.

Symboles de Schubert Il y a 4 symboles de Schubert :
j = (j1) = (1), j = (j1) = (2), j = (j1) = (3) et j = (j1) = (4).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1) = (j1 − 1), |a| = a1 = j1 − 1, λ = (λ1) = (4 − j1) et |λ| = 4 − j1.
Donc :

• si j = (1) on a a = (0), λ = (3) et |λ| = 3,

• si j = (2) on a a = (1), λ = (2) et |λ| = 2,

• si j = (3) on a a = (2), λ = (1) et |λ| = 1,

• si j = (4) on a a = (3), λ = (0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 4 cellules de Schubert C(j1) ou Ω(λ1).

• si j = (1) ou λ = (3) : C(1) ou Ω(3) a pour représentant :(
1 0 0 0

)
et dim C(1) = dim Ω(3) = 0,

• si j = (2) ou λ = (2) : C(2) ou Ω(2) a pour représentant :(
∗ 1 0 0

)
et dim C(2) = dim Ω(2) = 1,
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• si j = (3) ou λ = (1) : C(3) ou Ω(1) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0

)
et dim C(3) = dim Ω(1) = 2,

• si j = (4) ou λ = (0) : C(4) ou Ω(0) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ 1

)
et dim C(4) = dim Ω(0) = 3.∑

dim C(j1) =
∑

dim Ω(λ1) =
∑
|a| = 6 > dimG(1, 4) = 3. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =
(

1 g2
1 g3

1 g4
1

)
. On a : $1

1 = 1, $2
1 = g2

1, $3
1 = g3

1, $4
1 = g4

1.

6.1.4 La grassmannienne G(1, 5)

Coordonnées de Plücker : ω1
1, ω

2
1, ω

3
1, ω

4
1, ω

5
1.

Matrice [ϕω1 ] de dimension 10× 5 :

[ϕω1 ] =



−ω2
1 ω1

1 0 0 0
−ω3

1 0 ω1
1 0 0

−ω4
1 0 0 ω1

1 0
−ω5

1 0 0 0 ω1
1

0 −ω3
1 ω2

1 0 0
0 −ω4

1 0 ω2
1 0

0 −ω5
1 0 0 ω2

1

0 0 −ω4
1 ω3

1 0
0 0 −ω5

1 0 ω3
1

0 0 0 −ω5
1 ω4

1


.

Symboles de Schubert Il y a 5 symboles de Schubert :
j = (j1) = (1), j = (j1) = (2), j = (j1) = (3), j = (j1) = (4) et j = (j1) = (5).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1) = (j1 − 1), |a| = a1 = j1 − 1, λ = (λ1) = (5 − j1) et |λ| = 5 − j1.
Donc :

• si j = (1) on a a = (0), λ = (4) et |λ| = 4,

• si j = (2) on a a = (1), λ = (3) et |λ| = 3,

• si j = (3) on a a = (2), λ = (2) et |λ| = 2,

• si j = (4) on a a = (3), λ = (1) et |λ| = 1,

• si j = (5) on a a = (4), λ = (0) et |λ| = 0.
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Cellules de Schubert Il y a 5 cellules de Schubert C(j1) ou Ω(λ1).

• si j = (1) ou λ = (4) : C(1) ou Ω(4) a pour représentant :(
1 0 0 0 0

)
et dim C(1) = dim Ω(4) = 0,

• si j = (2) ou λ = (3) : C(2) ou Ω(3) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0

)
et dim C(2) = dim Ω(3) = 1,

• si j = (3) ou λ = (2) : C(3) ou Ω(2) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0

)
et dim C(3) = dim Ω(2) = 2,

• si j = (4) ou λ = (1) : C(4) ou Ω(1) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ 1 0

)
et dim C(4) = dim Ω(1) = 3,

• si j = (5) ou λ = (0) : C(5) ou Ω(0) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ ∗ 1

)
et dim C(5) = dim Ω(0) = 4.∑

dim C(j1) =
∑

dim Ω(λ1) =
∑
|a| = 10 > dimG(1, 5) = 4. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =
(

1 g2
1 g3

1 g4
1 g5

1

)
. On a : $1

1 = 1, $2
1 = g2

1, $3
1 = g3

1, $4
1 = g4

1,
$5

1 = g5
1.

6.1.5 La grassmannienne G(1, 6)

Coordonnées de Plücker : ω1
1, ω

2
1, ω

3
1, ω

4
1, ω

5
1, ω

6
1.

Matrice [ϕω1 ] de dimension 15× 6 :
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[ϕω1 ] =



−ω2
1 ω1

1 0 0 0 0
−ω3

1 0 ω1
1 0 0 0

−ω4
1 0 0 ω1

1 0 0
−ω5

1 0 0 0 ω1
1 0

−ω6
1 0 0 0 0 ω1

1

0 −ω3
1 ω2

1 0 0 0
0 −ω4

1 0 ω2
1 0 0

0 −ω5
1 0 0 ω2

1 0
0 −ω6

1 0 0 0 ω2
1

0 0 −ω4
1 ω3

1 0 0
0 0 −ω5

1 0 ω3
1 0

0 0 −ω6
1 0 0 ω3

1

0 0 0 −ω5
1 ω4

1 0
0 0 0 −ω6

1 0 ω4
1

0 0 0 0 −ω6
1 ω5

1



.

Symboles de Schubert Il y a 6 symboles de Schubert :
j = (j1) = (1), j = (j1) = (2), j = (j1) = (3), j = (j1) = (4), j = (j1) = (5) et
j = (j1) = (6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1) = (j1 − 1), |a| = a1 = j1 − 1, λ = (λ1) = (6 − j1) et |λ| = 6 − j1.
Donc :

• si j = (1) on a a = (0), λ = (5) et |λ| = 5,

• si j = (2) on a a = (1), λ = (4) et |λ| = 4,

• si j = (3) on a a = (2), λ = (3) et |λ| = 3,

• si j = (4) on a a = (3), λ = (2) et |λ| = 2,

• si j = (5) on a a = (4), λ = (1) et |λ| = 1,

• si j = (6) on a a = (5), λ = (0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 6 cellules de Schubert C(j1) ou Ω(λ1).

• si j = (1) ou λ = (5) : C(1) ou Ω(5) a pour représentant :(
1 0 0 0 0 0

)
et dim C(1) = dim Ω(5) = 0,

• si j = (2) ou λ = (4) : C(2) ou Ω(4) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0 0

)
et dim C(2) = dim Ω(4) = 1,
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• si j = (3) ou λ = (3) : C(3) ou Ω(3) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0 0

)
et dim C(3) = dim Ω(3) = 2,

• si j = (4) ou λ = (2) : C(4) ou Ω(2) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ 1 0 0

)
et dim C(4) = dim Ω(2) = 3,

• si j = (5) ou λ = (1) : C(5) ou Ω(1) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ ∗ 1 0

)
et dim C(5) = dim Ω(1) = 4,

• si j = (6) ou λ = (0) : C(6) ou Ω(0) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1

)
et dim C(6) = dim Ω(0) = 5.∑

dim C(j1) =
∑

dim Ω(λ1) =
∑
|a| = 15 > dimG(1, 6) = 5. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =
(

1 g2
1 g3

1 g4
1 g5

1 g6
1

)
. On a : $1

1 = 1, $2
1 = g2

1, $3
1 = g3

1,
$4

1 = g4
1, $5

1 = g5
1, $6

1 = g6
1.

6.2 La grassmannienne G(2, n) ; 2 < n

On pourra consulter [39] 107. [43] 108

C2
n = n (n−1)

2
.

N = n (n−1)
2
− 1.

S(2, n) variété de Stiefel.
S(2, n) ⊂ Mat(2, n) ; dimS(2, n) = 2n.
• GL(2) = S(2, 2) ; dimGL(2) = 4.
• G(2, n) = S(2, n)/GL(2) la grassmannienne :

dimG(2, n) = 2 (n− 2) 6= N (en général). G(2, n) ∼= Mat(2, n− 2).

Nombre de coordonnées de Stifel : dimS(2, n) = 2n.
Nombre de coordonnées affines : dimG(2, n) = 2 (n− 2)

Coordonnées de Plücker : ωi1i22 (1 6 i1 < i2 6 n). Il y en a n (n−1)
2

= N+1.

Relations de Plücker

Si 1 6 i1 6 n et 1 6 j1 < j2 < j3 6 n alors :∑3
p=1 (−1)p ω

i1jp
2 ω

j1...ĵp...j3
2 = 0 (ĵp indice omis), soit :

107. pp. 90-91 Exemple 1. The Grassmannian
108. pp. 1-7
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−ωi1j12 ωj2j32 + ωi1j22 ωj1j32 − ωi1j32 ωj1j22 = 0 [42] 109.

La matrice [ϕω2 ] est de dimension n (n−1) (n−2)
6

× n et la matrice [ψω2 ] de

dimension n×n et on [ϕω2 ] [ψω2 ]
t = 0 (matrice de dimension n (n−1) (n−2)

6
×n).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpiG(2, n) = n (n−1) (n−2) (n−3)
24

[32].

6.2.1 La grassmannienne G(2, 3)

On pourra consulter [30] 110.

La grassmannienne G(2, 3) est duale de la grassmannienne G(1, 3).

Coordonnées de Plücker : ω12
2 , ω

13
2 , ω

23
2 .

Matrice [ϕω2 ] de dimension 1× 3 :

[ϕω2 ] =
(
ω23

2 −ω13
2 ω12

2

)
et :

matrice [ψω2 ] de dimension 3× 3 :

[ψω2 ] =

 ω13
2 ω23

2 0
−ω12

2 0 ω23
2

0 −ω12
2 −ω13

2

 et on a :

[ϕω2 ] [ψω2 ]
t ≡

(
0 0 0

)
, ce qui ne donne aucune relation de Plücker

(nrp G(2, 3) = 0).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(2, 3) = 0 [32].

Symboles de Schubert Il y a 3 symboles de Schubert :
j = (j1, j2) = (1, 2), j = (j1, j2) = (1, 3), j = (j1, j2) = (2, 3).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2) = (j1 − 1, j2 − 2), |a| = a1 + a2 = j1 + j2 − 3,
λ = (λ1, λ2) = (2− j1, 3− j2) et |λ| = λ1 + λ2 = 5− (j1 + j2). Donc :

• si j = (1, 2) on a a = (0, 0), λ = (1, 1) et |λ| = 2,

• si j = (1, 3) on a a = (0, 1), λ = (1, 0) et |λ| = 1,

• si j = (2, 3) on a a = (1, 1), λ = (0, 0) et |λ| = 0.

109. p. 10
110. pp. 6-7 exemple
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Cellules de Schubert Il y a 3 cellules de Schubert C(j1, j2) ou Ω(λ1, λ2).

• si j = (1, 2) ou λ = (1, 1) : C(1, 2) ou Ω(1, 1) a pour représentant :(
1 0 0
0 1 0

)
et dim C(1, 2) = dim Ω(1, 1) = 0,

• si j = (1, 3) ou λ = (1, 0) : C(1, 3) ou Ω(1, 0) a pour représentant :(
1 0 0
0 ∗ 1

)
et dim C(1, 3) = dim Ω(1, 0) = 1,

• si j = (2, 3) ou λ = (0, 0) : C(2, 3) ou Ω(0, 0) a pour représentant :(
∗ 1 0
∗ 0 1

)
et dim C(2, 3) = dim Ω(0, 0) = 2.∑

dim C(j1, j2) =
∑

dim Ω(λ1, λ2) =
∑
|a| = 3 > dimG(2, 3) = 2. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

(
1 0 g3

1

0 1 g3
2

)
. On a : $12

2 = 1, $13
2 = g3

2, $23
2 = −g3

1.

6.2.2 La grassmannienne G(2, 4)

On pourra consulter [4] 111 [7] 112 [8] 113 [26] 114 [27] 115 [30] 116 [43] 117.

On peut dire que la grassmannienne G(2, 4) est autoduale.

C’est le premier exemple non trivial de variété projective (i.e. qui n’est
pas un espace vectoriel).

Coordonnées de Plücker : ω12
2 , ω

13
2 , ω

14
2 , ω

23
2 , ω

24
2 , ω

34
2 .

Matrice [ϕω2 ] de dimension 4× 4 :

111. p. 2 exemple et p. 3 exemple
112. pp. 23-28 § 7. The intersection theory on G(2, 4)
113. p. 7 exemple 2.2, p. 9 exemple 2.8, pp. 11-12 exemple 2.8 continué
114. pp. 8-9 exemple 1.4, pp. 13-14 exemple 1.12, p. 35 exemple 1.38 et pp. 39-41 exemple
1.47
115. p. 2 Exemple 1.3, p. 3 Exemple 2.2, p. 5 Exemple 2.10, p. 7 Exemple 3.3, pp. 10-11
Exemple 4.6
116. p. 7 exemple, p. 10 exemple et p. 11 exemple
117. p. 2 exemple 5.3
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[ϕω2 ] =


ω23

2 −ω13
2 ω12

2 0
ω24

2 −ω14
2 0 ω12

2

ω34
2 0 −ω14

2 ω13
2

0 ω34
2 −ω24

2 ω23
2

 et :

matrice [ψω2 ] de dimension 4× 4 :

[ψω2 ] =


ω14

2 ω24
2 ω34

2 0
−ω13

2 −ω23
2 0 ω34

2

ω12
2 0 −ω23

2 −ω24
2

0 ω12
2 ω13

2 ω14
2

 et on a :

[ϕω2 ] [ψω2 ]
t =


(1) 0 0 0
0 (1) 0 0
0 0 (1) 0
0 0 0 (1)

, avec :

(1) = ω12
2 ω34

2 − ω13
2 ω24

2 + ω14
2 ω23

2 . Alors :

il y a donc une seule relation de Plücker : (1) = 0 (nrp G(2, 4) = 1).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(2, 4) = 1 [32].

Symboles de Schubert Il y a 6 symboles de Schubert :
j = (j1, j2) = (1, 2), j = (j1, j2) = (1, 3), j = (j1, j2) = (1, 4),

j = (j1, j2) = (2, 3), j = (j1, j2) = (2, 4) et j = (j1, j2) = (3, 4).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2) = (j1 − 1, j2 − 2), |a| = a1 + a2 = j1 + j2 − 3,
λ = (λ1, λ2) = (3− j1, 4− j2) et |λ| = λ1 + λ2 = 7− (j1 + j2). Donc :

• si j = (1, 2) on a a = (0, 0), λ = (2, 2) et |λ| = 4,

• si j = (1, 3) on a a = (0, 1), λ = (2, 1) et |λ| = 3,

• si j = (1, 4) on a a = (0, 2), λ = (2, 0) et |λ| = 2,

• si j = (2, 3) on a a = (1, 1), λ = (1, 1) et |λ| = 2,

• si j = (2, 4) on a a = (1, 2), λ = (1, 0) et |λ| = 1,

• si j = (3, 4) on a a = (2, 2), λ = (0, 0) et λ| = 0.
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Cellules de Schubert Il y a 6 cellules de Schubert C(j1, j2) ou Ω(λ1, λ2).

• si j = (1, 2) ou λ = (2, 2) : C(1, 2) ou Ω(2, 2) a pour représentant :(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
et dim C(1, 2) = dim Ω(2, 2) = 0,

• si j = (1, 3) ou λ = (2, 1) : C(1, 3) ou Ω(2, 1) a pour représentant :(
1 0 0 0
0 ∗ 1 0

)
et dim C(1, 3) = dim Ω(2, 1) = 1,

• si j = (1, 4) ou λ = (2, 0) : C(1, 4) ou Ω(2, 0) a pour :(
1 0 0 0
0 ∗ ∗ 1

)
et dim C(1, 4) = dim Ω(2, 0) = 2,

• si j = (2, 3) ou λ = (1, 1) : C(2, 3) ou Ω(1, 1) a pour représentant :(
∗ 1 0 0
∗ 0 1 0

)
et dim C(2, 3) = dim Ω(1, 1) = 2,

• si j = (2, 4) ou λ = (1, 0) : C(2, 4) ou Ω(1, 0) a pour représentant :(
∗ 1 0 0
∗ 0 ∗ 1

)
et dim C(2, 4) = dim Ω(1, 0) = 3,

• si j = (3, 4) ou λ = (0, 0) : C(3, 4) ou Ω(0, 0) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0
∗ ∗ 0 1

)
et dim C(3, 4) = dim Ω(0, 0) = 4.∑

dim C(j1, j2) =
∑

dim Ω(λ1, λ2) =
∑
|a| = 12 > dimG(2, 4) = 4. Donc

les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

(
1 0 g3

1 g4
1

0 1 g3
2 g4

2

)
. On a : $12

2 = 1, $13
2 = g3

2, $14
2 = g4

2, $23
2 = −g3

1,

$24
2 = −g4

1, $34
2 = g3

1 g
4
2 − g3

2 g
4
1.

6.2.3 La grassmannienne G(2, 5)

On pourra consulter [26] 118 [43] 119.

Coordonnées de Plücker : ω12
2 , ω

13
2 , ω

14
2 , ω

15
2 , ω

23
2 , ω

24
2 , ω

25
2 , ω

34
2 , ω

35
2 , ω

45
2 .

118. pp. 35-36 exemple 1.39
119. p. 2 exemple 5.4
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Matrice [ϕω2 ] de dimension 10× 5 :

[ϕω2 ] =



ω23
2 −ω13

2 ω12
2 0 0

ω24
2 −ω14

2 0 ω12
2 0

ω25
2 −ω15

2 0 0 ω12
2

ω34
2 0 −ω14

2 ω13
2 0

ω35
2 0 −ω15

2 0 ω13
2

ω45
2 0 0 −ω15

2 ω14
2

0 ω34
2 −ω24

2 ω23
2 0

0 ω35
2 −ω25

2 0 ω23
2

0 ω45
2 0 −ω25

2 ω24
2

0 0 ω45
2 −ω35

2 ω34
2


et :

matrice [ψω2 ] de dimension 5× 5 :

[ψω2 ] =


ω15

2 ω25
2 ω35

2 ω45
2 0

−ω14
2 −ω24

2 −ω34
2 0 ω45

2

ω13
2 ω23

2 0 −ω34
2 −ω35

2

−ω12
2 0 ω23

2 ω24
2 ω25

2

0 −ω12
2 −ω13

2 −ω14
2 −ω15

2

 et on a :

[ϕω2 ] [ψω2 ]
t =



(2) −(1) 0 0 0
(3) 0 −(1) 0 0
0 (3) −(2) 0 0

(4) 0 0 −(1) 0
0 (4) 0 −(2) 0
0 0 (4) −(3) 0

(5) 0 0 0 −(1)
0 (5) 0 0 −(2)
0 0 (5) 0 −(3)
0 0 0 (5) −(4)


, avec :

(1) = ω12
2 ω34

2 − ω13
2 ω24

2 + ω14
2 ω23

2 ,
(2) = ω12

2 ω35
2 − ω13

2 ω25
2 + ω15

2 ω23
2 ,

(3) = ω12
2 ω45

2 − ω14
2 ω25

2 + ω15
2 ω24

2 ,
(4) = ω13

2 ω45
2 − ω14

2 ω35
2 + ω15

2 ω34
2 ,

(5) = ω23
2 ω45

2 − ω24
2 ω35

2 + ω25
2 ω34

2 . Alors :

il y a donc 5 relations de Plücker : (1) = 0, (2) = 0, (3) = 0, (4) = 0,
(5) = 0 (nrp G(2, 5) = 5) et elles sont indépendantes.

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(2, 5) = 5 [32].
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Symboles de Schubert Il y a 10 symboles de Schubert :
j = (j1, j2) = (1, 2), j = (j1, j2) = (1, 3), j = (j1, j2) = (1, 4),
j = (j1, j2) = (1, 5), j = (j1, j2) = (2, 3), j = (j1, j2) = (2, 4),
j = (j1, j2) = (2, 5), j = (j1, j2) = (3, 4), j = (j1, j2) = (3, 5)
et j = (j1, j2) = (4, 5).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2) = (j1 − 1, j2 − 2), |a| = a1 + a2 = j1 + j2 − 3,
λ = (λ1, λ2) = (4− j1, 5− j2) et |λ| = λ1 + λ2 = 9− (j1 + j2). Donc :

• si j = (1, 2) on a a = (0, 0), λ = (3, 3) et |λ| = 6,

• si j = (1, 3) on a a = (0, 1), λ = (3, 2) et |λ| = 5,

• si j = (1, 4) on a a = (0, 2), λ = (3, 1) et |λ| = 4,

• si j = (1, 5) on a a = (0, 3), λ = (3, 0) et |λ| = 3,

• si j = (2, 3) on a a = (1, 1), λ = (2, 2) et |λ| = 4,

• si j = (2, 4) on a a = (1, 2), λ = (2, 1) et |λ| = 3,

• si j = (2, 5) on a a = (1, 3), λ = (2, 0) et |λ| = 2,

• si j = (3, 4) on a a = (2, 2), λ = (1, 1) et |λ| = 2.

• si j = (3, 5) on a a = (2, 3), λ = (1, 0) et |λ| = 1,

• si j = (4, 5) on a a = (3, 3), λ = (0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 10 cellules de Schubert C(j1, j2) ou Ω(λ1, λ2).

• si j = (1, 2) ou λ = (3, 3) : C(1, 2) ou Ω(3, 3) a pour représentant :(
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

)
et dim C(1, 2) = dim Ω(3, 3) = 0,

• si j = (1, 3) ou λ = (3, 2) : C(1, 3) ou Ω(3, 2) a pour représentant :(
1 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0

)
et dim C(1, 3) = dim Ω(3, 2) = 1,

• si j = (1, 4) ou λ = (3, 1) : C(1, 4) ou Ω(3, 1) a pour représentant :(
1 0 0 0 0
0 ∗ ∗ 1 0

)
et dim C(1, 4) = dim Ω(3, 1) = 2,
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• si j = (1, 5) ou λ = (3, 0) : C(1, 5) ou Ω(3, 0) a pour représentant :(
1 0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗ 1

)
et dim C(1, 5) = dim Ω(3, 0) = 3,

• si j = (2, 3) ou λ = (2, 2) : C(2, 3) ou Ω(2, 2) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0
∗ 0 1 0 0

)
et dim C(2, 3) = dim Ω(2, 2) = 2,

• si j = (2, 4) ou λ = (2, 1) : C(2, 4) ou Ω(2, 1) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0
∗ 0 ∗ 1 0

)
et dim C(2, 4) = dim Ω(2, 1) = 3,

• si j = (2, 5) ou λ = (2, 0) : C(2, 5) ou Ω(2, 0) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0
∗ 0 ∗ ∗ 1

)
et dim C(2, 5) = dim Ω(2, 0) = 4,

• si j = (3, 4) ou λ = (1, 1) : C(3, 4) ou Ω(1, 1) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0
∗ ∗ 0 1 0

)
et dim C(3, 4) = dim Ω(1, 1) = 4,

• si j = (3, 5) ou λ = (1, 0) : C(3, 5) ou Ω(1, 0) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0
∗ ∗ 0 ∗ 1

)
et dim C(3, 5) = dim Ω(1, 0) = 5,

• si j = (4, 5) ou λ = (0, 0) : C(4, 5) ou Ω(0, 0) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ 1 0
∗ ∗ ∗ 0 1

)
et dim C(4, 5) = dim Ω(0, 0) = 6.∑

dim C(j1, j2) =
∑

dim Ω(λ1, λ2) =
∑
|a| = 30 > dimG(2, 5) = 6. Donc

les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

(
1 0 g3

1 g4
1 g5

1

0 1 g3
2 g4

2 g5
2

)
. On a : $12

2 = 1, $13
2 = g3

2, $14
2 = g4

2,

$15
2 = g5

2, $23
2 = −g3

1, $24
2 = −g4

1, $25
2 = −g5

1, $34
2 = g3

1 g
4
2 − g3

2 g
4
1,

$35
2 = g3

1 g
5
2 − g3

2 g
5
1, $45

2 = g4
1 g

5
2 − g4

2 g
5
1.

6.2.4 La grassmannienne G(2, 6)

Coordonnées de Plücker : ω12
2 , ω

13
2 , ω

14
2 , ω

15
2 , ω

16
2 , ω

23
2 , ω

24
2 , ω

25
2 , ω

26
2 , ω

34
2 , ω

35
2 , ω

36
2 ,

ω45
2 , ω

46
2 , ω

56
2 .

40



Matrice [ϕω2 ] de dimension 20× 6 :

[ϕω2 ] =



ω23
2 −ω13

2 ω12
2 0 0 0

ω24
2 −ω14

2 0 ω12
2 0 0

ω25
2 −ω15

2 0 0 ω12
2 0

ω26
2 −ω16

2 0 0 0 ω12
2

ω34
2 0 −ω14

2 ω13
2 0 0

ω35
2 0 −ω15

2 0 ω13
2 0

ω36
2 0 −ω16

2 0 0 ω13
2

ω45
2 0 0 −ω15

2 ω14
2 0

ω46
2 0 0 −ω16

2 0 ω14
2

ω56
2 0 0 0 −ω16

2 ω15
2

0 ω34
2 −ω24

2 ω23
2 0 0

0 ω35
2 −ω25

2 0 ω23
2 0

0 ω36
2 −ω26

2 0 0 ω23
2

0 ω45
2 0 −ω25

2 ω24
2 0

0 ω46
2 0 −ω26

2 0 ω24
2

0 ω56
2 0 0 −ω26

2 ω25
2

0 0 ω45
2 −ω35

2 ω34
2 0

0 0 ω46
2 −ω36

2 0 ω34
2

0 0 ω56
2 0 −ω36

2 ω35
2

0 0 0 ω56
2 −ω46

2 ω45
2



et :

matrice [ψω2 ] de dimension 6× 6 :

[ψω2 ] =


ω16

2 ω26
2 ω36

2 ω46
2 ω56

2 0
−ω15

2 −ω25
2 −ω35

2 −ω45
2 0 ω56

2

ω14
2 ω24

2 ω34
2 0 −ω45

2 −ω46
2

−ω13
2 −ω23

2 0 ω34
2 ω35

2 ω36
2

ω12
2 0 −ω23

2 −ω24
2 −ω25

2 −ω26
2

0 ω12
2 ω13

2 ω14
2 ω15

2 ω16
2

 et on a :
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[ϕω2 ] [ψω2 ]
t =



(3) −(2) (1) 0 0 0
(5) −(4) 0 (1) 0 0
(6) 0 −(4) (2) 0 0
0 (6) −(5) (3) 0 0

(8) −(7) 0 0 (1) 0
(9) 0 −(7) 0 (2) 0
0 (9) −(8) 0 (3) 0

(10) 0 0 −(7) (4) 0
0 (10) 0 −(8) (5) 0
0 0 (10) −(9) (6) 0

(12) −(11) 0 0 0 (1)
(13) 0 −(11) 0 0 (2)

0 (13) −(12) 0 0 (3)
(14) 0 0 −(11) 0 (4)

0 (14) 0 −(12) 0 (5)
0 0 (14) −(13) 0 (6)

(15) 0 0 0 −(11) (7)
0 (15) 0 0 −(12) (8)
0 0 (15) 0 −(13) (9)
0 0 0 (15) −(14) (10)



, avec :

(1) = ω12
2 ω34

2 − ω13
2 ω24

2 + ω14
2 ω23

2 ,
(2) = ω12

2 ω35
2 − ω13

2 ω25
2 + ω15

2 ω23
2 ,

(3) = ω12
2 ω36

2 − ω13
2 ω26

2 + ω16
2 ω23

2 ,
(4) = ω12

2 ω45
2 − ω14

2 ω25
2 + ω15

2 ω24
2 ,

(5) = ω12
2 ω46

2 − ω14
2 ω26

2 + ω16
2 ω24

2 ,
(6) = ω12

2 ω56
2 − ω15

2 ω26
2 + ω16

2 ω25
2 ,

(7) = ω13
2 ω45

2 − ω14
2 ω35

2 + ω15
2 ω34

2 ,
(8) = ω13

2 ω46
2 − ω14

2 ω36
2 + ω16

2 ω34
2 ,

(9) = ω13
2 ω56

2 − ω15
2 ω36

2 + ω16
2 ω35

2 ,
(10) = ω14

2 ω56
2 − ω15

2 ω46
2 + ω16

2 ω45
2 ,

(11) = ω23
2 ω45

2 − ω24
2 ω35

2 + ω25
2 ω34

2 ,
(12) = ω23

2 ω46
2 − ω24

2 ω36
2 + ω26

2 ω34
2 = 0,

(13) = ω23
2 ω56

2 − ω25
2 ω36

2 + ω26
2 ω35

2 ,
(14) = ω24

2 ω56
2 − ω25

2 ω46
2 + ω26

2 ω45
2 ,

(15) = ω34
2 ω56

2 − ω35
2 ω46

2 + ω36
2 ω45

2 , alors :

il y a donc 15 relations de Plücker : (1) = 0, (2) = 0, . . . , (15) = 0
(nrp G(2, 6) = 15) et elles sont indépendantes.

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(2, 6) = 15 [32].
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Symboles de Schubert Il y a 15 symboles de Schubert :
j = (j1, j2) = (1, 2), j = (j1, j2) = (1, 3), j = (j1, j2) = (1, 4),
j = (j1, j2) = (1, 5), j = (j1, j2) = (1, 6), j = (j1, j2) = (2, 3),
j = (j1, j2) = (2, 4), j = (j1, j2) = (2, 5), j = (j1, j2) = (2, 6),
j = (j1, j2) = (3, 4), j = (j1, j2) = (3, 5), j = (j1, j2) = (3, 6),
j = (j1, j2) = (4, 5), j = (j1, j2) = (4, 6) et j = (j1, j2) = (5, 6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2) = (j1 − 1, j2 − 2), |a| = a1 + a2 = j1 + j2 − 3,

λ = (λ1, λ2) = (5− j1, 6− j2) et |λ| = λ1 + λ2 = 11− (j1 + j2). Donc :

• si j = (1, 2) on a a = (0, 0), λ = (4, 4) et |λ| = 8,

• si j = (1, 3) on a a = (0, 1), λ = (4, 3) et |λ| = 7,

• si j = (1, 4) on a a = (0, 2), λ = (4, 2) et |λ| = 6,

• si j = (1, 5) on a a = (0, 3), λ = (4, 1) et |λ| = 5,

• si j = (1, 6) on a a = (0, 4), λ = (4, 0) et |λ| = 4,

• si j = (2, 3) on a a = (1, 1), λ = (3, 3) et |λ| = 6,

• si j = (2, 4) on a a = (1, 2), λ = (3, 2) et |λ| = 5,

• si j = (2, 5) on a a = (1, 3), λ = (3, 1) et |λ| = 4,

• si j = (2, 6) on a a = (1, 4), λ = (3, 0) et |λ| = 3,

• si j = (3, 4) on a a = (2, 2), λ = (2, 2) et |λ| = 4,

• si j = (3, 5) on a a = (2, 3), λ = (2, 1) et |λ| = 3,

• si j = (3, 6) on a a = (2, 4), λ = (2, 0) et |λ| = 2,

• si j = (4, 5) on a a = (3, 3), λ = (1, 1) et |λ| = 2,

• si j = (4, 6) on a a = (3, 4), λ = (1, 0) et |λ| = 1,

• si j = (5, 6) on a a = (4, 4), λ = (0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 15 cellules de Schubert C(j1, j2) ou Ω(λ1, λ2).

• si j = (1, 2) ou λ = (4, 4) : C(1, 2) ou Ω(4, 4) a pour représentant :(
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

)
et dim C(1, 2) = dim Ω(4, 4) = 0,
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• si j = (1, 3) ou λ = (4, 3) : C(1, 3) ou Ω(4, 3) a pour représentant :(
1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0

)
et dim C(1, 3) = dim Ω(4, 3) = 1,

• si j = (1, 4) ou λ = (4, 2) : C(1, 4) ou Ω(4, 2) a pour représentant :(
1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ 1 0 0

)
et dim C(1, 4) = dim Ω(4, 2) = 2,

• si j = (1, 5) ou λ = (4, 1) : C(1, 5) ou Ω(4, 1) a pour représentant :(
1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗ 1 0

)
et dim C(1, 5) = dim Ω(4, 1) = 3,

• si j = (1, 6) ou λ = (4, 0) : C(1, 6) ou Ω(4, 0) a pour représentant :(
1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗ ∗ 1

)
et dim C(1, 6) = dim Ω(4, 0) = 4,

• si j = (2, 3) ou λ = (3, 3) : C(2, 3) ou Ω(3, 3) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0

)
et dim C(2, 3) = dim Ω(3, 3) = 2,

• si j = (2, 4) ou λ = (3, 2) : C(2, 4) ou Ω(3, 2) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ 1 0 0

)
et dim C(2, 4) = dim Ω(3, 2) = 3,

• si j = (2, 5) ou λ = (3, 1) : C(2, 5) ou Ω(3, 1) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ ∗ 1 0

)
et dim C(2, 5) = dim Ω(3, 1) = 4,

• si j = (2, 6) ou λ = (3, 0) : C(2, 6) ou Ω(3, 0) a pour représentant :(
∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ ∗ ∗ 1

)
et dim C(2, 6) = dim Ω(3, 0) = 5,

• si j = (3, 4) ou λ = (2, 2) : C(3, 4) ou Ω(2, 2) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 1 0 0

)
et dim C(3, 4) = dim Ω(2, 2) = 4,

• si j = (3, 5) ou λ = (2, 1) : C(3, 5) ou Ω(2, 1) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 ∗ 1 0

)
et dim C(3, 5) = dim Ω(2, 1) = 5,
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• si j = (3, 6) ou λ = (2, 0) : C(3, 6) ou Ω(2, 0) a pour représentant :(
∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 ∗ ∗ 1

)
et dim C(3, 6) = dim Ω(2, 0) = 6,

• si j = (4, 5) ou λ = (1, 1) : C(4, 5) ou Ω(1, 1) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ 1 0 0
∗ ∗ ∗ 0 1 0

)
et dim C(4, 5) = dim Ω(1, 1) = 6,

• si j = (4, 6) ou λ = (1, 0) : C(4, 6) ou Ω(1, 0) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ 1 0 0
∗ ∗ ∗ 0 ∗ 1

)
et dim C(4, 6) = dim Ω(1, 0) = 7,

• si j = (5, 6) ou λ = (0, 0) : C(5, 6) ou Ω(0, 0) a pour représentant :(
∗ ∗ ∗ ∗ 1 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 1

)
et dim C(5, 6) = dim Ω(0, 0) = 8.∑

dim C(j1, j2) =
∑

dim Ω(λ1, λ2) =
∑
|a| = 60 > dimG(2, 6) = 8. Donc

les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

(
1 0 g3

1 g4
1 g5

1 g6
1

0 1 g3
2 g4

2 g5
2 g6

2

)
. On a : $12

2 = 1, $13
2 = g3

2, $14
2 = g4

2,

$15
2 = g5

2, $16
2 = g6

2, $23
2 = −g3

1, $24
2 = −g4

1, $25
2 = −g5

1, $26
2 = −g6

1,
$34

2 = g3
1 g

4
2 − g3

2 g
4
1, $35

2 = g3
1 g

5
2 − g3

2 g
5
1, $36

2 = g3
1 g

6
2 − g3

2 g
6
1,

$45
2 = g4

1 g
5
2 − g4

2 g
5
1, $46

2 = g4
1 g

6
2 − g4

2 g
6
1, $56

2 = g5
1 g

6
2 − g5

2 g
6
1.

6.3 La grassmannienne G(3, n) ; 3 < n

C3
n = n (n−1) (n−2)

6
.

N = n (n−1) (n−2)
6

− 1.
S(3, n) variété de Stiefel.
S(3, n) ⊂ Mat(3, n) ; dimS(3, n) = 3n.
• GL(3) = S(3, 3) ; dimGL(3) = 9.
• G(3, n) = S(3, n)/GL(3) la grassmannienne :

dimG(3, n) = 3 (n− 3) 6= N (en général). G(3, n) ∼= Mat(3, n− 3).

Nombre de coordonnées de Stifel : dimS(3, n) = 3n.
Nombre de coordonnées affines : dimG(3, n) = 3 (n− 3)
Coordonnées de Plücker : ωi1i2i33 (1 6 i1 < i2 < i3 6 n). Il y en a

n (n−1) (n−2)
6

= N + 1.
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Relations de Plücker

Si 1 6 i1 < i2 6 n et 1 6 j1 < j2 < j3 < j4 6 n alors :∑4
k=1 (−1)k ωi1i2jk3 ωj1...ĵk...j43 = 0, soit :

−ωi1i2j13 ωj2j3j43 + ωi1i2j23 ωj1j3j43 − ωi1i2j33 ωj1j2j43 + ωi1i2j43 ωj1j2j33 = 0

La matrice [ϕω3 ] est de dimension n (n−1) (n−2) (n−3)
24

× n et la matrice

[ψω3 ] de dimension n (n−1)
2
× n et on [ϕω3 ] [ψω3 ]

t = 0 (matrice de dimension
n (n−1) (n−2) (n−3)

24
× n (n−1)

2
).

Nombre de relations de Plücker indépendantes :
nrpi G(3, n) = (n+1)n (n−1) (n−2) (n−3) (n−4)

144
[32].

6.3.1 La grassmannienne G(3, 4)

La grassmannienne G(3, 4) est duale de la grassmannienne G(1, 4).

Coordonnées de Plücker : ω123
3 , ω124

3 , ω134
3 , ω234

3 .

Matrice [ϕω3 ] de dimension 1× 4 :

[ϕω3 ] =
(
−ω234

3 ω134
3 −ω124

3 ω123
3

)
et :

matrice [ϕω3 ] de dimension 6× 4 :

[ψω3 ] =


−ω134

3 −ω234
3 0 0

ω124
3 0 −ω234

3 0
−ω123

3 0 0 −ω234
3

0 ω124
3 ω134

3 0
0 −ω123

3 0 ω134
3

0 0 −ω123
3 −ω124

3

 et on a :

[ϕω3 ] [ψω3 ]
t ≡

(
0 0 0 0 0 0

)
, ce qui ne donne aucune relation de

Plücker (nrp G(3, 4) = 0).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(3, 4) = 0.

Symboles de Schubert Il y a 4 symboles de Schubert :
j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 3), j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 4),
j = (j1, j2, j3) = (1, 3, 4) et j = (j1, j2, j3) = (2, 3, 4).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2, a3) = (j1− 1, j2− 2, j3− 3), |a| = a1 +a2 +a3 = j1 + j2 + j3− 6,
λ = (λ1, λ2, λ3) = (2−j1, 3−j2, 4−j3) et |λ| = λ1+λ2+λ3 = 9−j1−j2−j3.
Donc :
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• si j = (1, 2, 3) on a a = (0, 0, 0), λ = (1, 1, 1) et |λ| = 3,

• si j = (1, 2, 4) on a a = (0, 0, 1), λ = (1, 1, 0) et |λ| = 2,

• si j = (1, 3, 4) on a a = (0, 1, 1), λ = (1, 0, 0) et |λ| = 1,

• si j = (2, 3, 4) on a a = (1, 1, 1), λ = (0, 0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 4 cellules de Schubert C(j1, j2, j3) ou Ω(λ1, λ2, λ3).

• si j = (1, 2, 3) ou λ = (1, 1, 1) : C(1, 2, 3) ou Ω(1, 1, 1) a pour représentant : 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 et dim C(1, 2, 3) = dim Ω(1, 1, 1) = 0,

• si j = (1, 2, 4) ou λ = (1, 1, 0) : C(1, 2, 4) ou Ω(1, 1, 0) a pour représentant : 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ∗ 1

 et dim C(1, 2, 4) = dim Ω(1, 1, 0) = 1,

• si j = (1, 3, 4) ou λ = (1, 0, 0) : C(1, 3, 4) ou Ω(1, 0, 0) a pour représentant : 1 0 0 0
0 ∗ 1 0
0 ∗ 0 1

 et dim C(1, 3, 4) = dim Ω(1, 0, 0) = 2,

• si j = (2, 3, 4) ou λ = (0) : C(2, 3, 4) ou Ω(0, 0, 0) a pour représentant : ∗ 1 0 0
∗ 0 1 0
∗ 0 0 1

 et dim C(2, 3, 4) = dim Ω(0, 0, 0) = 3.

∑
dim C(j1, j2, j3) =

∑
dim Ω(λ1, λ2, λ3) =

∑
|a| = 6 > dimG(3, 4) = 3.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

 1 0 0 g4
1

0 1 0 g4
2

0 0 1 g4
3

. On a : $123
3 = 1, $124

3 = g4
3, $134

3 = −g4
2,

$234
3 = g4

1.

6.3.2 La grassmannienne G(3, 5)

La grassmannienne G(3, 5) est duale de la grassmannienne G(2, 5).
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Coordonnées de Plücker : ω123
3 , ω124

3 , ω125
3 , ω134

3 , ω135
3 , ω145

3 , ω234
3 , ω235

3 , ω245
3 , ω345

3 .

Matrice [ϕω3 ] de dimension 5× 5 :

[ϕω3 ] =


−ω234

3 ω134
3 −ω124

3 ω123
3 0

−ω235
3 ω135

3 −ω125
3 0 ω123

3

−ω245
3 ω145

3 0 −ω125
3 ω124

3

−ω345
3 0 ω145

3 −ω135
3 ω134

3

0 −ω345
3 ω245

3 −ω235
3 ω234

3

 et :

matrice [ψω3 ] de dimension 10× 5 :

[ψω3 ] =



ω145
3 ω245

3 ω345
3 0 0

−ω135
3 −ω235

3 0 ω345
3 0

ω134
3 ω234

3 0 0 ω345
3

ω125
3 0 −ω235

3 −ω245
3 0

−ω124
3 0 ω234

3 0 −ω245
3

ω123
3 0 0 ω234

3 ω235
3

0 ω125
3 ω135

3 ω145
3 0

0 −ω124
3 −ω134

3 0 ω145
3

0 ω123
3 0 −ω134

3 −ω135
3

0 0 ω123
3 ω124

3 ω125
3


et on a :

[ϕω3 ] [ψω3 ]
t =


(2) (3) 0 (4) 0 0 (5) 0 0 0
−(1) 0 (3) 0 (4) 0 0 (5) 0 0

0 −(1) −(2) 0 0 (4) 0 0 (5) 0
0 0 0 −(1) −(2) −(3) 0 0 0 (5)
0 0 0 0 0 0 −(1) −(2) −(3) −(4)

,

avec :

(1) = ω125
3 ω345

3 − ω135
3 ω245

3 + ω145
3 ω235

3 = 0,
(2) = −ω124

3 ω345
3 + ω134

3 ω245
3 − ω145

3 ω234
3 = 0,

(3) = ω123
3 ω345

3 − ω134
3 ω235

3 + ω135
3 ω234

3 = 0,
(4) = −ω123

3 ω245
3 + ω124

3 ω235
3 − ω125

3 ω234
3 = 0,

(5) = ω123
3 ω145

3 − ω124
3 ω135

3 + ω125
3 ω134

3 = 0. Alors :

il y a donc 5 relations de Plücker : (1) = 0, (2) = 0, (3) = 0, (4) = 0,
(5) = 0 (nrp G(2, 5) = 5) et elles sont indépendantes.

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(3, 5) = 5 [32].

Symboles de Schubert Il y a 10 symboles de Schubert :
j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 3), j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 4),
j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 5), j = (j1, j2, j3) = (1, 3, 4),
j = (j1, j2, j3) = (1, 3, 5), j = (j1, j2, j3) = (1, 4, 5),
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j = (j1, j2, j3) = (2, 3, 4), j = (j1, j2, j3) = (2, 3, 5),
j = (j1, j2, j3) = (2, 4, 5) et j = (j1, j2, j3) = (3, 4, 5).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2, a3) = (j1− 1, j2− 2, j3− 3), |a| = a1 +a2 +a3 = j1 + j2 + j3− 6,
λ = (λ1, λ2, λ3) = (3−j1, 4−j2, 5−j3) et |λ| = λ1+λ2+λ3 = 12−j1−j2−j3.
Donc :

• si j = (1, 2, 3) on a a = (0, 0, 0), λ = (2, 2, 2) et |λ| = 6,

• si j = (1, 2, 4) on a a = (0, 0, 1), λ = (2, 2, 1) et |λ| = 5,

• si j = (1, 2, 5) on a a = (0, 0, 2), λ = (2, 2, 0) et |λ| = 4,

• si j = (1, 3, 4) on a a = (0, 1, 1), λ = (2, 1, 1) et |λ| = 4,

• si j = (1, 3, 5) on a a = (0, 1, 2), λ = (2, 1, 0) et |λ| = 3,

• si j = (1, 4, 5) on a a = (0, 2, 2), λ = (2, 0, 0) et |λ| = 2,

• si j = (2, 3, 4) on a a = (1, 1, 1), λ = (1, 1, 1) et |λ| = 3,

• si j = (2, 3, 5) on a a = (1, 1, 2), λ = (1, 1, 0) et |λ| = 2,

• si j = (2, 4, 5) on a a = (1, 2, 2), λ = (1, 0, 0) et |λ| = 1,

• si j = (3, 4, 5) on a a = (2, 2, 2), λ = (0, 0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 10 cellules de Schubert C(j1, j2, j3) ou Ω(λ1, λ2, λ3).

• si j = (1, 2, 3) ou λ = (2, 2, 2) : C(1, 2, 3) ou Ω(2, 2, 2) a pour représentant : 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

 et dim C(1, 2, 3) = dim Ω(2, 2, 2) = 0,

• si j = (1, 2, 4) ou λ = (2, 2, 1) : C(1, 2, 4) ou Ω(2, 2, 1) a pour représentant : 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 ∗ 1 0

 et dim C(1, 2, 4) = dim Ω(2, 2, 1) = 1,
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• si j = (1, 2, 5) ou λ = (2, 2, 0) : C(1, 2, 5) ou Ω(2, 2, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 ∗ ∗ 1

 et dim C(1, 2, 5) = dim Ω(2, 2, 0) = 2,

• si j = (1, 3, 4) ou λ = (2, 1, 1) : C(1, 3, 4) ou Ω(2, 1, 1) a pour représentant : 1 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0
0 ∗ 0 1 0

 et dim C(1, 3, 4) = dim Ω(2, 1, 1) = 2,

• si j = (1, 3, 5) ou λ = (2, 1, 0) : C(1, 3, 5) ou Ω(2, 1, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0
0 ∗ 0 ∗ 1

 et dim C(1, 3, 5) = dim Ω(2, 1, 0) = 3,

• si j = (1, 4, 5) ou λ = (2, 0, 0) : C(1, 4, 5) ou Ω(2, 0, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0
0 ∗ ∗ 1 0
0 ∗ ∗ 0 1

 et dim C(1, 4, 5) = dim Ω(2, 0, 0) = 4,

• si j = (2, 3, 4) ou λ = (1, 1, 1) : C(2, 3, 4) ou Ω(1, 1, 1) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0
∗ 0 1 0 0
∗ 0 0 1 0

 et dim C(2, 3, 4) = dim Ω(1, 1, 1) = 3,

• si j = (2, 3, 5) ou λ = (1, 1, 0) : C(2, 3, 5) ou Ω(1, 1, 0) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0
∗ 0 1 0 0
∗ 0 0 ∗ 1

 et dim C(2, 3, 5) = dim Ω(1, 1, 0) = 4,

• si j = (2, 4, 5) ou λ = (1, 0, 0) : C(2, 4, 5) ou Ω(1, 0, 0) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0
∗ 0 ∗ 1 0
∗ 0 0 ∗ 1

 et dim C(2, 4, 5) = dim Ω(1, 0, 0) = 5,

• si j = (3, 4, 5) ou λ = (0, 0, 0) : C(3, 4, 5) ou Ω(0, 0, 0) a pour représentant : ∗ ∗ 1 0 0
∗ ∗ 0 1 0
∗ ∗ 0 0 1

 et dim C(3, 4, 5) = dim Ω(0, 0, 0) = 6.
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∑
dim C(j1, j2, j3) =

∑
dim Ω(λ1, λ2, λ3) =

∑
|a| = 30 > dimG(3, 5) = 6.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

 1 0 0 g4
1 g5

1

0 1 0 g4
2 g5

2

0 0 1 g4
3 g5

3

. On a : $123
3 = 1, $124

3 = g4
3, $125

3 = g5
3,

$134
3 = −g4

2, $135
3 = −g5

2, $145
3 = g4

2 g
5
3 − g4

3 g
5
2, $234

3 = g4
1, $235

3 = g5
1,

$245
3 = −g4

1 g
5
3 + g4

3 g
5
1, $345

3 = g4
1 g

5
2 − g4

2 g
5
1.

6.3.3 La grassmannienne G(3, 6)

On pourra consulter [7] 120 [26] 121 [33] [43] 122.

On peut dire que la grassmannienne G(3, 6) est autoduale.

Coordonnées de Plücker : ω123
3 , ω124

3 , ω125
3 , ω126

3 , ω134
3 , ω135

3 , ω136
3 , ω145

3 , ω146
3 , ω156

3 ,
ω234

3 , ω235
3 , ω236

3 , ω245
3 , ω246

3 , ω256
3 , ω345

3 , ω346
3 , ω356

3 , ω456
3 .

Matrice [ϕω3 ] de dimension 15× 6 :

[ϕω3 ] =



−ω234
3 ω134

3 −ω124
3 ω123

3 0 0
−ω235

3 ω135
3 −ω125

3 0 ω123
3 0

−ω236
3 ω136

3 −ω126
3 0 0 ω123

3

−ω245
3 ω145

3 0 −ω125
3 ω124

3 0
−ω246

3 ω146
3 0 −ω126

3 0 ω124
3

−ω256
3 ω156

3 0 0 −ω126
3 ω125

3

−ω345
3 0 ω145

3 −ω135
3 ω134

3 0
−ω346

3 0 ω146
3 −ω136

3 0 ω134
3

−ω356
3 0 ω156

3 0 −ω136
3 ω135

3

−ω456
3 0 0 ω156

3 −ω146
3 ω145

3

0 −ω345
3 ω245

3 −ω235
3 ω234

3 0
0 −ω346

3 ω246
3 −ω236

3 0 ω234
3

0 −ω356
3 ω256

3 0 −ω236
3 ω235

3

0 −ω456
3 0 ω256

3 −ω246
3 ω245

3

0 0 −ω456
3 ω356

3 −ω346
3 ω345

3



et :

matrice [ψω3 ] de dimension 15× 6 :

120. pp. 2-4
121. p. 36 exemple 1.40
122. pp. 7-9
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[ψω3 ] =



−ω156
3 −ω256

3 −ω236
3 −ω436

3 0 0
ω146

3 ω246
3 ω346

3 0 −ω456
3 0

−ω145
3 −ω245

3 −ω345
3 0 0 −ω456

3

−ω136
3 −ω236

3 0 ω346
3 ω356

3 0
ω135

3 ω235
3 0 −ω345

3 0 ω356
3

−ω134
3 −ω234

3 0 0 −ω345
3 −ω346

3

ω126
3 0 −ω236

3 −ω246
3 −ω256

3 0
−ω125

3 0 ω235
3 ω245

3 0 −ω256
3

ω124
3 0 −ω234

3 0 ω245
3 ω246

3

−ω123
3 0 0 −ω234

3 −ω235
3 −ω236

3

0 ω126
3 ω136

3 ω146
3 ω156

3 0
0 −ω125

3 −ω135
3 −ω145

3 0 ω156
3

0 ω124
3 ω134

3 0 −ω145
3 −ω146

3

0 −ω123
3 0 ω134

3 ω135
3 ω136

3

0 0 −ω123
3 −ω124

3 −ω125
3 −ω126

3



et on a :

[ϕω3 ] [ψω3 ]
t=

−(15) −(28) (27) (23) −(22) 0 −(20) (19) 0 0 (17) −(16) 0 0 0
(31) (14) (30) (24) 0 −(22) −(21) 0 (19) 0 (18) 0 −(16) 0 0
(34) −(35) −(13) 0 (24) −(23) 0 −(21) (20) 0 0 (18) −(17) 0 0
(32) −(29) 0 −(12) (30) −(27) −(26) 0 0 (19) (25) 0 0 −(16) 0
(33) 0 −(29) −(35) (11) −(28) 0 (26) 0 (20) 0 (25) 0 −(17) 0

0 (33) −(32) −(34) (31) −(10) 0 0 −(26) (21) 0 0 (25) −(18) 0
(39) −(37) 0 (36) 0 0 (9) (30) −(27) (22) (38) 0 0 0 −(16)
(40) 0 −(37) 0 (36) 0 −(35) −(8) −(28) (23) 0 (38) 0 0 −(17)

0 (40) −(39) 0 0 (36) −(34) (31) (7) (24) 0 0 (38) 0 −(18)
0 0 0 (40) −(39) (37) −(33) (32) −(29) −(6) 0 0 0 (38) −(25)

(44) −(42) 0 (41) 0 0 −(43) 0 0 0 −(5) (30) −(27) (22) −(19)
(45) 0 −(42) 0 (41) 0 0 −(43) 0 0 −(35) (4) −(28) (23) −(20)

0 (45) −(44) 0 0 (41) 0 0 −(43) 0 −(34) (31) −(3) (24) −(21)
0 0 0 (45) −(44) (42) 0 0 0 −(43) −(33) (32) −(29) (2) −(26)
0 0 0 0 0 0 (45) −(44) (42) −(41) −(40) (39) −(37) (36) −(1)


, avec :

(1) = −ω123
3 ω456

3 + ω124
3 ω356

3 − ω125
3 ω346

3 + ω126
3 ω345

3 ,
(2) = ω123

3 ω456
3 + ω134

3 ω256
3 − ω135

3 ω246
3 + ω136

3 ω245
3 ,

(3) = ω124
3 ω356

3 − ω134
3 ω256

3 − ω145
3 ω236

3 + ω146
3 ω235

3 ,
(4) = ω125

3 ω346
3 − ω135

3 ω246
3 + ω145

3 ω236
3 + ω156

3 ω234
3 ,

(5) = ω126
3 ω345

3 − ω136
3 ω245

3 + ω146
3 ω235

3 − ω156
3 ω234

3 ,
(6) = −ω123

3 ω456
3 + ω234

3 ω156
3 − ω235

3 ω146
3 + ω236

3 ω145
3 ,

(7) = −ω124
3 ω356

3 − ω234
3 ω156

3 − ω245
3 ω136

3 + ω246
3 ω135

3 ,
(8) = −ω125

3 ω346
3 − ω235

3 ω146
3 + ω245

3 ω136
3 + ω256

3 ω134
3 ,

(9) = −ω126
3 ω345

3 − ω236
3 ω145

3 + ω246
3 ω135

3 − ω256
3 ω134

3 ,
(10) = −ω134

3 ω256
3 + ω234

3 ω156
3 − ω345

3 ω126
3 + ω346

3 ω125
3 ,

(11) = −ω135
3 ω246

3 + ω235
3 ω146

3 + ω345
3 ω126

3 + ω356
3 ω124

3 ,
(12) = −ω136

3 ω245
3 + ω236

3 ω145
3 + ω346

3 ω125
3 − ω356

3 ω124
3 ,

(13) = −ω145
3 ω236

3 + ω245
3 ω136

3 − ω345
3 ω126

3 + ω456
3 ω123

3 ,
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(14) = −ω146
3 ω235

3 + ω246
3 ω135

3 − ω346
3 ω125

3 − ω456
3 ω123

3 ,
(15) = −ω156

3 ω234
3 + ω256

3 ω134
3 − ω356

3 ω124
3 + ω456

3 ω123
3 ,

(16) = ω123
3 ω145

3 − ω124
3 ω135

3 + ω125
3 ω134

3 ,
(17) = ω123

3 ω146
3 − ω124

3 ω136
3 + ω126

3 ω134
3 ,

(18) = ω123
3 ω156

3 − ω125
3 ω136

3 + ω126
3 ω135

3 ,
(19) = ω123

3 ω245
3 − ω124

3 ω235
3 + ω125

3 ω234
3 ,

(20) = ω123
3 ω246

3 − ω124
3 ω236

3 + ω126
3 ω234

3 ,
(21) = ω123

3 ω256
3 − ω125

3 ω236
3 + ω126

3 ω235
3 ,

(22) = ω123
3 ω345

3 − ω134
3 ω235

3 + ω135
3 ω234

3 ,
(23) = ω123

3 ω346
3 − ω134

3 ω236
3 + ω136

3 ω234
3 ,

(24) = ω123
3 ω356

3 − ω135
3 ω236

3 + ω136
3 ω235

3 ,
(25) = ω124

3 ω156
3 − ω125

3 ω146
3 + ω126

3 ω145
3 ,

(26) = ω124
3 ω256

3 − ω125
3 ω246

3 + ω126
3 ω245

3 ,
(27) = ω124

3 ω345
3 − ω134

3 ω245
3 + ω145

3 ω234
3 ,

(28) = ω124
3 ω346

3 − ω134
3 ω246

3 + ω146
3 ω234

3 ,
(29) = ω124

3 ω456
3 − ω145

3 ω246
3 + ω146

3 ω245
3 ,

(30) = ω125
3 ω345

3 − ω135
3 ω245

3 + ω145
3 ω235

3 ,
(31) = ω125

3 ω356
3 − ω135

3 ω256
3 + ω156

3 ω235
3 ,

(32) = ω125
3 ω456

3 − ω145
3 ω256

3 + ω156
3 ω245

3 ,
(33) = ω126

3 ω456
3 − ω146

3 ω256
3 + ω156

3 ω246
3 ,

(34) = ω126
3 ω356

3 − ω136
3 ω256

3 + ω156
3 ω236

3 ,
(35) = ω126

3 ω346
3 − ω136

3 ω246
3 + ω146

3 ω236
3 ,

(36) = ω134
3 ω356

3 − ω135
3 ω346

3 + ω136
3 ω345

3 ,
(37) = ω134

3 ω456
3 − ω145

3 ω346
3 + ω146

3 ω345
3 ,

(38) = ω134
3 ω156

3 − ω135
3 ω146

3 + ω136
3 ω145

3 ,
(39) = ω135

3 ω456
3 − ω145

3 ω356
3 + ω156

3 ω345
3 ,

(40) = ω136
3 ω456

3 − ω146
3 ω356

3 + ω156
3 ω346

3 ,
(41) = ω234

3 ω356
3 − ω235

3 ω346
3 + ω236

3 ω345
3 ,

(42) = ω234
3 ω456

3 − ω245
3 ω346

3 + ω246
3 ω345

3

(43) = ω234
3 ω256

3 − ω235
3 ω246

3 + ω236
3 ω245

3 ,
(44) = ω235

3 ω456
3 − ω245

3 ω356
3 + ω256

3 ω345
3 ,

(45) = ω236
3 ω456

3 − ω246
3 ω356

3 + ω256
3 ω346

3 . Alors :

il y a donc 45 relations de Plücker : (1) = 0, (2) = 0, . . . , (45) = 0
(nrp G(3, 6) = 45), mais elles sont dépendantes. En effet les relations (6),
(7), (8), (9), (10), (11), (12), (13), (14) et (15) sont inutiles car elles se
déduisent de (1), (2), (3), (4) et (5) :

2× (6) = (1)− (2)− (3) + (4)− (5),
2× (7) = −(1)− (2)− (3)− (4) + (5),
2× (8) = (1) + (2)− (3)− (4)− (5),
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2× (9) = −(1)− (2) + (3)− (4)− (5),
2× (10) = −(1)− (2) + (3) + (4)− (5),
2× 11) = (1) + (2) + (3) + (4) + (5),
2× (12) = −(1)− (2)− (3) + (4) + (5),
2× (13) = −(1) + (2) + (3)− (4)− (5),
2× (14) = (1)− (2)− (3)− (4)− (5),
2× (15) = −(1) + (2)− (3)− (4) + (5).

Et il n’y a donc que 45-10=35 relations de Plücker indépendantes
(nrpi G(3, 6) = 35) [32] [42] 123.

Symboles de Schubert Il y a 20 symboles de Schubert :
j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 3), j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 4),
j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 5), j = (j1, j2, j3) = (1, 2, 6),
j = (j1, j2, j3) = (1, 3, 4), j = (j1, j2, j3) = (1, 3, 5),
j = (j1, j2, j3) = (1, 3, 6), j = (j1, j2, j3) = (1, 4, 5),
j = (j1, j2, j3) = (1, 4, 6), j = (j1, j2, j3) = (1, 5, 6),
j = (j1, j2, j3) = (2, 3, 4), j = (j1, j2, j3) = (2, 3, 5),
j = (j1, j2, j3) = (2, 3, 6), j = (j1, j2, j3) = (2, 4, 5),
j = (j1, j2, j3) = (2, 4, 6), j = (j1, j2, j3) = (2, 5, 6),
j = (j1, j2, j3) = (3, 4, 5), j = (j1, j2, j3) = (3, 4, 6),
j = (j1, j2, j3) = (3, 5, 6) et j = (j1, j2, j3) = (4, 5, 6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2, a3) = (j1− 1, j2− 2, j3− 3), |a| = a1 +a2 +a3 = j1 + j2 + j3− 6,
λ = (λ1, λ2, λ3) = (4−j1, 5−j2, 6−j3) et |λ| = λ1+λ4+λ4 = 15−j1−j2−j3.
Donc :

• si j = (1, 2, 3) on a a = (0, 0, 0), λ = (3, 3, 3) et |λ| = 9,

• si j = (1, 2, 4) on a a = (0, 0, 1), λ = (3, 3, 2) et |λ| = 8,

• si j = (1, 2, 5) on a a = (0, 0, 2), λ = (3, 3, 1) et |λ| = 7,

• si j = (1, 2, 6) on a a = (0, 0, 3), λ = (3, 3, 0) et |λ| = 6,

• si j = (1, 3, 4) on a a = (0, 1, 1), λ = (3, 2, 2) et |λ| = 7,

• si j = (1, 3, 5) on a a = (0, 1, 2), λ = (3, 2, 1) et |λ| = 6,

• si j = (1, 3, 6) on a a = (0, 1, 3), λ = (3, 2, 0) et |λ| = 5,

• si j = (1, 4, 5) on a a = (0, 2, 2), λ = (3, 1, 1) et |λ| = 5,

• si j = (1, 4, 6) on a a = (0, 2, 3), λ = (3, 1, 0) et |λ| = 4,

123. p. 13
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• si j = (1, 5, 6) on a a = (0, 3, 3), λ = (3, 0, 0) et |λ| = 3,

• si j = (2, 3, 4) on a a = (1, 1, 1), λ = (2, 2, 2) et |λ| = 6,

• si j = (2, 3, 5) on a a = (1, 1, 2), λ = (2, 2, 1) et |λ| = 5,

• si j = (2, 3, 6) on a a = (1, 1, 3), λ = (2, 2, 0) et |λ| = 4,

• si j = (2, 4, 5) on a a = (1, 2, 2), λ = (2, 1, 1) et |λ| = 4,

• si j = (2, 4, 6) on a a = (1, 2, 3), λ = (2, 1, 0) et |λ| = 3,

• si j = (2, 5, 6) on a a = (1, 3, 3), λ = (2, 0, 0) et |λ| = 2,

• si j = (3, 4, 5) on a a = (2, 2, 2), λ = (1, 1, 1) et |λ| = 3,

• si j = (3, 4, 6) on a a = (2, 2, 3), λ = (1, 1, 0) et |λ| = 2,

• si j = (3, 5, 6) on a a = (2, 3, 3), λ = (1, 0, 0) et |λ| = 1,

• si j = (4, 5, 6) on a a = (3, 3, 3), λ = (0, 0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 20 cellules de Schubert C(j1, j2, j3) ou Ω(λ1, λ2, λ3).

• si j = (1, 2, 3) ou λ = (3, 3, 3) : C(1, 2, 3) ou Ω(3, 3, 3) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 et dim C(1, 2, 3) = dim Ω(3, 3, 3) = 0,

• si j = (1, 2, 4) ou λ = (3, 3, 2) : C(1, 2, 4) ou Ω(3, 3, 2) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ 1 0 0

 et dim C(1, 2, 4) = dim Ω(3, 3, 2) = 1,

• si j = (1, 2, 5) ou λ = (3, 3, 1) : C(1, 2, 5) ou Ω(3, 3, 1) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ ∗ 1 0

 et dim C(1, 2, 5) = dim Ω(3, 3, 1) = 2,

• si j = (1, 2, 6) ou λ = (3, 3, 0) : C(1, 2, 6) ou Ω(3, 3, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗ 1

 et dim C(1, 2, 6) = dim Ω(3, 3, 0) = 3,

• si j = (1, 3, 4) ou λ = (3, 2, 2) : C(1, 3, 4) ou Ω(3, 2, 2) a pour représentant :
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 1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 1 0 0

 et dim C(1, 3, 4) = dim Ω(3, 2, 2) = 2,

• si j = (1, 3, 5) ou λ = (3, 2, 1) : C(1, 3, 5) ou Ω(3, 2, 1) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 ∗ 1 0

 et dim C(1, 3, 5) = dim Ω(3, 2, 1) = 3,

• si j = (1, 3, 6) ou λ = (3, 2, 0) : C(1, 3, 6 ou Ω(3, 2, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 ∗ ∗ 1

 et dim C(1, 3, 6) = dim Ω(3, 2, 0) = 4,

• si j = (1, 4, 5) ou λ = (3, 1, 1) : C(1, 4, 5) ou Ω(3, 1, 1) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ 1 0 0
0 ∗ ∗ 0 1 0

 et dim C(1, 4, 5) = dim Ω(3, 1, 1) = 4,

• si j = (1, 4, 6) ou λ = (3, 1, 0) : C(1, 4, 6) ou Ω(3, 1, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ 1 0 0
0 ∗ ∗ 0 ∗ 1

 et dim C(1, 4, 6) = dim Ω(3, 1, 0) = 5,

• si j = (1, 5, 6) ou λ = (3, 0, 0) : C(1, 5, 6) ou Ω(3, 0, 0) a pour représentant : 1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗ 1 0
0 ∗ ∗ ∗ 0 1

 et dim C(1, 5, 6) = dim Ω(3, 0, 0) = 6,

• si j = (2, 3, 4) ou λ = (2, 2, 2) : C(2, 3, 4) ou Ω(2, 2, 2) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 1 0 0

 et dim C(2, 3, 4) = dim Ω(2, 2, 2) = 3,

• si j = (2, 3, 5) ou λ = (2, 2, 1) : C(2, 3, 5) ou Ω(2, 2, 1) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 ∗ 1 0

 et dim C(2, 3, 5) = dim Ω(2, 2, 1) = 4,

• si j = (2, 3, 6) ou λ = (2, 2, 0) : C(2, 3, 6) ou Ω(2, 2, 0) a pour représentant :
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 ∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 ∗ ∗ 1

 et dim C(2, 3, 6) = dim Ω(2, 2, 0) = 5,

• si j = (2, 4, 5) ou λ = (2, 1, 1) : C(2, 4, 5) ou Ω(2, 1, 1) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ 1 0 0
∗ 0 0 ∗ 1 0

 et dim C(2, 4, 5) = dim Ω(2, 1, 1) = 5,

• si j = (2, 4, 6) ou λ = (2, 1, 0) : C(2, 4, 6) ou Ω(2, 1, 0) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ 1 0 0
∗ 0 ∗ 0 ∗ 1

 et dim C(2, 4, 6) = dim Ω(2, 1, 0) = 6,

• si j = (2, 5, 6) ou λ = (2, 0, 0) : C(2, 5, 6) ou Ω(2, 0, 0) a pour représentant : ∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ ∗ 1 0
∗ 0 ∗ ∗ 0 1

 et dim C(2, 5, 6) = dim Ω(2, 0, 0) = 7,

• si j = (3, 4, 5) ou λ = (1, 1, 1) : C(3, 4, 5) ou Ω(1, 1, 1) a pour représentant : ∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 1 0 0
∗ ∗ 0 0 1 0

 et dim C(3, 4, 5) = dim Ω(1, 1, 1) = 6,

• si j = (3, 4, 6) ou λ = (1, 1, 0) : C(3, 4, 6) ou Ω(1, 1, 0) a pour représentant : ∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 1 0 0
∗ ∗ 0 0 ∗ 1

 et dim C(3, 4, 6) = dim Ω(1, 1, 0) = 7,

• si j = (3, 5, 6) ou λ = (1, 0, 0) : C(3, 5, 6) ou Ω(1, 0, 0) a pour représentant : ∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 ∗ 1 0
∗ ∗ 0 ∗ 0 1

 et dim C(3, 5, 6) = dim Ω(1, 0, 0) = 8,

• si j = (4, 5, 6) ou λ = (0, 0, 0) : C(4, 5, 6) ou Ω(0, 0, 0) a pour représentant : ∗ ∗ ∗ 1 0 0
∗ ∗ ∗ 0 1 0
∗ ∗ ∗ 0 0 1

 et dim C(4, 5, 6) = dim Ω(0, 0, 0) = 9.

∑
dim C(j1, j2, j3) =

∑
dim Ω(λ1, λ2, λ3) =

∑
|a| = 90 > dimG(3, 6) = 9.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.
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Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =

 1 0 0 g4
1 g5

1 g6
1

0 1 0 g4
2 g5

2 g6
2

0 0 1 g4
3 g5

3 g6
3

. On a : $123
3 = 1, $124

3 = g4
3, $125

3 = g5
3,

$126
3 = g6

3, $134
3 = −g4

2, $135
3 = −g5

2, $136
3 = −g6

2, $145
3 = g4

2 g
5
3 − g4

3 g
5
2,

$146
3 = g4

2 g
6
3 − g4

3 g
6
2, $156

3 = a5
2 g

6
3 − g5

3 g
6
2, $234

3 = g4
1, $235

3 = g5
1, $236

3 = g6
1,

$245
3 = −g4

1 g
5
3 + g4

3 g
5
1, $246

3 = −g4
1 g

6
3 + g4

3 g
6
1, $256

3 = −g5
1 g

6
3 + g5

3 g
6
1,

$345
3 = g4

1 g
5
2 − g4

2 g
5
1, $346

3 = g4
1 g

6
2 − g4

2 g
6
1, $356

3 = g5
1 g

6
2 − g5

2 g
6
1,

$456
3 =

∣∣∣∣∣∣
g4

1 g5
1 g6

1

g4
2 g5

2 g6
2

g4
3 g5

3 g6
3

∣∣∣∣∣∣.
6.4 La grassmannienne G(4, n) ; 4 < n

C4
n = n (n−1) (n−2) (n−3)

24
.

N = n (n−1) (n−2) (n−3)
24

− 1.
S(4, n) variété de Stiefel.
S(4, n) ⊂ Mat(4, n) ; dimS(4, n) = 4n.
• GL(4) = S(4, 4) ; dimGL(4) = 16.
• G(4, n) = S(4, n)/GL(4) la grassmannienne :

dimG(4, n) = 4 (n− 4) 6= N (en général). G(4, n) ∼= Mat(4, n− 4).
Nombre de coordonnées de Stifel : dimS(4, n) = 4n.
Nombre de coordonnées affines : dimG(4, n) = 4 (n− 4)
Coordonnées de Plücker : ωi1i2i3i44 (1 6 i1 < i2 < i3 < i4 6 n). Il y en a

n (n−1) (n−2) (n−3)
24

= N + 1.

Relations de Plücker

Si 1 6 i1 < i2 < i3 6 n et 1 6 j1 < j2 < j3 < j4 < j5 6 n alors :∑5
k=1 (−1)k ωi1i2i3jk4 ωj1...ĵk...j54 = 0, soit :

−ωi1i2i3j14 ωj2j3j4j54 + ωi1i2i3j24 ωj1j3j4j54 − ωi1i2i3j34 ωj1j2j4j54 + ωi1i2i3j44 ωj1j2j3j54

− ωi1i2i3j54 ωj1j2j3j44 = 0.

La matrice [ϕω4 ] est de dimension n (n−1) (n−2) (n−3) (n−4)
120

× n et la matrice

[ψω4 ] de dimension n (n−1) (n−2)
6

× n et on [ϕω4 ] [ψω4 ]
t = 0

(matrice de dimension n (n−1) (n−2) (n−3) (n−4)
120

× n (n−1) (n−2)
6

).

Nombre de relations de Plücker indépendantes :

nrpi G(4, n) = n (n−1) (n−2) (n−3) (n−4) (n−5) (3n2+n+6)
5760

[32].
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6.4.1 La grassmannienne G(4, 5)

La grassmannienne G(4, 5) est duale de la grassmannienne G(1, 5).

Coordonnées de Plücker : ω1234
4 , ω1235

4 , ω1245
4 , ω1345

4 , ω2345
4 .

Matrice [ϕω4 ] de dimension 1× 5 :

[ϕω4 ] =
(
ω2345

4 −ω1345
4 ω1245

4 −ω1235
4 ω1234

4

)
et :

matrice [ψω4 ] de dimension 10× 5 :

[ψω4 ] =



ω1345
4 ω2345

4 0 0 0
−ω1245

4 0 ω2345
4 0 0

ω1235
4 0 0 ω2345

4 0
−ω1234

4 0 0 0 ω2345
4

0 −ω1245
4 −ω1345

4 0 0
0 ω1235

4 0 −ω1345
4 0

0 −ω1234
4 0 0 −ω1345

4

0 0 ω1235
4 ω1245

4 0
0 0 −ω1234

4 0 ω1245
4

0 0 0 −ω1234
4 −ω1245

4


. et on a :

[ϕω4 ] [ψω4 ]
t ≡

(
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

)
ce qui ne donne aucune

relation de Plücker (nrp G(4, 5) = 0).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(4, 5) = 0.

Symboles de Schubert Il y a 5 symboles de Schubert :
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 3, 4), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 3, 5),
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 4, 5), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 3, 4, 5),
j = (j1, j2, j3, j4) = (2, 3, 4, 5).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2, a3, a4) = (j1 − 1, j2 − 2, j3 − 3, j4 − 4),
|a| = a1 + a2 + a3 + a4 = j1 + j2 + j3 + j4 − 10,
λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) = (2− j1, 3− j2, 4− j3, 5− j4)
et |λ| = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 14− j1 − j2 − j3 − j4. Donc :

• si j = (1, 2, 3, 4) on a a = (0, 0, 0, 0), λ = (1, 1, 1, 1) et |λ| = 4,

• si j = (1, 2, 3, 5) on a a = (0, 0, 0, 1), λ = (1, 1, 1, 0) et |λ| = 3,

• si j = (1, 2, 4, 5) on a a = (0, 0, 1, 1), λ = (1, 1, 0, 0) et |λ| = 2,

• si j = (1, 3, 4, 5) on a a = (0, 1, 1, 1), λ = (1, 0, 0, 0) et |λ| = 1,
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• si j = (2, 3, 4, 5) on a a = (1, 1, 1, 1), λ = (0, 0, 0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 5 cellules de Schubert C(j1, j2, j3, j4) ou Ω(λ1, λ2, λ3, λ4).

• si j = (1, 2, 3, 4) ou λ = (1, 1, 1, 1) : C(1, 2, 3, 4) ou Ω(1, 1, 1, 1) a pour
représentant :

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 et dim C(1, 2, 3, 4) = dim Ω(1, 1, 1, 1) = 0,

• si j = (1, 2, 3, 5) ou λ = (1, 1, 1, 0) : C(1, 2, 3, 5) ou Ω(1, 1, 1, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 ∗ 1

 et dim C(1, 2, 3, 5) = dim Ω(1, 1, 1, 0) = 1.

• si j = (1, 2, 4, 5) ou λ = (1, 1, 0, 0) : C(1, 2, 4, 5) ou Ω(1, 1, 0, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 ∗ 1 0
0 0 ∗ 0 1

 et dim C(1, 2, 4, 5) = dim Ω(1, 1, 0, 0) = 2,

• si j = (1, 3, 4, 5) ou λ = (1, 0, 0, 0) : C(1, 3, 4, 5) ou Ω(1, 0, 0, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0
0 ∗ 0 1 0
0 ∗ 0 0 1

 et dim C(1, 3, 4, 5) = dim Ω(1, 0, 0, 0) = 3,

• si j = (2, 3, 4, 5) ou λ = (0, 0, 0, 0) : C(2, 3, 4, 5) ou Ω(0, 0, 0, 0) a pour
représentant :

∗ 1 0 0 0
∗ 0 1 0 0
∗ 0 0 1 0
∗ 0 0 0 1

 et dim C(2, 3, 4, 5) = dim Ω(0, 0, 0, 0) = 4.

∑
dim C(j1, j2, j3, j4) =

∑
dim Ω(λ1, λ2, λ3, λ4) =

∑
|a| = 10 > dimG(4, 5) = 4.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.
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Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =


1 0 0 0 g5

1

0 1 0 0 g5
2

0 0 1 0 g5
3

0 0 0 1 g5
4

. On a : $1234
4 = 1, $1235

4 = g5
4, $1245

4 = −g5
3,

$1345
4 = g5

2, $2345
4 = −g5

1.

6.4.2 La grassmannienne G(4, 6)

La grassmannienne G(4, 6) est duale de la grassmannienne G(2, 6).

Coordonnées de Plücker : ω1234
4 , ω1235

4 , ω1236
4 , ω1245

4 , ω1246
4 , ω1256

4 , ω1345
4 , ω1346

4 ,
ω1356

4 , ω1456
4 , ω2345

4 , ω2346
4 , ω2356

4 , ω2456
4 , ω3456

4 .

Matrice [ϕω4 ] de dimension 6× 6 :

[ϕω4 ] =


ω2345

4 −ω1345
4 ω1245

4 −ω1235
4 ω1234

4 0
ω2346

4 −ω1346
4 ω1246

4 −ω1236
4 0 ω1234

4

ω2356
4 −ω1356

4 ω1256
4 0 −ω1236

4 ω1235
4

ω2456
4 −ω1456

4 0 ω1256
4 −ω1246

4 ω1245
4

ω3456
4 0 −ω1456

4 ω1356
4 −ω1346

4 ω1345
4

0 ω3456
4 −ω2456

4 ω2356
4 −ω2346

4 ω2345
4

 et :

matrice [ψω4 ] de dimension 20× 6 :
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[ψω4 ] =



ω1456
4 ω2456

4 ω3456
4 0 0 0

−ω1356
4 −ω2356

4 0 ω3456
4 0 0

ω1346
4 ω2346

4 0 0 ω3456
4 0

−ω1345
4 −ω2345

4 0 0 0 ω3456
4

ω1256
4 0 −ω2356

4 −ω2456
4 0 0

−ω1246
4 0 ω2346

4 0 −ω2456
4 0

ω1245
4 0 −ω2345

4 0 0 −ω2456
4

ω1236
4 0 0 ω2346

4 ω2356
4 0

−ω1235
4 0 0 −ω2345

4 0 ω2356
4

ω1234
4 0 0 0 −ω2345

4 −ω2346
4

0 ω1256
4 ω1356

4 ω1456
4 0 0

0 −ω1246
4 −ω1346

4 0 ω1456
4 0

0 ω1245
4 ω1345

4 0 0 ω1456
4

0 ω1236
4 0 −ω1346

4 −ω1356
4 0

0 −ω1235
4 0 ω1345

4 0 −ω1356
4

0 ω1234
4 0 0 ω1345

4 ω1346
4

0 0 ω1236
4 ω1246

4 ω1256
4 0

0 0 −ω1235
4 −ω1245

4 0 ω1256
4

0 0 ω1234
4 0 −ω1245

4 −ω1246
4

0 0 0 ω1234
4 ω1235

4 ω1236
4



et on a :

[ϕω4 ] [ψω4 ]
t=

(3) (5) (6) 0 (8) (9) 0 (10) 0 0 (12) (13) 0 (14) 0 0 (15) 0 0 0
−(2) −(4) 0 (6) −(7) 0 (9) 0 (10) 0 −(11) 0 (13) (0) (14) 0 0 (15) 0 0
(1) 0 −(4) −(5) 0 −(7) −(8) 0 0 (10) 0 −(11) −(12) (0) 0 (14) 0 0 (15) 0
0 (1) (2) (3) 0 0 0 −(7) −(8) −(9) 0 0 0 −(11) −(12) −(13) 0 0 0 (15)
0 0 0 0 (1) (2) (3) (4) (5) (6) 0 0 0 0 0 0 −(11) −(12) −(13) −(14)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10)

,

avec :

(1) = ω3456
4 ω1256

4 − ω2456
4 ω1356

4 + ω2356
4 ω1456

4 ,
(2) = −ω3456

4 ω1246
4 + ω2456

4 ω1346
4 − ω2346

4 ω1456
4 ,

(3) = ω3456
4 ω1245

4 − ω2456
4 ω1345

4 + ω2345
4 ω1456

4 ,
(4) = ω3456

4 ω1236
4 − ω2356

4 ω1346
4 + ω2346

4 ω1356
4 ,

(5) = −ω3456
4 ω1235

4 + ω2356
4 ω1345

4 − ω2345
4 ω1356

4 ,
(6) = ω3456

4 ω1234
4 − ω2346

4 ω1345
4 + ω2345

4 ω1346
4 ,

(7) = −ω2456
4 ω1236

4 + ω2356
4 ω1246

4 − ω2346
4 ω1256

4 ,
(8) = ω2456

4 ω1235
4 − ω2356

4 ω1245
4 + ω2345

4 ω1256
4 ,

(9) = −ω2456
4 ω1234

4 + ω2346
4 ω1245

4 − ω2345
4 ω1246

4 ,
(10) = ω2356

4 ω1234
4 − ω2346

4 ω1235
4 + ω2345

4 ω1236
4 ,

(11) = ω1456
4 ω1236

4 − ω1366
4 ω1246

4 + ω1346
4 ω1256

4 ,
(12) = −ω1456

4 ω1235
4 + ω1356

4 ω1245
4 − ω1345

4 ω1256
4 ,

(13) = ω1456
4 ω1234

4 − ω1346
4 ω1245

4 + ω1345
4 ω1246

4 ,
(14) = −ω1356

4 ω1234
4 + ω1346

4 ω1235
4 − ω1345

4 ω1236
4 ,
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(15) = ω1256
4 ω1234

4 − ω1246
4 ω1235

4 + ω1245
4 ω1236

4 . Alors :

il y a donc 15 relations de Plücker : (1) = 0, (2) = 0, . . . , (15) = 0 et elles
sont indépendantes (nrp G(4, 6) = 15).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(4, 6) = 15 [32].

Symboles de Schubert Il y a 15 symboles de Schubert :
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 3, 4), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 3, 5),
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 3, 6), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 4, 5),
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 4, 6), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 2, 5, 6),
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 3, 4, 5), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 3, 4, 6),
j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 3, 5, 6), j = (j1, j2, j3, j4) = (1, 4, 5, 6),
j = (j1, j2, j3, j4) = (2, 3, 4, 5), j = (j1, j2, j3, j4) = (2, 3, 4, 6),
j = (j1, j2, j3, j4) = (2, 3, 5, 6), j = (j1, j2, j3, j4) = (2, 4, 5, 6),
j = (j1, j2, j3, j4) = (3, 4, 5, 6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2, a3, a4) = (j1 − 1, j2 − 2, j3 − 3, j4 − 4),
|a| = a1 + a2 + a3 + a4 = j1 + j2 + j3 + j4 − 10,
λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) = (3− j1, 4− j2, 5− j3, 6− j4) et
|λ| = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 18− j1 − j2 − j3 − j4. Donc :

• si j = (1, 2, 3, 4) on a a = (0, 0, 0, 0), λ = (2, 2, 2, 2) et |λ| = 8,

• si j = (1, 2, 3, 5) on a a = (0, 0, 0, 1), λ = (2, 2, 2, 1) et |λ| = 7,

• si j = (1, 2, 3, 6) on a a = (0, 0, 0, 2), λ = (2, 2, 2, 0) et |λ| = 6,

• si j = (1, 2, 4, 5) on a a = (0, 0, 1, 1), λ = (2, 2, 1, 1) et |λ| = 6,

• si j = (1, 2, 4, 6) on a a = (0, 0, 1, 2), λ = (2, 2, 1, 0) et |λ| = 5,

• si j = (1, 2, 5, 6) on a a = (0, 0, 2, 2), λ = (2, 2, 0, 0) et |λ| = 4,

• si j = (1, 3, 4, 5) on a a = (0, 1, 1, 1), λ = (2, 1, 1, 1) et |λ| = 5,

• si j = (1, 3, 4, 6) on a a = (0, 1, 1, 2), λ = (2, 1, 1, 0) et |λ| = 4,

• si j = (1, 3, 5, 6) on a a = (0, 1, 2, 2), λ = (2, 1, 0, 0) et |λ| = 3,

• si j = (1, 4, 5, 6) on a a = (0, 2, 2, 2), λ = (2, 0, 0, 0) et |λ| = 2,

• si j = (2, 3, 4, 5) on a a = (1, 1, 1, 1), λ = (1, 1, 1, 1) et |λ| = 4,

• si j = (2, 3, 4, 6) on a a = (1, 1, 1, 2), λ = (1, 1, 1, 0) et |λ| = 3,

• si j = (2, 3, 5, 6) on a a = (1, 1, 2, 2), λ = (1, 1, 0, 0) et |λ| = 2,
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• si j = (2, 4, 5, 6) on a a = (1, 2, 2, 2), λ = (1, 0, 0, 0) et |λ| = 1,

• si j = (3, 4, 5, 6) on a a = (2, 2, 2, 2), λ = (0, 0, 0, 0) et |λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 15 cellules de Schubert C(j1, j2, j3, j4) ou Ω(λ1, λ2, λ3, λ4).

• si j = (1, 2, 3, 4) ou λ = (2, 2, 2, 2) : C(1, 2, 3, 4) ou Ω(2, 2, 2, 2) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 et dim C(1, 2, 3, 4) = dim Ω(2, 2, 2, 2) = 0,

• si j = (1, 2, 3, 5) ou λ = (2, 2, 2, 1) : C(1, 2, 3, 5) ou Ω(2, 2, 2, 1) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 ∗ 1 0

 et dim C(1, 2, 3, 5) = dim Ω(2, 2, 2, 1) = 1,

• si j = (1, 2, 3, 6) ou λ = (2, 2, 2, 0) : C(1, 2, 3, 6) ou Ω(2, 2, 2, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 ∗ ∗ 1

 et dim C(1, 2, 3, 6) = dim Ω(2, 2, 2, 0) = 2,

• si j = (1, 2, 4, 5) ou λ = (2, 2, 1, 1) : C(1, 2, 4, 5) ou Ω(2, 2, 1, 1) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ 1 0 0
0 0 ∗ 0 1 0

 et dim C(1, 2, 4, 5) = dim Ω(2, 2, 1, 1) = 2,

• si j = (1, 2, 4, 6) ou λ = (2, 2, 1, 0) : C(1, 2, 4, 6) ou Ω(2, 2, 1, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ 1 0 0
0 0 ∗ 0 ∗ 1

 et dim C(1, 2, 4, 6) = dim Ω(2, 2, 1, 0) = 3,

• si j = (1, 2, 5, 6) ou λ = (2, 2, 0, 0) : C(1, 2, 5, 6) ou Ω(2, 2, 0, 0) a pour
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représentant :
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ ∗ 1 0
0 0 ∗ ∗ 0 1

 et dim C(1, 2, 5, 6) = dim Ω(2, 2, 0, 0) = 4,

• si j = (1, 3, 4, 5) ou λ = (2, 1, 1, 1) : C(1, 3, 4, 5) ou Ω(2, 1, 1, 1) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 1 0 0
0 ∗ 0 0 0 1

 et dim C(1, 3, 4, 5) = dim Ω(2, 1, 1, 1) = 3,

• si j = (1, 3, 4, 6) ou λ = (2, 1, 1, 0) : C(1, 3, 4, 6) ou Ω(2, 1, 1, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 1 0 0
0 ∗ 0 0 ∗ 1

 et dim C(1, 3, 4, 6) = dim Ω(2, 1, 1, 0) = 4,

• si j = (1, 3, 5, 6) ou λ = (2, 1, 0, 0) : C(1, 3, 5, 6) ou Ω(2, 1, 0, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 ∗ 1 0
0 ∗ 0 ∗ ∗ 1

 et dim C(1, 3, 5, 6) = dim Ω(2, 1, 0, 0) = 5,

• si j = (1, 4, 5, 6) ou λ = (2, 0, 0, 0) : C(1, 4, 5, 6) ou Ω(2, 0, 0, 0) a pour
représentant :

1 0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ 1 0 0
0 ∗ ∗ 0 1 0
0 ∗ ∗ 0 0 1

 et dim C(1, 4, 5, 6) = dim Ω(2, 0, 0, 0) = 6,

• si j = (2, 3, 4, 5) ou λ = (1, 1, 1, 1) : C(2, 3, 4, 5) ou Ω(1, 1, 1, 1) a pour
représentant :

∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 1 0 0
∗ 0 0 0 1 0

 et dim C(2, 3, 4, 5) = dim Ω(1, 1, 1, 1) = 4,
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• si j = (2, 3, 4, 6) ou λ = (1, 1, 1, 0) : C(2, 3, 4, 6) ou Ω(1, 1, 1, 0) a pour
représentant :

∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 1 0 0
∗ 0 0 0 ∗ 1

 et dim C(2, 3, 4, 6) = dim Ω(1, 1, 1, 0) = 5,

• si j = (2, 3, 5, 6) ou λ = (1, 1, 0, 0) : C(2, 3, 5, 6) ou Ω(1, 1, 0, 0) a pour
représentant :

∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 ∗ 1 0
∗ 0 0 0 ∗ 1

 et dim C(2, 3, 5, 6) = dim Ω(1, 1, 0, 0) = 6,

• si j = (2, 4, 5, 6) ou λ = (1, 0, 0, 0) : C(2, 4, 5, 6) ou Ω(1, 0, 0, 0) a pour
représentant :

∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 ∗ 1 0 0
∗ 0 ∗ 0 1 0
∗ 0 ∗ 0 0 1

 et dim C(2, 4, 5, 6) = dim Ω(1, 0, 0, 0) = 7,

• si j = (3, 4, 5, 6) ou λ = (0, 0, 0, 0) : C(3, 4, 5, 6) ou Ω(0, 0, 0, 0) a pour
représentant :

∗ ∗ 1 0 0 0
∗ ∗ 0 1 0 0
∗ ∗ 0 0 1 0
∗ ∗ 0 0 0 1

 et dim C(3, 4, 5, 6) = dim Ω(0, 0, 0, 0) = 8.

∑
dim C(j1, j2, j3, j4) =

∑
dim Ω(λ1, λ2, λ3, λ4) =

∑
|a| = 60 > dimG(4, 6) = 8.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =


1 0 0 0 g5

1 g6
1

0 1 0 0 g5
2 g6

2

0 0 1 0 g5
3 g6

3

0 0 0 1 g5
4 g6

4

. On a : $1234
4 = 1, $1235

4 = g5
4, $1236

4 = g6
4,

$1245
4 = −g5

3, $1246
4 = −g6

3, $1256
4 = g5

3 g
6
4 − g5

4 g
6
3, $1345

4 = g5
2, $1346

4 = g6
2,

$1356
4 = −g5

2 g
6
4 + g5

4 g
6
2, $1456

4 = g5
2 g

6
3 − g5

3 g
6
2, $2345

4 = −g5
1, $2346

4 = −g6
1,

$2356
4 = g5

1 g
6
4 − g5

4 g
6
1, $2456

4 = −g5
1 g

6
3 + g5

3 g
6
1, $3456

4 = g5
1 g

6
2 − g5

2 g
6
1.
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6.4.3 La grassmannienne G(5, 6)

La grassmannienne G(5, 6) est duale de la grassmannienne G(1, 6).

Coordonnées de Plücker : ω12345
5 , ω12346

5 , ω12356
5 , ω12456

5 , ω13456
5 , ω23456

5 .

Matrice [ϕω5 ] de dimension 1× 6 :

[ϕω5 ] =
(
−ω23456

5 ω13456
5 −ω12456

5 −ω12356
5 −ω12346

5 ω12345
5

)
et :

matrice [ψω5 ] de dimension 15× 6 :

[ψω5 ] =



−ω13456
5 −ω23456

5 0 0 0 0
ω12456

5 0 −ω23456
5 0 0 0

−ω12356
5 0 0 −ω23456

5 0 0
ω12346

5 0 0 0 −ω23456
5 0

−ω12345
5 0 0 0 0 −ω23456

5

0 ω12456
5 ω13456

5 0 0 0
0 −ω12356

5 0 ω13456
5 0 0

0 ω12346
5 0 0 ω13456

5 0
0 −ω12345

5 0 0 0 ω13456
5

0 0 −ω12356
5 −ω12456

5 0 0
0 0 ω12346

5 0 −ω12456
5 0

0 0 −ω12345
5 0 0 −ω12456

5

0 0 0 ω12346
5 ω12356

5 0
0 0 0 −ω12345

5 0 ω12356
5

0 0 0 0 −ω12345
5 −ω12346

5



et

on a :

[ϕω4 ] [ψω4 ]
t ≡

(
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

)
, ce qui ne

donne aucune relation de Plücker (nrp G(5, 6) = 0).

Nombre de relations de Plücker indépendantes : nrpi G(5, 6) = 0.

Symboles de Schubert Il y a 6 symboles de Schubert :
j = (j1, j2, j3, j4, j5) = (1, 2, 3, 4, 5),
j = (j1, j2, j3, j4, j5) = (1, 2, 3, 4, 6),
j = (j1, j2, j3, j4, j5) = (1, 2, 3, 5, 6),
j = (j1, j2, j3, j4, j5) = (1, 2, 4, 5, 6),
j = (j1, j2, j3, j4, j5) = (1, 3, 4, 5, 6),
j = (j1, j2, j3, j4, j5) = (2, 3, 4, 5, 6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a = (a1, a2, a3, a4, a15) = (j1 − 1, j2 − 2, j3 − 3, j4 − 4, j5 − 5),
|a| = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = j1 + j2 + j3 + j4 + j5 − 15,
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λ = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) = (2− j1, 3− j2, 4− j3, 5− j4, 6− j5) et
|λ| = 20− j1 − j2 − j3 − j4 − j5. Donc :

• si j = (1, 2, 3, 4, 5) on a a = (0, 0, 0, 0, 0), λ = (1, 1, 1, 1, 1) et
|λ| = 5,

• si j = (1, 2, 3, 4, 6) on a a = (0, 0, 0, 0, 1), λ = (1, 1, 1, 1, 0) et
|λ| = 4,

• si j = (1, 2, 3, 5, 6) on a a = (0, 0, 0, 1, 1), λ = (1, 1, 1, 0, 0) et
|λ| = 3,

• si j = (1, 2, 4, 5, 6) on a a = (0, 0, 1, 1, 1), λ = (1, 1, 0, 0, 0) et
|λ| = 2,

• si j = (1, 3, 4, 5, 6) on a a = (0, 1, 1, 1, 1), λ = (1, 0, 0, 0, 0) et
|λ| = 1,

• si j = (2, 3, 4, 5, 6) on a a = (1, 1, 1, 1, 1), λ = (0, 0, 0, 0, 0) et
|λ| = 0.

Cellules de Schubert Il y a 6 cellules de Schubert C(j1, j2, j3, j4, j5) ou Ω(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5).

• si j = (1, 2, 3, 4, 5) ou λ = (1, 1, 1, 1, 1) : C(1, 2, 3, 4, 5) ou Ω(1, 1, 1, 1, 1) a
pour représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 et dim C(1, 2, 3, 4, 5) = dim Ω(1, 1, 1, 1, 1) = 0,

• si j = (1, 2, 3, 4, 6) ou λ = (1, 1, 1, 1, 0) : C(1, 2, 3, 4, 6) ou Ω(1, 1, 1, 1, 0) a
pour représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 ∗ 1

 et dim C(1, 2, 3, 4, 6) = dim Ω(1, 1, 1, 1, 0) = 1,

• si j = (1, 2, 3, 5, 6) ou λ = (1, 1, 1, 0, 0) : C(1, 2, 3, 5, 6) ou Ω(1, 1, 1, 0, 0) a
pour représentant :
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1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 ∗ 1 0
0 0 0 ∗ 0 1

 et dim C(1, 2, 3, 5, 6) = dim Ω(1, 1, 1, 0, 0) = 2,

• si j = (1, 2, 4, 5, 6) ou λ = (1, 1, 0, 0, 0) : C(1, 2, 4, 5, 6) ou Ω(1, 1, 0, 0, 0) a
pour représentant :

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 ∗ 1 0 0
0 0 ∗ 0 1 0
0 0 ∗ 0 0 1

 et dim C(1, 2, 4, 5, 6) = dim Ω(1, 1, 0, 0, 0) = 3,

• si j = (1, 3, 4, 5, 6) ou λ = (1, 0, 0, 0, 0) : C(1, 3, 4, 5, 6) ou Ω(1, 0, 0, 0, 0) a
pour représentant :

1 0 0 0 0 0
0 ∗ 1 0 0 0
0 ∗ 0 1 0 0
0 ∗ 0 0 1 0
0 ∗ 0 0 0 1

 et dim C(1, 3, 4, 5, 6) = dim Ω(1, 0, 0, 0, 0) = 4,

• si j = (2, 3, 4, 5, 6) ou λ = (0, 0, 0, 0, 0) : C(2, 3, 4, 5, 6) ou Ω(0, 0, 0, 0, 0) a
pour représentant :

∗ 1 0 0 0 0
∗ 0 1 0 0 0
∗ 0 0 1 0 0
∗ 0 0 0 1 0
∗ 0 0 0 0 1

 et dim C(2, 3, 4, 5, 6) = dim Ω(0, 0, 0, 0, 0) = 5.

∑
dim C(j1, j2, j3, j4, j5) =

∑
dim Ω(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) =

∑
|a| = 15 > dimG(5, 6) = 5.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Plücker avec les coordonnées affines :

[g] =


1 0 0 0 0 g6

1

0 1 0 0 0 g6
2

0 0 1 0 0 g6
3

0 0 0 1 0 g6
4

0 0 0 0 1 g6
5

. On a : $12345
5 = 1, $12346

5 = g6
5,

$12356
5 = −g6

4, $12456
5 = g6

3, $13456
5 = −g6

2,$23456
5 = g6

1.
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6.5 La grassmannienne G(n− 1, n)

Cn−1
n = n et N = n− 1.

G(n− 1, n) ∼= Pn−1(K).

Voir G(1, 2), G(2, 3), G(3, 4), G(4, 5), G(5, 6) ci-devant.

7 Remarque

nrpi G(n− k, n) = nrpi G(k, n) ; par exemple :

nrpi G(2, 3) = nrpi G(1, 3) = 0, nrpi G(3, 4) = nrpi G(1, 4) = 0,
nrpi G(4, 5) = nrpi G(1, 5) = 0, nrpi G(3, 5) = nrpi G(2, 5) = 5,
nrpi G(5, 6) = nrpi G(1, 6) = 0, nrpi G(4, 6) = nrpi G(2, 6) = 15, . . .
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Annexe : un exemple de calcul de produit de cycles de Schubert

Soient λ = (2, 1, 1) et µ = (3, 2, 1).

A : calcul de σλ · σµ = σ(2, 1, 1) · σ(3, 2, 1) ∈ H∗(G(6, 11), Z).

1 - Utilisation de la formule de Giambelli pour calculer
σλ = σ(2, 1, 1)

σ(2, 1, 1) =
σ(2) σ(3) σ(4)

1 σ(1) σ(2)

0 1 σ(1)

= σ2
(1) · σ(2) − σ(1) · σ(3) − σ2

(2) + σ(4).

2 - Donc :

σλ · σµ = σ(2, 1, 1) · σ(3, 2, 1) = (σ2
(1) · σ(2) − σ(1) · σ(3) − σ2

(2) + σ(4)) · σ(3, 2, 1)

= σ(1)·(σ(1)·(σ(2)·σ(3, 2, 1)))−σ(1)·(σ(3)·σ(3, 2, 1))−σ(2)·(σ(2)·σ(3, 2, 1))+σ(4)·σ(3, 2, 1).

Et on va utiliser la formule de Pieri pour calculer :

2.1 σ(2) · σ(3, 2, 1), avec |ν| = 8
2.2 σ(3) · σ(3, 2, 1), avec |ν| = 9
2.3 σ(4) · σ(3, 2, 1), avec |ν| = 10
2.4 σ(1) · (σ(2) · σ(3, 2, 1)), avec |ν| = 9
2.5 σ(1) · (σ(3) · σ(3, 2, 1)), avec |ν| = 10
2.6 σ(2) · (σ(2) · σ(3, 2, 1)), avec |ν| = 10
2.7 σ(1) · (σ(1) · (σ(2) · σ(3, 2, 1))), avec |ν| = 10.

On trouve, tous calculs faits :

2.1 σ(2) ·σ(3, 2, 1) = σ(5, 2, 1) +σ(4, 3, 1) +σ(4, 2, 2) +σ(4, 2, 1, 1) +σ(3, 3, 2) +σ(3, 3, 1, 1)

+ σ(3, 2, 2, 1)

2.2 σ(3) ·σ(3, 2, 1) = σ(6, 2, 1) +σ(5, 3, 1) +σ(5, 2, 2) +σ(5, 2, 1, 1) +σ(4, 3, 2) +σ(4, 3, 1, 1)

+ σ(4, 2, 2, 1) + σ(3, 3, 2, 1)

2.3 σ(4) ·σ(3, 2, 1) = σ(7, 2, 1) +σ(6, 3, 1) +σ(6, 2, 2) +σ(6, 2, 1, 1) +σ(5, 3, 2) +σ(5, 3, 1, 1)

+ σ(5, 2, 2, 1) + σ(4, 3, 2, 1)

2.4 σ(1) · (σ(2) · σ(3, 2, 1)) = σ(6, 2, 1) + 2σ(5, 3, 1) + 2σ(5, 2, 2) + 2σ(5, 2, 1, 1)

+σ(4, 4, 1) +3σ(4, 3, 2) +3σ(4, 3, 1, 1) +3σ(4, 2, 2, 1) +σ(4, 2, 1, 1, 1) +σ(3, 3, 3) +3σ(3, 3, 2, 1)

+ σ(3, 3, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2) + σ(3, 2, 2, 1, 1),

2.5 σ(1) ·(σ(3) ·σ(3, 2, 1)) = σ(7, 2, 1) +2 σ(6, 3, 1) +2 σ(6, 2, 2) +2 σ(6, 2, 1, 1) +σ(5, 4, 1)

+ 3σ(5, 3, 2) + 3σ(5, 3, 1, 1) + 3σ(5, 2, 2, 1) +σ(5, 2, 1, 1, 1) +σ(4, 4, 2) +σ(4, 4, 1, 1) +σ(4, 3, 3)

+ 4σ(4, 3, 2, 1) + σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 2) + σ(4, 2, 2, 1, 1) + σ(3, 3, 3, 1) + σ(3, 3, 2, 2)

+ σ(3, 3, 2, 1, 1)
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2.6 σ(2)·(σ(2)·σ(3, 2, 1)) = σ(7, 2, 1)+2σ(6, 3, 1)+2σ(6, 2, 2)+2σ(6, 2, 1, 1)+2σ(5, 4, 1)

+ 4σ(5, 3, 2) + 4σ(5, 3, 1, 1) + 4σ(5, 2, 2, 1) + σ(5, 2, 1, 1, 1) + 2σ(4, 4, 2) + 2σ(4, 4, 1, 1)

+ 2σ(4, 3, 3) + 6σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + 2σ(4, 2, 2, 2) + 2σ(4, 2, 2, 1, 1) + 2σ(3, 3, 3, 1)

+ 2σ(3, 3, 2, 2) + 2σ(3, 3, 2, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2, 1)

2.7 σ(1) · (σ(1) · (σ(2) ·σ(3, 2, 1))) = σ(7, 2, 1) + 3σ(6, 3, 1) + 3σ(6, 2, 2) + 3σ(6, 2, 1, 1)

+ 3σ(5, 4, 1) + 7σ(5, 3, 2) + 7σ(5, 3, 1, 1) + 7σ(5, 2, 2, 1) + 3σ(5, 2, 1, 1, 1) + 4σ(4, 4, 2)

+ 4σ(4, 4, 1, 1) + 4σ(4, 3, 3) + 12σ(4, 3, 2, 1) + 5σ(4, 3, 1, 1, 1) + 4σ(4, 2, 2, 2) + 5σ(4, 2, 2, 1, 1)

+σ(4, 2, 1, 1, 1, 1)+4σ(3, 3, 3, 1)+4σ(3, 3, 2, 2)+5σ(3, 3, 2, 1, 1)+σ(3, 3, 1, 1, 1, 1)+2σ(3, 2, 2, 2, 1)

+ σ(3, 2, 2, 1, 1, 1).

3 - Finalement :

σλ · σµ = σ(2, 1, 1) · σ(3, 2, 1)

= σ(5, 3, 2) + σ(5, 3, 1, 1) + σ(5, 2, 2, 1) + σ(5, 2, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 2) + σ(4, 4, 1, 1) + σ(4, 3, 3)

+ 3σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 2) + 2σ(4, 2, 2, 1, 1) + σ(4, 2, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 3, 3, 1)

+ σ(3, 3, 2, 2) + 2σ(3, 3, 2, 1, 1) + σ(3, 3, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2, 1) + σ(3, 2, 2, 1, 1, 1)

4 - Utilisation des coefficients cνλ,µ de Littlewood-Richardson

On a σλ ·σµ =
∑

ν c
ν
λ,µσν , avec : |ν| = |λ|+ |µ| = 10 et le calcul de σλ ·σµ

est ramené à celui des coefficients de Littlewood-Richardson cνλ,µ.

Comme λ = (2, 1, 1) et µ = (3, 2, 1) on remplace λ par son diagramme
de Young, également noté λ :

λ :
∗ ∗
∗
∗

et µ par le tableau de Young, également noté µ :

µ :
1 1 1
2 2
3

, avec trois fois 1 sur la première ligne car µ1 = 3, deux fois

2 sur le deuxième ligne car µ2 = 2 et une fois 3 sur le troisième ligne car
µ3 = 1.

Les µ-extensions de λ sont obtenues en bordant à droite les lignes du
diagramme de Young de λ par les 6 chiffres (1, 1, 1, 2, 2, 3) du tableau de
Young de µ.

Par exemple :

∗ ∗ 1 1
∗ 1 2
∗ 3
2

est une µ-extension de de λ de forme λ = (4, 3, 2, 1) car
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4 est le nombre d’éléments de la première ligne, 3 de la deuxième, 2 de la
troisième et 1 de la quatrième.

Le mot de l’extenssion précédente est (1, 1, 2, 1, 3, 2) et c’est un mot de
réseau et la µ-extension de λ précédente est stricte.

Finalement on obtient les 23 extensions strictes suivantes :

Une de forme (5, 3, 2)

∗ ∗ 1 1 1
∗ 2 2
∗ 3

, de mot de réseau (1, 1, 1, 2, 2, 3)

Donc c
(5, 3, 2)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (5, 3, 1, 1)

∗ ∗ 1 1 1
∗ 2 2
∗
3

, de mot de réseau (1, 1, 1, 2, 2, 3)

Donc c
(5, 3, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (5, 2, 2, 1)

∗ ∗ 1 1 1
∗ 2
∗ 3
2

, de mot de réseau (1, 1, 1, 2, 3, 2)

Donc c
(5, 2, 2, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (5, 2, 1, 1, 1)

∗ ∗ 1 1 1
∗ 2
∗
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 1, 2, 2, 3)

Donc c
(5, 2, 1, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (4, 4, 2)
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∗ ∗ 1 1
∗ 1 2 2
∗ 3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 2, 1, 3)

Donc c
(4, 4, 2)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (4, 4, 1, 1)

∗ ∗ 1 1
∗ 1 2 2
∗
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 2, 1, 3)

Donc c
(4, 4, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (4, 3, 3)

∗ ∗ 1 1
∗ 1 2
∗ 2 3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 1, 3, 2)

Donc c
(4, 3, 3)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Trois de forme (4, 3, 2, 1)

∗ ∗ 1 1
∗ 1 2
∗ 2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 1, 2, 3),

∗ ∗ 1 1
∗ 1 2
∗ 3
2

, de mot de réseau (1, 1, 2, 1, 3, 2),

∗ ∗ 1 1
∗ 2 2
∗ 3
1

, de mot de réseau (1, 1, 2, 2, 3, 1)

Donc c
(4, 3, 2, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 3

Deux de forme (4, 3, 1, 1, 1)
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∗ ∗ 1 1
∗ 1 2
∗
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 1, 2, 3),

∗ ∗ 1 1
∗ 2 2
∗
1
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 2, 1, 3)

Donc c
(4, 3, 1, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 2

Une de forme (4, 2, 2, 2)
∗ ∗ 1 1
∗ 1
∗ 2
2 3

, de mot de réseau (1, 1, 1, 2, 3, 2)

Donc c
(4, 2, 2, 2)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Deux de forme (4, 2, 2, 1, 1)

∗ ∗ 1 1
∗ 1
∗ 2
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 1, 2, 2, 3),

∗ ∗ 1 1
∗ 2
∗ 3
1
2

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3, 1, 2)

Donc c
(4, 2, 2, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 2

Une de forme (4, 2, 1, 1, 1, 1)

∗ ∗ 1 1
∗ 2
∗
1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 1, 2, 3)
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Donc c
(4, 2, 1, 1, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (3, 3, 3, 1)
∗ ∗ 1
∗ 1 2
∗ 2 3
1

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3, 2, 1)

Donc c
(3, 3, 3, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (3, 3, 2, 2)

∗ ∗ 1
∗ 1 2
∗ 2
1 3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 2, 3, 1)

Donc c
(3, 3, 2, 2)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Deux de forme (3, 3, 2, 1, 1)

∗ ∗ 1
∗ 1 2
∗ 2
1
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 2, 1, 3),

∗ ∗ 1
∗ 1 2
∗ 3
1
2

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3, 1, 2)

Donc c
(3, 3, 2, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 2

Une de forme (3, 3, 1, 1, 1, 1)

∗ ∗ 1
∗ 1 2
∗
1
2
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 1, 2, 3)

Donc c
(3, 3, 1, 1, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1
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Une de forme (3, 2, 2, 2, 1)

∗ ∗ 1
∗ 1
∗ 2
1 3
2

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3, 1, 2)

Donc c
(3, 2, 2, 2, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Une de forme (3, 2, 2, 1, 1, 1)

∗ ∗ 1
∗ 1
∗ 2
1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 1, 2, 3)

Donc c
(3, 2, 2, 1, 1, 1)
(2, 1, 1), (3, 2, 1) = 1

Et donc on retrouve que :

σ(2, 1, 1) · σ(3, 2, 1) =
σ(5, 3, 2) + σ(5, 3, 1, 1) + σ(5, 2, 2, 1) + σ(5, 2, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 2) + σ(4, 4, 1, 1) + σ(4, 3, 3)

+ 3σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 2) + 2σ(4, 2, 2, 1, 1) + σ(4, 2, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 3, 3, 1)

+ σ(3, 3, 2, 2) + 2σ(3, 3, 2, 1, 1) + σ(3, 3, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2, 1) + σ(3, 2, 2, 1, 1, 1).
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B : calcul de σµ · σλ = σ(3, 2, 1) · σ(2, 1, 1) ∈ H∗(G(6, 11), Z).

1 - Utilisation de la formule de Giambelli pour calculer
σµ = σ(3, 2, 1)

σ(3, 2, 1) =
σ(3) σ(4) σ(5)

σ(1) σ(2) σ(3)

0 1 σ(1)

= −σ2
(1) ·σ(4) +σ(1) ·σ(2) ·σ(3) +σ(1) ·σ(5)−σ2

(3).

2 - Donc :

σ(3, 2, 1) · σ(2, 1, 1) = (−σ2
(1) · σ(4) + σ(1) · σ(2) · σ(3) + σ(1) · σ(5) − σ2

(3)) · σ(2, 1, 1)

= −σ(1) · (σ(1) · (σ(4) ·σ(2, 1, 1)))+σ(1) · (σ(2) · (σ(3) ·σ(2, 1, 1)))+σ(1) · (σ(5) ·σ(2, 1, 1))
− σ(3) · (σ(3) · σ(2, 1, 1))

Et on va utiliser la formule de Pieri pour calculer :

2.1 σ(3) · σ(2, 1, 1) ; avec |ν| = 7
2.2 σ4) · σ(2, 1, 1) ; avec |ν| = 8
2.3 σ(5) · σ(2, 1, 1) ; avec |ν| = 9
2.4 σ(1) · (σ(4) · σ(2, 1, 1)) ; avec |ν| = 9
2.5 σ(1) · (σ(5) · σ(2, 1, 1)) ; avec |ν| = 10
2.6 σ(2) · (σ(3) · σ(2, 1, 1)) ; avec |ν| = 9
2.7 σ(3) · (σ(3) · σ(2, 1, 1)) ; avec |ν| = 10
2.8 σ(1) · (σ(1) · (σ(4) · σ(2, 1, 1))) ; avec |ν| = 10
2.9 σ(1) · (σ(2) · (σ(3) · σ(2, 1, 1))) ; avec |ν| = 10

On trouve, tous calculs faits :

2.1 σ(3) · σ(2, 1, 1) = σ(5, 1, 1) + σ(4, 2, 1) + σ(4, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 1, 1)

2.2 σ4) · σ(2, 1, 1) = σ(6, 1, 1) + σ(5, 2, 1) + σ(5, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 1, 1)

2.3 σ(5) · σ(2, 1, 1) = σ(7, 1, 1) + σ(6, 2, 1) + σ(6, 1, 1, 1) + σ(5, 2, 1, 1)

2.4 σ(1) · (σ(4) ·σ(2, 1, 1)) = σ(7, 1, 1) +2σ(6, 2, 1) +2σ(6, 1, 1, 1) +σ(5, 3, 1) +σ(5, 2, 2)

+ 3σ(5, 2, 1, 1) + σ(5, 1, 1, 1, 1) + σ(4, 3, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 1) + σ(4, 2, 1, 1, 1)

2.5 σ(1) · (σ(5) ·σ(2, 1, 1)) = σ(8, 1, 1) +2σ(7, 2, 1) +2σ(7, 1, 1, 1) +σ(6, 3, 1) +σ(6, 2, 2)

+ 3σ(6, 2, 1, 1) + σ(6, 1, 1, 1, 1) + σ(5, 3, 1, 1) + σ(5, 2, 2, 1) + σ(5, 2, 1, 1, 1)

2.6 σ(2) · (σ(3) · σ(2, 1, 1)) = σ(7, 1, 1) + 2σ(6, 2, 1) + 2σ(6, 1, 1, 1) + 2σ(5, 3, 1)

+ σ(5, 2, 2) + 4σ(5, 2, 1, 1) + σ(5, 1, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 1) + σ(4, 3, 2) + 3σ(4, 3, 1, 1)

+ 2σ(4, 2, 2, 1) + 2σ(4, 2, 1, 1, 1) + σ(3, 3, 2, 1) + σ(3, 3, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 1, 1)

2.7 σ(3) ·(σ(3) ·σ(2, 1, 1)) = σ(8, 1, 1) +2 σ(7, 2, 1) +2 σ(7, 1, 1, 1) +2 σ(6, 3, 1) +σ(6, 2, 2)

+ 4σ(6, 2, 1, 1) + σ(6, 1, 1, 1, 1) + 2σ(5, 4, 1) + σ(5, 3, 2) + 4σ(5, 3, 1, 1) + 2σ(5, 2, 2, 1)

+ 2σ(5, 2, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 2) + 2σ(4, 4, 1, 1) + 2σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 1, 1)

+ σ(3, 3, 2, 1, 1)
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2.8 σ(1) · (σ(1) · (σ(4) ·σ(2, 1, 1))) = σ(8, 1, 1) + 3σ(7, 2, 1) + 4σ(7, 1, 1, 1) + 3σ(6, 3, 1)

+ 3σ(6, 2, 2) + 8σ(6, 2, 1, 1) + 3σ(6, 1, 1, 1, 1) + σ(5, 4, 1) + 2σ(5, 3, 2) + 6σ(5, 3, 1, 1)

+ 5σ(5, 2, 2, 1) + 5σ(5, 2, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 1, 1) + 2σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 2)

+ 2σ(4, 2, 2, 1, 1) + σ(4, 2, 1, 1, 1, 1)

2.9 σ(1) · (σ(2) · (σ(3) ·σ(2, 1, 1))) = σ(8, 1, 1) + 3σ(7, 2, 1) + 4σ(7, 1, 1, 1) + 4σ(6, 3, 1)

+ 3σ(6, 2, 2) + 9σ(6, 2, 1, 1) + 3σ(6, 1, 1, 1, 1) + 3σ(5, 4, 1) + 4σ(5, 3, 2) + 10σ(5, 3, 1, 1)

+ 7σ(5, 2, 2, 1) + 7σ(5, 2, 1, 1, 1) + 2σ(4, 4, 2) + 4σ(4, 4, 1, 1) + σ(4, 3, 3) + 7σ(4, 3, 2, 1)

+ 6 σ(4, 3, 1, 1, 1) + 2σ(4, 2, 2, 2) + 5 σ(4, 2, 2, 1, 1) + 2σ(4, 2, 1, 1, 1, 1) +σ(3, 3, 3, 1) +σ(3, 3, 2, 2)

+ 3σ(3, 3, 2, 1, 1) + σ(3, 3, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2, 1) + σ(3, 2, 2, 1, 1, 1)

- Finalement :

σµ · σλ = σ(3, 2, 1) · σ(2, 1, 1)

= σ(5, 3, 2) + σ(5, 3, 1, 1) + σ(5, 2, 2, 1) + σ(5, 2, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 2) + σ(4, 4, 1, 1) + σ(4, 3, 3)

+ 3σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 2) + 2σ(4, 2, 2, 1, 1) + σ(4, 2, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 3, 3, 1)

+ σ(3, 3, 2, 2) + 2σ(3, 3, 2, 1, 1) + σ(3, 3, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2, 1) + σ(3, 2, 2, 1, 1, 1)

4 - Utilisation des coefficients cνµ,λ de Littlewood-Richardson

On a σµ ·σλ =
∑

ν c
ν
µ,λσν , avec : |ν| = |µ|+ |λ| = 10 et le calcul de σµ ·σλ

est ramené à celui des coefficients de Littlewood-Richardson cνµ,λ.

Comme µ = (3, 2, 1) et λ = (2, 1, 1) on remplace µ par son diagramme
de Young, également noté µ :

µ :
∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗

et λ par le tableau de Young, également noté λ :

λ :
1 1
2
3

, avec deux fois 1 sur la première ligne car λ1 = 2, une fois 2 sur

le deuxième ligne car λ2 = 1 et une fois 3 sur le troisième ligne car λ3 = 1.

Les λ-extensions de µ sont obtenues en bordant à droite les lignes du
diagramme de Young de µ par les 4 chiffres (1, 1, 2, 3) du tableau de Young
de λ.

On obtient les 23 extensions strictes suivantes :
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Une de forme (5, 3, 2)

∗ ∗ ∗ 1 1
∗ ∗ 2
∗ 3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(5, 3, 2)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (5, 3, 1, 1)

∗ ∗ ∗ 1 1
∗ ∗ 2
∗
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(5, 3, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (5, 2, 2, 1)

∗ ∗ ∗ 1 1
∗ ∗
∗ 2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(5, 2, 2, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (5, 2, 1, 1, 1)

∗ ∗ ∗ 1 1
∗ ∗
∗
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(5, 2, 1, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (4, 4, 2)

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 1 2
∗ 3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)

Donc c
(4, 4, 2)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (4, 4, 1, 1)
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∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 1 2
∗
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)

Donc c
(4, 4, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (4, 3, 3)

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 2
∗ 1 3

, de mot de réseau (1, 2, 3, 1)

Donc c
(4, 3, 3)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Trois de forme (4, 3, 2, 1)

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 1
∗ 2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3),

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 2
∗ 1
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3),

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 2
∗ 3
1

, de mot de réseau (1, 2, 3, 1)

Donc c
(4, 3, 2, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 3

Deux de forme (4, 3, 1, 1, 1)

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 1
∗
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3),

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗ 2
∗
1
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)
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Donc c
(4, 3, 1, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 2

Une de forme (4, 2, 2, 2)
∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗
∗ 2
1 3

, de mot de réseau (1, 2, 3, 1)

Donc c
(4, 2, 2, 2)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Deux de forme (4, 2, 2, 1, 1)

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗
∗ 1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3),

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗
∗ 2
1
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)

Donc c
(4, 2, 2, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 2

Une de forme (4, 2, 1, 1, 1, 1)

∗ ∗ ∗ 1
∗ ∗
∗
1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(4, 2, 1, 1, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (3, 3, 3, 1)
∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1
∗ 1 2
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)

Donc c
(3, 3, 3, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (3, 3, 2, 2)
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∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1
∗ 2
1 3

, de mot de réseau (1, 2, 3, 1)

Donc c
(3, 3, 2, 2)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Deux de forme (3, 3, 2, 1, 1)

∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1
∗ 1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3),

∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1
∗ 2
1
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)

Donc c
(3, 3, 2, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 2

Une de forme (3, 3, 1, 1, 1, 1)

∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1
∗
1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(3, 3, 1, 1, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (3, 2, 2, 2, 1)

∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ 1
1 2
3

, de mot de réseau (1, 2, 1, 3)

Donc c
(3, 2, 2, 2, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Une de forme (3, 2, 2, 1, 1, 1)
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∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ 1
1
2
3

, de mot de réseau (1, 1, 2, 3)

Donc c
(3, 2, 2, 1, 1, 1)
(3, 2, 1), (2, 1, 1) = 1

Et donc on retrouve que :

σ(3, 2, 1) · σ(2, 1, 1) =
σ(5, 3, 2) + σ(5, 3, 1, 1) + σ(5, 2, 2, 1) + σ(5, 2, 1, 1, 1) + σ(4, 4, 2) + σ(4, 4, 1, 1) + σ(4, 3, 3)

+ 3σ(4, 3, 2, 1) + 2σ(4, 3, 1, 1, 1) + σ(4, 2, 2, 2) + 2σ(4, 2, 2, 1, 1) + σ(4, 2, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 3, 3, 1)

+ σ(3, 3, 2, 2) + 2σ(3, 3, 2, 1, 1) + σ(3, 3, 1, 1, 1, 1) + σ(3, 2, 2, 2, 1) + σ(3, 2, 2, 1, 1, 1).

- 5 On constate que :

σ(3, 2, 1) · σ(2, 1, 1) = σ(2, 1, 1) · σ(3, 2, 1)
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[18] J. Harris. Algebraic geometry. A first course. pp. 63-71. Lecture 6. Grass-
mannians and Related Varietes. Graduate Texts in Mathematics 133.
Springer-Verlag New york, Inc. 1992.

[19] R. Hartshorne. Algebraic geometry. Springer-Verlag New York, Inc. 1977.

[20] A. Hatcher. Algebraic topology. Cambridge University Press. 2001.
(13ème impression 2010).

http ://www.math.cornell.edu/hatcher/. 2001.

[21] D. A. Hudec. The Grassmannian as a Projective Variety. University of
Chicago. REU. 2007.

[22] K. Hulek. Elementary algebraic geometry. Student mathematical library.
Vol. 20. AMS. 2003.

[23] A. Khetan. Determinantal formula for the Chow form of a toric surface.
ISSAC 2002. Lille. France. 7-10 juillet 2002.

[24] S.L. Kleiman et D. Laksov. Schubert calculus. The American Mathema-
tical Monthly. Vol 79. No. 10. pp. 1061-1082. Décembre 1972.
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