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1 Introduction

Cet article définit et présente la grassmannienne G(k, n) sur un espace
vectoriel V', de dimension n : il s’agit de I’ensemble des sous-espaces vectoriels,
de dimensions k, de V.

Puis il expose le plongement de Pliicker, les coordonnées de Pliicker et les
relations qui peuvent exister entre ces coordonnées, qualifiées de relations de

Plucker.

La grassmannienne G(k, n) est une variété différentielle, irréductible, ra-
tionnelle et projective, de dimension k (n — k).

Les notions de partition et de partition admissible dans G(k, n), ansi
que le diagramme de Young associé, sont présentées. A une partition admis-
sible dans G(k, n) est associée une sous-variété de la grassmannienne G(k, n)
qualifiée de variété de Schubert dont les classes de cohomologie sont appelées
cycles de Schubert.

Nous présentons le calcul de Schubert qui consiste a multiplier ces cycles.
Ce calcul est copie conforme de celui entre polynomes de Schur, définis par la
suite, qui sont des polynomes symétriques particuliers. Il fait intervenir des
coefficients, qualifiés de Littlewood-Richardson, positifs ou nuls (et souvent
égaux a 0 ou 1). Plusieurs formules qui permettent ce calcul sont exposéees
et en particulier celles de Pieri et Giambelli.



Les exemples des grassmanniennes G(k, n) ; k < n; n < 6, sont présentés.
G(2, 4) est le premier exemple non trivial de variété projective (i.e. qui n’est
pas un espace vectoriel).

Finalement un Annexe présente un exemple de produit de 2 cycles de
Schubert qui fait intervenir 4 coefficients de Littlewood-Richardson non égaux
a 0 ou 1. On vérifie, sur cet exemple, que ce produit est bien commutatif.



2 Notations

ssi signifie si et seulement si.
= signifie isomorphe.
#{} signifie nombre d’éléments de 'ensemble {}.

Soient :
e K un corps algébriquement clos (par exemple C, ...).
e k,neN*; 1<k <n (et parfois k = n) des dimensions.

e I/ £ K" un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel), de dimen-
sion n et de base {e1,..., €;,..., e,}. Soit v € V :
v=uley+ .. Fve+ ... +u"e, et [u] 2 (01, vt 0™, matrice colonne
de dimension n x 1.

e VV* £ Hom(V, K) [ensemble des homomorphismes (applications linéaires)
de V dans K, dites formes linéaires, espace vectoriel sur K, de dimension n,
dual de V et de base {e*!, ..., e*™, ... e} dualedelabase {e,..., € ..., ey}
i.e. telle que e (e;) = 6"; i, m = 1,..., n, symbole de Kronecker égal a 1
si les 2 indices sont égaux et a 0 s’ils sont différents.

Soit v* € V* tv* =wfer + .. 4k e 4 vk e* et
A * *

[v*] £ (vf ... v ... 0%), matrice ligne de dimension 1 X n. On a :
v 5 K
v <vt v >20%(v) = [v¥] [v]
ol <, > désigne un produit scalaire.

Y

e U un sous-espace vectoriel de V', de dimension k et de base
{fl,...,fj7...,fk}.SOitUGUZ ‘
u=bfi+.. .+ fi+.  +V fi=ule+.. . tule+ ... +ue,.

[B] £ (b'...0...bF)", matrice colonne de dimension k x 1 et
. .

[u] £ (u'. .. ui.. . u™)', matrice colonne de dimension n x 1.
Onposefj:fjlel—i—...—l—f;eiqL...—l—f;len;1<j<k;et:

Ao
f1=(f}) = © ¢ ¢ |, matrice rectangulaire de dimension £k X n.

fe o SR
On a [u] = [f]'[b].

Les kn éléments de [f] sont appelés coordonnées de Stiefel de U.



Mais on peut trouver une base {gi,..., g;,..., gr} de U telle que :
1 ... 0 ng gy

gl=(=1: : + + 1
0 ... | gk+1 gy

Les k (n—k) éléments non triviaux de [g]| sont appelés coordonnées affines

de U.

o Ur 2 Hom(U, K) sous-espace vectoriel de V*, de dimension k, dual de

U et de base {f*',..., f*, ..., f**} duale de la base {f1,..., fj,..., fu} i.e.
telle que f*(f;) —5l i, L= 1 , k. Soit u* € U* :
u* =0} —|—b*f*l ...—I—b*f*k—u’l‘e*l+...—|—u;ﬁle*m—|—...+u;e*”.

[b*] = (b5 ...bF...b%), matrice ligne de dimension 1 x k et
[w*] & (uh...u¥, ... u"), matrice ligne de dimension 1 x n.

o
On pose f*l = 1*l 6*1 _|_f*l *m _|_f*l *n. l < ket -
S
[f1=(fn) = © ¢ ¢ |, matrice rectangulaire
*k f*k:
1 D n

de dimension k x n. On a [f*] [f] = I (matrice unité d’ordre k). En effet
= [ = (e (fle) = [ fiem(e) = fil 100 = Ji 77 (wous

avons utilisé la convention d’Einstein qui consiste a sommer par rapport a
un indice qui apparait en bas et en haut).

On a [u”] = [0 [f*] et

U K

u o <utu>2ut(u) = [ut] [u]
Mais [w] [u] = [b°] [f][f]" [b] = [b] [b] = 0" (b) &< b, b >.

k ¢ . - .
o A"V la k®™€ puissance extérieure de V'; espace vectoriel sur K, de

dimension C* [C* & #'),] et de base canonique :

{eq Ao A e@k 1<y < ... <ig<n}.
Soit wy, € /\ Vo:iw, = Zl<i1<...<ik<n w,? e AL A e, et
_ i . . .
[we] £ (wik . w"F ™Y matrice colonne de dimension C* x 1.

On remarque que w; = v car /\1 V=V.



e AV 2 PE NV = P NV (car AV = ... = 0) algebre
extérieure ou algebre alternée ou algébre de Grassmann [29]!; c’est une
algebre graduée.

e (A*V)" 2 Hom(A"V, K) espace vectoriel sur K, de dimension C*, dual
de A" V. On montre que (A* V)" = AF V* est donc de base canonique :
{e"" AN ANe [l <iyp < ... < < n}

Soit w** € /\lC V* o wrh = D iy <. <inn wfﬁ__ik e AL N ek et

A . . . .
[w*k] = (wi*, .. .wz‘f_kﬂ)mn), matrice ligne de dimension 1 x C¥.

On remarque que [w*™=] & (w;(?(;li)k) . w?;ii]f )n) est une matrice ligne

de méme dimension que [w**] car C" % = C*.

Nous allons associer a tout élément wy, de /\k V un élément &*"F) de
A""V* et réciproquement.

Pour cela on pourra consulter [4]2 [8]3 [11]* [18]° [35]6 [39] 7.
Pour définir cette association considérons I'application bijective :

/\k: 1% <:> /\n—k 174

Wi = aj*(n—k) ’
~*x(n— ~*(n—k * *J

telle que : "M =37 . . ]l(n]nzk e LN LA eMnk | avec
cbjl(";fzk £ (1)t diesdnak) 1% ol 4y, ... iy sont les éléments du
complément a 1,..., n de j1,..., J,_r pris par ordre croissant et
S(i1y vy Uy J1y- -+, Jnk) la signature de la permutation de (1,..., n) a
(le7 R ika jla R ,]n—k) [15] 8'

i(nk)] A (k) ~x(nk) \ _ (n—k-+1).. ok

Donc [@*(=h] £ (wl.fl(nfk)“'w(k11)...n) = (w" " wph), ma-

trice ligne de dimension 1 x C¥ car C" % = CF. Cependant dans cette

derniere matrice des signes - apparaissent devant certains éléments, comme
le montrent les exemples suivants.

On a donc Pisomorphisme canonique A*V = A" * V.

1. p. 733

2. p. 6 Remark

3. pp. 6-7 Exercice 2.1 Exemple 2.2 Exercice 2.3

4. pp. 81-83 § 3.5 : Applications : II. Grassmanniennes et pp. 182-183 A.43 et pp.
183-184 A44 et A, 45

5. pp. 63-65 Exemple 6.1 : Grassmannians

6. p.?

7. pp. 42-43 Exemple 1 : The grassmannian

8. p. 94 éq. (1.6)



Exemples :

? 4 3 2 1)

Wy _Wil Wy _W% W%)

*:si(k, n) = (2,4) alors [0 = ((wi* —w3® wd® wy' —w w?)

si (k, n) = (2, 5) alors :
3

~%3] _ (45 5 .34 25 24 23 15 14 13,12
[ ]—(Wz Wy Wy Wy Wy Wyt Wy Wy W Wz)

si (k, n) = (2, 6) alors :
[d)*ﬂz(&bcdefghijklmno),avec:

_ )35 34
a=w’ b=—wi c= w2,d—w2,e —wy’, f = wy",
_ 26 p _ 25 ;o _ S 923 016 7 15 o 14
g = _w2137 h = w%g? t= _WQ y ] = wWao, k= Was [ = —WyT, M = Wy,
* :si (k, n) = (3, 4) alors [0*!] = ( —w3* Wi —wi® wi®)
*x sl (k,n) = (3, 5) alors :
~x2] _ 345" _ 245 235 _ 234 145 135, 134 125 124 123
[w**] = ( W3 Wz~ W3 Wg' Wiz Wy Wy Wy TWit Wy )
* :si (k, n) = (3, 6) alors :
[JJ*?’:(abcdefghijklmnopqrst),avec:
0= —wiB b= o= W d = o= 2 f =20
S— 236 235 ; 234 (156 146
g=- y h=—w3™, i =ws™, j = —ws™, k= = —ws™,
_ 145 136 _ 135 134 126 Wl o 12
m = w37n 370_ y DP=W3"", § = — y T =wWg™, § = —W3™,
t= Wi

x:si(k, n) = (4, 5) alors [@*] = ( WS I35 125 (1235 1234 )

si (k, n) = (4, 6) alors :
@ =(a b cde fghijhklmmn o), ave:

3456 2456, _ 2356 7 _ _ 2346  _ 2345 (1456
a=wy™" b=—wi™ c=wi™”, d=—w"™, e =wi”, f = w7
g= 356 Jh= w1315 5 1256 4246 | = w2,
m — Wiz%v n=-—w? o= w1234



* st (k, n) = (5, 6) alors :
(] = (—w20 I3I50 1256 (12356 1236 (12345 )

e Mat(k, n) I'ensemble des matrices k x n a éléments dans K :
dim Mat(k, n) = kn.

e S(k, n) la variété de Stiefel des matrices k x n de rang plein (ou maxi-
mal) : S(k, n) C Mat(k, n); dimS(k, n) = kn, car une matrice k X n est
généralement de rang plein; c’est I’ensemble des matrices k£ X n qui ne sont
pas de rang plein qui constitue une sous-variété de Mat(k, n) de dimension
strictement inférieure a kn.

On remarque que dim S(k, n) est le nombre de coordonnées de Stiefel.

e GL(k) = S(k, k) 'ensemble des matrices d’ordre k régulieres.
dim GL(k) = k2.

o G(k,n) = S(k, n)/GL(k) la grassmannienne [15]° [33]1° [39] 11. Donc :
dimG(k, n) =kn—k* =k(n—k) [15]'? [33] ' et G(k, n) = Mat(k, n — k).

On remarque que dim G(k, n) est le nombre de coordonnées affines et que
dimG(n —k, n) = dimG(k, n) = k (n — k) ; c’est la raison pour laquelle les
grassmanniennes G(n — k, n) et G(k, n) sont qualifiées de duales.

Remarque : on peut préciser, dans la définition de G(k, n) le corps K :
G(k, n)(K) [26]

e P(V) =P(K") = P,_;(K) espace projectif, de dimension n — 1, associé
au K-espace vectoriel V' [3] 5.

9. p. 92 éq. (1.2)
10. Attention G(k, n) est noté G(k, n); il y a donc confusion avec ce qui suit
11. p. 68 Exemple 5

12. p. 92 ligne 4
13. p. 13

14. p. 6

15. p. 605






3 La grassmannienne G(k, n)

On pourra consulter [1] [7] [8] [11] 16 [15] 17 [21] [22] '8 [26] [30] [34] [40] *°
[47] [48]

G(k, n) £ {U | U est un sous-espace vectoriel de Vde dimension k} [26] 2°.

3.1 Le plongement P de Pliicker de G(k, n) et les co-
ordonnées de Pliicker

On pourra consulter [26] ' [35] 22,

Gk, n) P(A\*V) \
U s PO =[[fi A A ] ,ou {f1,..., fr} est une base de
U et ou [[ ]] signifie la classe des éléments proportionnels.
(AN AR =1+ o+ fle) A A(fien+ .+ filen)]]
= D iciiccipan @i e A Al ]l = [w]]

En effet si on change de base pour U on constate que P(U) est multiplié
par le jacobien du changement de base et donc n’est défini qu’a une constante
multiplicative prés; c’est donc bien un élément de Uespace projectif P(\" V')
et non de 'espace affine /\k V.

Alors P(N\* V) = P(K) = Py (K), avec N = C*¥ —1 (espace projectif de
dimension N [22]23).

Les coordonnées homogenes w,il"'i’“ de P(U), dans la base canonique
{ea Ao Nei |1 <y < ... <ip <n}de A"V sont les coordonnées de
Pliicker de U. Elles se calculent avec les coordonnées de Stiefel
fi(1<i<n;1<j<k)deU :w!™ est le mineur (maximal) de [f]
construit avec les colonnes i ...%;. Le nombre de coordonnées de Plicker
wi % de U est donc C* = N + 1.

16. pp. 81-83 5. Applications : IT grassmanniennes et pp. 182-184 (A.43), (A.44) et (A.45)
17. pp. 91-105 parties 1 et 2

18. p. 198

19. pp. 67-70 § 5.4 Grassmannians

20. p. 6

21. pp. 7-8 § 1.1.3

22. p. 383

93. pp. 11-12 th. 1.10



On peut calculer également les coordonneés de Pliicker w?"'i’“ de P(U),
dans la base canonique
{eg NoooNe, |1 <ip <...<ip<n}de /\k V' avec les coordonnées affines
g k+1<i<n;1<j<k)deU: @™ est le mineur (maximal) de [g]
construit avec les colonnes 7, ...%;. En particulier w,?'“k = 1. Le nombre de

coordonnées de Pliicker @} de U non triviales est donc C* —1 = N.

3.2 La grassmannienne G(k, n) est une variété algébrique
Définition
Soit wy, € /\kV et v € V, v # 0. On dit que v divise wy, ssi il existe
Op_1 € /\k*1 V tel que wy, = v A 0p_1.
Lemme 1
Soit wi, € A"V et v eV, v+£0. v divise wy ssi v A wy, = 0.
Démonstrations

. . 0 k—1
e Si v divise wy il existe ox_1 € A"V tel que wy, = v A 0p_1 et alors
VAwr =vAUvA0Tr_1 =0 QED.
e SivAwp=0etv#0soit {e; =v, ey,..., €,} une base de V. On a
Wi = 21<i1<...<ik<n wy e AL Ae;, et alors
_ i P
VAWE =D ciic cinanWi " FEIA € AL A = 0. e

i1

) R 7 1.0k
Zl<i1<...<z’k<n wi ™ er A ey, Ao .. Ne;, = 0 et, par conséquent, w, =

0 pour
; . _ Lig...ip
1<ip <...<i<n Alors wy, = e; A 22<i2<m<ik<nwk iy N\ ... N\ €,
. lig..i

soit wp, = v A op_1 avec v = e; et o1 = Z2<i2<...<ik<n wp? e, N A e,
et donc le vecteur v divise wy, QED.

Définition

On dit que wy € A"V est totalement décomposable ssi il existe k vecteurs
linéairement indépendants : vq,..., v, € V tels que wy = v A ... A vg.

Lemme 2

Wk € /\k V est totalement décomposable ssi I'espace des vecteurs le divi-
sant est de dimension k.

Démonstrations

o Siwy € /\k V est totalement décomposable il existe k vecteurs linéairement
indépendants : vy,..., vy € V tels que wy = v1 A ... A v,. Alors d’apres le
premier lemme 'espace des vecteurs divisant wy est ’ensemble :

U={veVpAv A... Ny, =0},

10



Ainsi v € U ssi il est linéairement dépendant des vecteurs vy, ..., vy i.e.
U a pour base {vq,..., vy} donc est de dimension k QED.

e Soit U le sous espace de V, de dimension k, des vecteurs divisant
we € N"V et soit {f1,..., fu} une base de U. Etendons cette base & une
base {f1,---, fis frs1,---, fu} de V. On peut écrire :
WE = Zl<i1<._<ik<n at fi Ao NSy Pourtout j =1,..., kona fjAwp =0
et alors :

o fiAw, =0 = a"% =0 pour i; # 1 et alors :
_ Lig..i
W = Z2<i2<i3<...<ik,<na 2t 1IN fig Ao figs

o foAw,=0 = al®% = pour iy # 2 et alors :

Wk = D 3ciycisencinan @25 LN fa N fig Ao A fi
o .

.oy

o fr Nwp =0 = a12. (k-1)s, = 0 pour iy # k et alors :
wp = a'?F fL AN fo AU A fi et wy est totalement décomposable QED.

Lemme 3
Soit wy, € A" V. Considérons I'application Dy, -

Vo2 ANy

v o, (V) 2 wpAv
Donc ¢, € Hom(V, A*™ V).
Alors wy, est totalement décomposable ssi ker(g,, ) est de dimension k.

Remarque : il s’agit des notations de [18] ?* et de [26]%°. De plus on peut
noter que [15], avec des notations différentes, utilise un signe opposé.

Démonstrations

Etant donné que v Awy, = —wyi A v alors ker(yp,, ) est I'espace des vecteurs
divisant wy, d’apres le lemme 1 et wy, est totalement décomposé ssi cet espace
ker(py, ) est de dimension k, d’apres le lemme 2 QED.

On a [p,, (V)] = [wp A V] = [pw,] [v]. Les matrices [pu, (v)], [Pw,], [v] sont
de dimensions respectives C**1 x 1, Ck+1 x n, n x 1. Voir des exemples de
calcul de [p,, ] ci-apres.

24. p. 64
25. p. 11 et p. 13, mais avec une erreur de signe p. 13

11



e Considérons ’application gpfw transposée® de 'application @, :

t
(/\k+1 V) ~ /\k+l V* g V* '
a*(k+1) — Spfuk (a*(k+1)) A Cy*(k+1) 0 Doy,

Donc ¢!, € Hom(A\*"'V*, V*).

Ona [igf, ()] = [a* " V][], | = [a**+] [,,]. Les matrices [, (a**+1)],

[a*®+D] [, ] sont de dimensions respectives 1 x n, 1 x Ck+1 Ck+1
e Considérons 'application v, :
Yw n—
Ve =K NE Y .
5 1, (vF) & R A
Donc 1, € Hom(V*, A" " V).

Remarque : il s’agit des notations de [26]%". Par contre [18]?® utilise un
signe opposé. On a :

[t ()] = [@*0*7F Av*] = [v*] [, )'. Les matrices [th, (v*)], [v], [t )
sont de dimensions respectives 1 x CX=1 1 xn, nx C*~! (car O+ = Ck—1),

La matrice [t,, ] est donc de dimension C*~! x n. Voir des exemples de
calcul de [t ] ci-apres.

e Considérons 'application wik, transposée de 'application v, :

(/\n—k—l-l V*)* ~ /\n—k—l—l 14 ﬂ (V*)* ~ '
ﬁn—k—i—l — ¢ka (ﬁn—k—‘rl) é 6n—k+1 o ¢wk

Donc ¢, € Hom(A" "™V, V). On a :
[wik(ﬁn_k+1)] = | fjk] [Br—ks1] = ka]t [Br—k+1). Les matrices W’f;k (Br—k+1)],

(WLl = [V ]’) [Bu_is1] sont de dimensions respectives n x 1, n x CF1,
Ck1x 1.

n

26. certains, comme [15] disent duale
97. p. 12
28. p. 64

12



3.3 Les relations de Pliicker
On pourra consulter [4] 2 [7]30 [8] 31 [9] [15] 32 [21] [24] 33 [30] 3* [39] %5 [41].
Soit wy € /\k V' et considérons le produit scalaire :

Bart40) g,y (W) 2< 0p, (@) L (Buoiin) >= [l (@ EF )] (1, (Baps)]
= [0 ® ] [pu] [ ] [Ba-i]

Alors wy € G(k, n) ssi Zpern g, (w1) = 03 Var®D e ATIVS et
VBa—rer € N*MHV (18] [21]%7,

Finalement wy, € G(k, n) ssi [¢u,] [t,]" = 0. Cette égalité matricielle
donne C*1 x C*=1 ggalités scalaires. Parmi elles certaines sont triviales et
les autres, qui peuvent apparaitre plusiers fois, en nombre nrp G(k, n), si
elles ne sont comptées qu’une fois, sont appelées relations de Pliicker.

Les nrp G(k, n) relations de Pliicker peuvent elles mémes étre dépendantes;
il n’y en a que nrpi G(k, n) d’indépendantes, d’apres [32] :
nrpi Gk, n) = §[(Ch)" + Cf] - 5 CE Ol

k+1

On peut expliciter les C*1 x C*~1 égalités scalaires précédentes par uti-
lisation d’une contraction (ou convolution).

Définition de 'opération w* 5 pour w* € /\l %

Cette opération est appelée contraction [8] 3 ou convolution [39]% selon
les auteurs. On peut dire que w* Jw,, est la convolution de w* et w,, [39]1°.
Pour [11]* lopération w* i est appelée produit intérieur par w*.

m w*ly m—l
Cette opération est telle que NV — /\*l 4

W > Wrlwy,

,sim >1

(et elle est nulle si m < 1).

29. pp. 5-6 The Pliicker relations

30. pp. 2-5 § 2 The Pliicker relations et pp. 16-18 § 5.4 The Pliicker relations(bis)
3. p. 7

32. pp. 94-96 § D Pliicker relations et en particulier théoreme 1.3
33. pp. 1062-1066 § 2 The Grassmann manifold

34. p. 8

35. p. 42 éq. (2)

36. pp. 63-65

37. p. 9 Theorem 4.6

38. p. 7

39. p. 42

40. p. 42

41. p. 182

T T T oo

13



(i) On définit tout d’abord l'opération v* s pour v* € V* i.e. on considere
le cas | = 1 pour lequel \' V* = V* et w* = v* :

A"V ATTY
Wy > U awy,

Y

de telle maniere que :

v'IN20si e NV =K,

viav 2ot(n) e NV =Ksiny e \'V =V,

v (01 Ava) 2 0* (1) Avg — vy AU*(03) = v*(v1) vy — v (v) vy € ANV =V
siv; Avg € /\2V,

V(A AU 2T (D) T W) o A AT Ay,
(0; terme omis) [8]*? et on étend & tout w,, € A™V, non nécessairement
décomposable, par linéarité. On remarque qu’alors si w,, = Wy,—1 A vy, On a :

V SwWy = 0 (Wt A Um) = (U 0wWmo1) AU + (=1 wm A (VL)
[39] 43,

(ii) Puis on pose :

(VA 2AL L A ED A S, & o (02 S(c L (0 Y (0 wy,)) L)) et
on étend a tout w* € /\l V*, non nécessairement décomposable, par linéarité.

Alors wi € G(k,n) ssi (w**Yw,) Aw, =0 dans /\k+1 V,
Vw*(kfl) c /\k—l V* [8] 44 [15] 45 [39] 46‘

On peut expliciter la relation précédente par spécialisation. Si on considere
wE=D = ¥ A A e** -1 on montre que la relation précédente conduit a :

wr € G(kyn)ssipour 1 <igp < ...<ip1<netl<ji<...<jiz1 <n
on a :

z’;i—i (_1)17 wlilu-ik—ljp wilu-jp-"ijrl =0, (j;; indice omis) [8] 47 [15] 48 [24] 49
[39] 0. Tl s’agit bien des Ck+1 x C*~1 égalités scalaires précédentes.

42. p. 7
43. p. 42 éq. (1)
44. p. 7

45. p. 96 éq. (1.11)
46. p. 42 éq.(2)
47. p. 7

48. pp. 94-95 Partie D éq. (1.7)
49. pp. 1062-1066 § 2. The Grassmanniann manifold et p. 1063 éq. (QR)
50. p. 42 éq. (3)
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4 Le calcul de Schubert

On pourra consulter [8]°! [26] %% [30] %3 [34] °4.

4.1 Partitions

On pourra consulter [2]°® [5] [7].

Une partition est une suite finie faiblement décroissante de nombres en-
tiers non-négatifs. On note A = (A, Ag,...), avec Ay = A2 = ... > 0 une
partition. On dit que |A| £ A\;+ Xy +. .. est le degré, le poids [8] [27] ou la taille
[57] de la partition et I(A) = max{i|\; # 0} sa longueur. En conséquence on
note :

A= (A1, Az, ..., Aiy) iee. sans les éventuels zéros situés a droite et A = ()
si Ay = 0. Par exemple on écrit (5, 4, 2) et non (5, 4, 2, 0, 0).

STA= (A1, Ao, ..oy Ap),avec Ay = Ag = ... = A = 0 on dit que c’est une
partition en, au plus, k parties.

Soit d € N. On dit que A est une partition de d ssi |A| = d.

Donc A est une partition de d en, au plus, k parties ssi A = (A1, Ag, ..., Ax)
et |A| = d.
4.1.1 Notion de Partitions admissibles dans G(k, n)

On pourra consulter [7]%6 [8]57 [34] 58

Si A = (A, Ag,..., Ag) est une partition en, au plus, k parties on peut
remarquer que : A = (Ay, Ao, ..., A\, 0,...,0), avec n — k zéros.

Une partition A en, au plus, k parties est admissible dans G(k, n) ssi
n—k>=M>=MX>...> )\ >0.1lyadonc C* partitions admissibles dans
G(k, n).

51. a partir du bas de la p. 7

52. pp. 29-41 § 1.3

53. pp. b-7 textsection 3

54. pp. 5-6 textsection 2.1

55. p. 0-14 et p. 0-15 mais attention une partition est définie comme une suite faiblement
croissante et non décroissante comme nous la présentons ici

56. p. 8 éq. (8)

57. p. 8

58. p. 5 mais qui ne dit pas ”admissible”
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Partition duale (ou complémentaire ou conjugée) d’une parti-
tion admissible dans G(k, n)

On pourra consulter [8] % qui parle de partition duale, notée X*, (terme
que nous allons utiliser) [27]%° qui parle de partition complémentaire, notée
AV et [5] [7) [17] qui parlent de partition conjugée.

La partition duale A*, de A, partition admissible dans G(k, n) en, au plus,
k parties est la partition en, au plus, k parties :

A" = (AT, A5, Ap), telle que :
/\fén—k‘—)\k_l+1;l:1,...,/{[8]61.

On constate qu’il s’agit bien d'une partition en, au plus, k parties et
qu’elle est admissible dans G(k, n), car :

n—k=MNZ=MN>...>\>0

On note que |A*| =k (n—k) — |A|.

Le symbole de Schubert j dans G(k, n) [30]%
jé(jl,jg,..., jk)é(n—k—Al—i—l,n—/{:—)\g—l—Q,...,n—Ak).
Donc jy=n—k—XM\+i;i=1,..., k.

Onal<j<js<...<Jjr<neton peutdirej=j(\) [34]%.

Inversement :
A2 (ML Aoy, )2 n—k—ji+1,n—k—j,+2,...,n—j) et on
peut dire A = A(j).

On a aussi \; = #{[ji, n] \ j} pour i« = 1,..., k ou [j;, n|] représente
I'ensemble des nombres de j; a n [34] %%. Voir des exemples ci-apres.

La bijection sh définissant une forme dans G(k, n) (”shape” en an-
glais)

aéSh(.D é(ala az, ..., Cbk>é<j1—1,j2—2,..., jk_k)
Em—k—-A,n—k—X...,n—k—X\).

59. p. 12
60. p. 7
61. p. 12
62. p. 6
63. p. 5 qui note j = I(A)
64. p. 5
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Notion de matrice de dimension kxn en position j £ (ji, jo, ..., ji)
ot j est le symbole de Schubert dans G(k, n) [2] %, [27] %, [30] ®".

Il s’agit de la matrice qui a pour élément 1 sur la ligne [ et le colonne 7

(I=1,..., k) et pour éléments 0 dessus, dessous et a droite de cet élément 1.
Cette matrice a donc la forme :
x ...« 1 ... 0 ... 00 ...0...00©O0...0
* x 0 * x 1 0 000 0
* x 0 * x 0 .0 010 0
Elle appartient donc a a1+ +ix— 0L

Exemple : matrice de dimension 3x 10 en position (3, 7, 9) dans G(3, 10).

On vérifie que (3, 7, 9) est bien un symbole de Schubert dans G(3, 10).
Cette matrice est alors :

¥*x x 1 00 0 0 O0O0O0
¥x 0 x x * 1 0 0 0 |.Elle appartient & K'3.
x x 0 %« x x 0 = 1 0

Diagramme de Young associé & une partition (en notation an-
glaise)

On pourra consulter [2] ® mais qui définit la partition de maniere différente
a celle exposée ici et qui, en conséquence, utilise un diagramme de Ferrers et
non de Young.

Il s’agit d'un diagramme, noté également A, dont les lignes sont constituées
de A1, Ag, ... cellules (boites vides ou étoiles) respectivement. Par exemple le
diagramme de Young associé a la partition A = (3, 1, 1) est A :

ou

65. pp. 0-10-0-12

66. p. 3 (mais ou les lignes sont considérées en ordre inverse)
67. pp. 12-13

68. p. 14
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Alors 1(A) est lalongueur de la premiere colonne du diagramme de Young A
et |A| est le nombre de cellules de ce diagramme. Pour I'exemple précédent
onal(A)=3et |\ =5.

L’équerre associée a une cellule d'un diagramme de Young est constituée
de cette cellule et des cellules situées a droite et en dessous de celle cellule. La
longueur d’une cellule est le nombre de cellules de ’équerre associée a cette
cellule. Pour I'exemple précédent nous avons remplacé 1’étoile qui représente
une cellule par la longueur de cette cellule :

— N Ot

Tableau de Young associé a un diagramme de Young
On pourra consulter [54] [55] [57].

Un tableau de Young est un tableau obtenu en remplissant les boites d’un
diagramme de Young d’entiers positifs. Ce diagramme étant lui-méme associé
a une partition A on dit que X est la forme du tableau de Young.

Un tableau de Young, de forme A, est semi-standard quand ses lignes
sont coissantes au sens large, ses colonnes croissantes au sens strict et quant
tous les entiers qui le composent de 1 a la valeur maximale son présents.

Par exemple :

1122
3
4

est un tableau de Young semi-standard de forme (3, 1, 1)

Un tableau de Young, de forme A, est standard quand ses lignes et co-
lonnes sont coissantes au sens strict et que les entiers qui le composent sont
1,2,..., |\

Le nombre f* de tableaux de Young standards de forme X est donné par
la formule des équerres [54] [55] [57] % :

A= ﬁ, ou b; est la longueur de la cellule .
. ,1,1) 5! —
Par exemple : fGL1) = 5157 = 0- Il y a donc 6 tableaux de Young

standards de forme (3, 1, 1).

69. p. 1
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On vérifie que c’est bien exact car ces tableaux sont :

{23 (1|24 (12|51 |3[|4]]|1|3]|5]]|1|4]|5

4.2 Cellules de Schubert
On pourra consulter [2] 70 [8] ™1 [27] ™ [30] ™ [34] ™.

Les cellules de Schubert, notées Cj ot j est un symbole de Schubert ou €2
ol A est une partition [avec j = j(A) et A = A(j)], sont des décompositions
de la grassmannienne G(k, n) de telle sorte que :

G(lf, TL) =U Cj =U Q)\ [2] 75.

C; a pour représentant la matrice de dimension k X n en position

i = (1, jas- -+, jr)- Par conséquent dim(Cj) = ji + ... + jp — w

Si on utilise la partition A = A(j) les cellules de Schubert sont notées (2.
Par conséquent dim(Qy) =k (n — k) — |A|.

4.3 Variétés de Schubert

On pourra consulter [2] 70 [7] 77 [8] ™ [24] ™ [27] 8 [30] ¥ [31] %2

Les variétés de Schubert, notées =; ou j est le symbole de Schubert, ou

Y ot A = A(j) sont les fermetures de C; ou €2 avec la topologie de Zariski
2

— e A
= :Cj, ZA :Q)\.

70. p. 0-12 notées C;

71. p. 8 notées XS,

72. p. 3 notées X?l _____ i

73. pp. 5-7 § 3 “Schubert cells”

74. pp. 5-6 § 2.1 “Schubert cells” notées 2,

75. p. 0-12

76. p. 0-13 notées X peut-étre par erreur a la plce de X;
77. p. 7 notées Q,

78. p. 8 notées Ly, a, (F)

79. p. 1070 notées Q(Ag ... Aq)

80. p. 3 notées X;, .. i,

81. p. 8 notées X,(F))

82. p. 13 notées Q(Ag, ... Ax)

83. p. 0-13
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4.4 Cycles (ou classes) de Schubert
On pourra consulter [2] 8 [8] %5 [24] 8¢ [30]87 [31]®8

On utilisera de préférence le terme de “cycle de Schubert”. Les cycles de
Schubert, notés oy, sont les classes de cohomologie , notées [ | des variétés

de Schubert X, :
O é [2)‘]

Ils dépendent uniquement de la partition A, du symbole de Schubert j ou
de la forme a. Ainsi par abus de langage certains auteurs disent que oy est
égal a la matrice de dimension k X n en position j.

Lorsque A = (A1) le cycle ox = o(y,) est appelé spécial ou de Pieri.

4.4.1 Multiplication des cycles de Schubert

Il est possible de multiplier les cycles de Schubert et cette multiplication,
notée -, est commutative. On a alors les formules suivantes.

Formule de Pieri

Si ox = oy, est un cycle special ou de Pieri et o, un cycle de Schubert
quelconque on a :

ONOp = 0(\) O =Y, 0u,avec [ty KV, fl; <V < i1 1 =2,...,1(p),
Vi1 < pagy et [v] =M+ |pl.

Formule de Giambelli

Elle exprime tout cycle de Schubert comme produits de cycles spéciaux
ou de Pieri [8]%.

O(\1) O (A1) O(A\42) <o O 4k-1)
T(x2-1) T(r2) TQot1) -+ T0o+k-2)
T(A 1, A2y M) = . : . ) ) )
O\e—k+1)  O(\e—k+2) O(N\g—k+3) --- T(\)

avec o(;) = 0 pour ¢ < 0 et o(g) = 1.

On note afj) = oGy .- 0(j), avec © — 1 multiplications.

84. p. 0-17 “Schubert classes” notées [X;]

85. p. 9 “classes of Schubert varieties” notées o
86. p. 1070 “Schubert cycles” notés Q(ag
87. pp- 10-15 § 5 et §6

88. p. 14 “cycle de Schubert” notés Q(lg ... 1)
89. p. 15 Théoreme 2.22
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Exemples :

avec :

O d=2

o(1,1) = 0y — 0@
0 d=3

T(2,1) = 0(1) - O2) — O(3)
o(1,1,1) = O — 200) * 02) + 03)

0 d=4

0(3,1) = 0(1) * O(3) = O(a)

O(2,2) = —0(1) " O(3) + Oy,

O(2,1,1) = 01y = 0(1) * O(2) — Oy + Oa)

O(1,1,1,1) = Oy — 300y - 0@2) + 2001) - 0(3) + 0y — 0(a)
0d=5

O(4,1) = 0(1) * T(a) = O(5)

7(3,2) = ToW) 9@ +0(2) - 0(3)

0(3,1,1) = 01y " 0(3) —0(1) " 0(4) — 0(2) " 0(3) T O(5)
O(2,2,1) = =0y " 0@3) + 0(1) * Oy +0(1) " Oa) — 02 0(3)
O(2,1,1,1) = Oy " 0(2) — 0y 03) —20(1) " 0y +0(1) - Oa) +20(2) - 0(3) — O(s)

O1,1,1,1,1) = 0(51) 40?1) 0(9) + 30(21) 0@ +30q) - 0(22) —200) 0w

—20(02) - 0(3) + 05

On vérifie que la somme des coefficients des termes de droite est nulle.
Lien entre les formules de Pieri et de Giambelli

k k j
Ona(—=1)" o, = 2jm1 (1) 005 h—3) T Ay Ay —1ae—1) (8]
Cas général

Si oy et 0, sont deux cycles de Schubert quelconques qui correspondent
a des partitions A et gponaox-0, =, X 0w, avec des partitions v telles
que [v| = [A] + |p| et des coefficients ¢ |, entiers, positifs ou nuls, appelés
de Littlewood-Richardson [7]%! [8] 2. Le caleul de ox - 0, est ainsi ramené &
celui de ces coefficients.

90. p. 14 Exercice 2.21
91. p.19 ou les coefficients de L-R sont notés Ny,
92. p. 10
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Remarque : ces mémes coefficients interviennent pour les produits des
polynomes de Schur, définis ci-apres [2].

Pour le calcul des coefficients de Littlewood-Richardson on pourra consul-
ter [2]93 [7]94 [8] 95 [24] %6 [27] 97 [30] % [31] 9.

Pour le calcul de ces coefficients nous allons exposer la méthode des
p-extensions strictes de A de [7]' qui dit que ¢ , est le nombre de p-
extensions strictes de A de forme v. Elle est essentiellement la méme que
celle de [50].

On commence par remplacer la partition A par son diagramme de Young
(par exemple avec des étoiles *) également noté . Etant donné que
p = (u1, pa, .. .) on fabrique un tableau de Young, également noté p avec iy
chiffres 1 sur la premiere ligne, uo chiffres 2 sur la deuxieme ligne, etc. Puis on
fabrique des p-extensions de A en bordant, a droite, le diagramme de Young
de X par tous les chiffres qui apparaissent dans le tableau de Young de p et en
ajoutant éventuellement d’autres lignes de telle maniere que cette extension
conserve la forme d'un tableau de Young et que deux chiffres identiques
n’apparaissent pas dans la méme colonne. La forme v = (14, vy, ...) de cette
extension est alors telle que v; est le nombre d’éléments de la ¢ ligne de
cette extension. A toute p-extension de A on associe un mot composé des
chiffres de cette extension lus de droite a gauche et de haut en bas. L’extension
est dite stricte si son mot est un mot de réseau [7)*°* ou mot de Yamamouchi
[50] i.e. si toute sous-suite (my, ..., m,) du mot (mq,...,m,) (p < ¢) contient
un nombre de 1 supérieur ou égal au nombre de 2, un nombre de 2 supérieur
ou égal au nombre de 3, un nombre de 3 supérieur ou égal au nombre de 4,
etc. De tres nombreux exemples sont indiqués ci-apres dans I’Annexe.

On peut vérifier que la multiplication des cycles de Schubert est commu-
tative : 0, - ox = 0O - Op-

On peut vérifier aussi que ¢, = ox - 0y, - oy [8] 19 [27] 1.

93. pp- 0-17 ou les coefficiente de Littlewood-Richardson sont définis pour les produits
des polynomes de Schur
94. pp. 18-29 §6 “Intersection theory” et §7 “The intersection theory on G(2,4)”
95. pp. 10-15
96. p. 1073
97. pp. 5-12
98. pp. 11-15
99. pp. 15-16
100. pp. 19-21 “Example 6.3”
101. p. 19 “lattice word”
102. p. 12
103. p. 7
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5 Polynomes de Schur

On pourra consulter [49] [52]

5.1 Polynomes symétriques élémentaires

Ce sont les polynomes :

ey, ... xp) = Dt cjick Tin - T 3 4 =1,..., k. On a donc :
€1<$17 e >$k) = Z1gjgk Ly,

€2<£IZ'1, T 7mk> = Zl<j1<j2<k L1 Lo

er(ry,. .., xp) = 21 ... X,

ei(xy,...,x,) =0sii> k.

Et on pose ey(z1,...,2;) = 1.

On a la relation :

[T (z—z;) =" —ei(zy,...,z) 2" 4+ + (=1 er(y, ...

J=1

Si A= (Ag,...,A\n) est une partition on pose :

ex(z1,. .., xr) = e (T1, ..., 2k) ... ex, (T1,. .., 28).

5.1.1 Exemples
e1\r ) =T

e1(ry, )—$1+$2
1, a:z) = T T9

D

2

ea(1, o, T3) = T1 Ty + T1 T3 + T2 T3

(z
(
(
e1(x1, T2, x3) = T1 + 22 + T3
(
63(561, T2, 1’3) = T1 T X3.

5.2 Polynomes symétriques homogeénes complets

Ce sont les polynomes :

hi(wy, ... x5) 2 Dbtz ; 1,30 ol i >0 k> 1
Si A= (Ag,...,A\n) est une partition on pose :
hA(ZL‘l,...,iL‘k) = h)\l(Il,...,{L‘k)...h)\m(l‘l,...,a?k).
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5.2.1 Exemples
hy

1) =1

>

(z
(@1, x2) = Il + T2
o(21, T2) = 22 + 31 29 + 13
(
(

>

h1 Ty, Lo, (133) =1+ X9+ X3

hg Ty, Tg, xg) —ZE1+I1$2+I1I3+ZE2+I2$3+I3

ha(z1, o, T3) = X3 + 23 T9 + T3 T3 + T1 T3 + T1 To T3 + Ty T3
+ 23 + 23 x5 + To 23 + )

h(4)(3:1, Ty, T3) :x‘f%—m?xz+:Ei)’:c3+x%x§+x%x2x3+x%x§+ml 3
—I—x1x2x3—|—x1x2:c3+x1x3+x2+x2x3+x213+x2x3+x3

hesy (@1, T2, x3) = 27 + 2 1o + 2] 3 + 2% 25 + 25 2o 13 + 23 23 + 2 23
+x1x2m3+x1x2x3+x1x3+x1x2+x1x2x3+x1x2x3+x1x2x3+x1x3+x3
+x2x3+x2x3+x§x§+x2x§+x§

5.3 Liens entre les polynomes symétriques élémentaires
et les polyndomes symétriques homogenes complets

ZZZO (—1)Z 62'(.1'1, ce ,xk) hmfi(a:l; e ,xk) =0ssim 2 1.

5.4 Polynémes de Schur

Soit A = (Aq, ..., A\x) une partition de degré d = ||
(rappel : [A| = A1+ ...+ A\g). Donc pour k < non a:

)\:(Al,...,Ak,)\kH,...,)\)avec)\kH:...:)\n:O.
)
Soit va(z1,...,z,) 2| un polynéome de degré d [49] 194,
xi\" .. a:;\L"
Soit § = (n —1,...,1, 0) qui est une partition de degré |§| = ”(”T_l) et
n— 1 n—1
] R
vs(x1,. .., 1) = = [lijcren(®j — %) le déterminant de
I e Iy
1 ... 1

n(n—1) '

Vandermonde qui est un polynoéme de degré |d] = =5

é v)\+5(x1,...,xn)
05 (21,.,2n)

Alors sx(z1,...,xy) est le polynome de Schur. Il est de

degré d = |A|.

104. ou vy est noté ay
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Remarque : Le définition précédente valable a priori pour k£ < n s’étend
sans probleme a k = n.

5.4.1 Exemples de polynomes de Schur

On va considérer le cas n = 3; donc k < 3. Le cas n = 2 s’en déduit en
faisant 3 = 0 et le cas n = 1 s’en déduit en faisant x3 = x5 = 0.

Od=1

sy (21, T2, 3) = hay (21, T2, T3) = &1 + T2 + 23

Od=2
5(2)@1, Ta, T3) = h(z)(iﬁl, Tg, T3) = 93% + 2122 + 2123 + 93% + 2223+ x%

5(1,1) (21, T2, T3) = T1 T2 + Ty T3 + T2 T3

Od=3

8(3)($1, T2, $3) = h(3)($1, X, 953)
::E“;’—I—x%:zcg+m%x3+x1m§+x1x2x3+x1x§+x§+x§m3+x2z§+x§

S, 1) (21, T2, T3) = 3 T2+ 2T T3 + 11 T3 + 221 T2 T3+ X1 TF + 15 3+ X2 5

5(1,1,1)(3317 T2, 553) = T1 T2 X3

Od=4

5(4)(33'1, T2, 1'3) = h(4)(x17 T2, 1'3)
_ a4 3 3 2.2 | .2 2.2 3
=27+ 2] 2+ x7T3+T]T; + X7 X223 + 27 T3+ X1 X5
+ 21 X3 w3 + 11 To XF + 11 3 + 25 + Ty x5 + 23 2% + o 73 + 75
— 3 3 2 .2 2 2 .2 3
5(3’1)(56'1,272,$3>—$1$2+$1$3+$1$2+2x1x2x3+x1x3+x1x2

2 2 3 3 2,2 3
+ 23 253 + 231 X9 5 + T T + T T3 + X5 X5 + To T

2.2 2 2.2 2 2 | 2,2
S(2,2)(T1, T2, T3) = T x5 + T T2 T3 + TT X5 + T1 T3 T3 + Ty To X5 + 2525
2 2 2
5(2,1,1)(T1, T2, T3) = X7 To T3 + X1 5 T3 + X1 T2 T
Od=5
8(5)@1, T, $3) = h(5)(9€1, T2, 953)
N 4 3,2 .3 3,2 2.3
=x] +x]re + 2703+ 2725+ x] T2 T3 + 7 x5+ 7T,

2.2 2 2, 2.3 4 3 2.2 3 4 .5
+:c}1x2 T3 —|—3x12:v2 £Ii'32+SZL'1 T3 +fl :1:25—|— T1X5 X3+ X1 X523+ 21 To T3+ T T3+ Ty
+ Xy T3 + X575 + X573 + Xo T3 + X3
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_ 4 4 3,2 3 3,2 2.3

Sa,1)(T1, T2, T3) = 7 T2 + 27 T3 + 7 5 + 227 To 3 + X7 5 + 27 X
+2x3 5wy + 203 wowd +atad + vy + 2 3wz + 2w 2 2t + 22y wo 3
+:L‘1x§+x§m3+m§x§+x§m§+xgx§

— 3,2 .3 3,2 1 2.3 2,2 2, 2
S(3,2)(T1, o, T3) = T} 5 + 2 To w3 + xF x5 + 27 25 + 207 5 T3 + 237 Ty 5
+ 2 x4 w2y vy + 221 13 23 + 11 T2 75 + X3 15 + 25 75

_ .3 2.2 2, 2 3 2,2
53,1,1)(Z1, T2, T3) = &) Lo T3 + 2] 5 T3 + X7 To X5 + X1 T3 T3 + X1 5 25
+ @ T T

2.2 2 2 2.2
5(2,2,1)(%1, T2, T3) = X7 X5 T3 + X7 To x5 + X1 5 75

5.4.2 Multiplication des polynémes de Schur

_ y R N B y
On a sys, =), X , 5 de la méme manitre que ox -0, = Y, X , 00,
avec les coefficients c§ , de Littlewood-Richardson [30] '%°.

105. p. 11
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6 Exemples de grassmanniennes

6.1 La grassmannienne G(1,n); 1 <mn

On pourra consulter [26] 1%.

Cl =n.
N=n—-1.
S(1, n) variété de Stiefel.
S(1, n) C Mat(1, n); dim S(1, n) = n.
e GL(1)=5(1,1); dimGL(1) = 1.
e G(1,n)=S5(1, n)/GL(1) la grassmannienne :
dimG(1l,n)=n—1=N.G(1l, n) = Mat(l, n—1).

Nombre de coordonnées de Stiefel : dim S(1, n) = n.
Nombre de coordonnées affines : dim G(1, n) =n — 1
Coordonnées de Pliicker : wi* (1 <i; <n).llyenan=N+1.

n(n—1)

La matrice [¢,,] est de dimension X n et

la matrice [1,,,] de dimension 1 X n, telle que [¢h,] = (wi wi ... w} )et
n(n—1)

5— x 1), ce qui ne donne aucune

on [pu,] [, ]" = 0 (matrice de dimension
relation de Pliicker (nrp G(1, n) = 0).

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(1, n) = 0.

6.1.1 La grassmannienne G(1, 2)
On peut dire que la grassmannienne G(1, 2) est autoduale.
Coordonnées de Pliicker : w;, w?.

Matrice [py,]| de dimension 1 x 2 :
(] = ((—wi wi).

Symboles de Schubert Il y a 2 symboles de Schubert :
i=0)=0)etj= (1) =(2).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a=(a1)=(1—-1),la[=a1=j1i—1, A= (\) = (2—j1) et [A| = A =2—j1.
Donc :

esij=(l)onaa=(0), A=(1)et |A\]=1,
esij=(2)onaa= (1), A=(0)et |A|=0.

106. p. 8 exemple 1.3
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Cellules de Schubert Il y a 2 cellules de Schubert C(;,y ou €,,).
esij= (1) ouX=(1):Cu ouQu a pour représentant :
(1 0) et dimCuy=dimQq) =0,
e sij=(2) ouX=(0):Cy ou ) a pour représentant :
(% 1)etdimCp =dimQq) = 1.

Y dimCg;y = > dimQn,) = Y |a] = 1 = dimG(1, 2) = 1. Donc les
cellules de Schubert sont disjointes.

Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

[g]:(l g% ).Ona:wizl,w%:g%.

6.1.2 La grassmannienne G(1, 3)

Coordonnées de Pliicker : w], w?, w}.

Matrice [p,,]| de dimension 3 x 3 :

2 1

—wj w; 0

_ 3 1

[qun] - —Wi 0 Wy
0 —w} w?

Symboles de Schubert Il y a 3 symboles de Schubert :
i=0)=@0),i=01)=2)etj= ()= (3).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a—(a) = (1 — 1), [a] = a1 = i — 1, A= (M) = (3— ja) et |A| = 3 — .
Donc :

esij=(1)onaa=(0), A=(2) et |A] =2,
esij=(2)onaa= (1), A= (1) et |A] =1,
esij=(3)onaa=(2), A=(0)et |A|=0.

Cellules de Schubert Il y a 3 cellules de Schubert C(;,y ou €y,).
esij= (1) ou=(2):Cu ou gy apour représentant :
(1 0 0)etdimCqy =dimQp =0,
esij=(2) ouX=(1):Cx ouu a pour représentant :
( x 1 0 ) et dim Cp) = dim Q) = 1,
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e sij=(3) ouX=(0):Cgs ou Qg a pour représentant :
( S| ) et dimC(g) = dimQ(o) = 2.
> dimCyy = > dimQn,) = > |a] = 3 > dimG(1, 3) = 2. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.
Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :
[g]:( 1 ¢ g ).Ona:w%zl,w%zg%,wij’:gi”.

6.1.3 La grassmannienne G(1, 4)

Coordonnées de Pliicker : w}, w?, w?, wi.

Matrice [py,]| de dimension 6 x 4 :

—w? Wi 0 0

—w? 0 w0

4 1

| —wi 0 0 w

[me] - 0 _wii w% 0
0 —wf 0 w?
0 0 —w! w?

Symboles de Schubert Il y a 4 symboles de Schubert :
i=0)=0),i=01)=2),j=01)=0)etj=(1)=4).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a=(am)=Gi—1),lal=a =i -1LXx=(\)=A~ji)et A =4—j.
Donc :

esij=(l)onaa=(0), A= (3)et |A] =3,
esij=(2)onaa= (1), A= (2) et |A] =2,
esij=(3)onaa=(2),A=(1)et |A]=1,
esij=(4)onaa=(3),A=(0)et |A|=

Cellules de Schubert Il y a 4 cellules de Schubert C(;,y ou €y,).
esij= (1) ou=(3):Cu ou ) apour représentant :
(1 00 0)etdimCyy=dimQz =0,
o sij=(2) ouX=(2):Cy ouQp apour représentant :
(% 1 0 0)etdimCp =dimQp =1,
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esij=(3) ouX=(1):Cs ouu a pour représentant :

(% % 1 0)etdimCs) =dimQq =2,

esij=(4) ouX=(0):Cu ou Qg a pour représentant :

( x % % 1 ) et dimC(yy = dim Qg = 3.

Y dimCg;y = > dimQn,) = > |a] = 6 > dimG(1, 4) = 3. Donc les
cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

gl=(1 ¢ ¢ ¢{) Ona:w =1, w! =g} @ =g}, @i =g

6.1.4 La grassmannienne G(1, 5)

Coordonnées de Pliicker : w{, w?, w?, wi, wf.
Matrice [p,,] de dimension 10 x 5 :
—w? w0 0 0
w0 w0 0
—wi 0 0 w 0
—w? 0 0 0  wi
B 0 —wd w 0 0
wal =1 0 st 0 w2 o
0 —w) 0 0 w?
0 0 —wf w 0
0 0 —w 0
0 0 0 —w wf

Symboles de Schubert 11y a 5 symboles de Schubert :
i=0)=0),j=01)=2),i=01)=0),i=01)=4) etj= (1) =(5).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a=(u)=01—1),|lal=a=ji—1L A= (M) =05-j1)et A\ =5—j.
Donc :

esij=(l)onaa=(0), A= (4) et |A\| =4,
esij=(2)onaa= (1), A= (3) et |A] =3,
esij=(3)onaa=(2), A= (2)et |A| =2,
esij=(4)onaa=(3), A= (1) et |A\]=1,
esij=(5)onaa=(4), A= (0) et |A| =0.
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Cellules de Schubert Il y a 5 cellules de Schubert C(;,y ou €,,).
esij= (1) ou=(4):Cu ouQy a pour représentant :
( 100 00 ) et dimC(;y = dim Q4 = 0,

e sij=(2) ouX=(3):Cy ou s a pour représentant :
(* 1.0 0 0)etdimCp =dimQs) =1,
esij=(3) ouX=(2):C s ou ey apour représentant :
( x x 1 00 ) et dim C3) = dim Qg = 2,
osij=(4) ou A= (1):Cu ou Q) a pour représentant :
(% % % 1 0)etdimCy =dimQq =3,
esij=(5) ou=(0):C s ou g a pour représentant :
( x % ok ok 1 ) et dim C(5) = dim ) = 4.

Y dimCg;y = > dimQn,) = > Ja] = 10 > dimG(1, 5) = 4. Donc les
cellules de Schubert ne sont pas disjointes.
Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :
gl=(1 gt gi 9! 9) Ona:w =1 =g} @ =g} @ =g,
5_ 5
Wi = 91-
6.1.5 La grassmannienne G(1, 6)

Coordonnées de Pliicker : wi, w?, w?, wi, w?, Wb

Matrice [p,,]| de dimension 15 X 6 :
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—w? wi 0 0 0 0
0 w0 0 0
—-wi 0 0 w 0 0
—w) 0 0 0 w 0
Wb 0 0 0 0 wl
0 —w} W 0 0 0
0 —wf 0 w2 0 0
[Pun] = 0 —wf 0 0 wi 0
0 —wb 0 0 0 w?
0 0 —wf w2 0 0
0 0 —w} 0 w 0
0 0 —uf 0 0 o
0 0 0 —-w wf 0
0 0 0 —wb 0 of
0 0 0 0 —wf Wb

Symboles de Schubert Il y a 6 symboles de Schubert :
I=0)=0),3=01)=2),3=01)=0)J=01)=(04),j= (1) =(5) et
i=01)=(6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a=(a)=(G1—1),lal=a =5 —1, A= (\)=(6—71) et [A\| =6 — ji.
Donc :

esij=(l)onaa=(0), A=(5)et |A\| =5,
esij=(2)onaa= (1), A= (4) et |A| =4,
esij=(3)onaa=(2),A=(3)et |A=3,
esij=(4)onaa=(3), A= (2) et |A| =2,
esij=(5h)onaa=(4), A= (1) et |A] =1,
esij=(6)onaa=(5),A=(0)et|A=

Cellules de Schubert Il y a 6 cellules de Schubert C(;,) ou ).
esij= (1) ouX=(5):Cu ou Qs apour représentant :
(1 00 0O O)etdlmcl)—dlmQ =0,
esij=(2)our=(4): ou {24 a pour représentant :
(* 1.0 0 0 0)etdimCp =dimQy =1,
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(**1000

et dim C(5) = dim Q(l) = 4,

e sij=(6) ou A= (0):Ce ou ) a pour représentant :

(* x k% % ¥ 1)etdimC(6):dimQ(0):5.

Y dimCi;y = > dimQn,) = > Ja] = 15 > dimG(1, 6) = 5. Donc les
cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

lg) = (1 gf ¢ gt 97 90).- Ona:w =1, @ = g, @} = g},
wi = gi, @} = g}, @} = gf.

6.2 La grassmannienne G(2,n); 2 <mn

On pourra consulter [39] 107, [43] 108
_ n(n-1)
Ch =0

N =1l
S(2, n) variété de Stiefel.
S(2, n) C Mat(2, n); dim S(2, n) = 2n.
e GL(2)=15(2,2); dimGL(2) = 4.
e G(2,n)=5(2,n)/GL(2) la grassmannienne :
dimG(2,n) =2(n—2) # N (en général). G(2, n) = Mat(2, n — 2).

Nombre de coordonnées de Stifel : dim S(2, n) = 2n.
Nombre de coordonnées affines : dim G (2, n) =2 (n — 2)
n(n—1)

Coordonnées de Pliicker : wi™ (1 <4y <ipy <n). llyena ™ = N+1.

Relations de Plucker
Sil<ig<netl< g <js<jz<nalors:

2221 (=1)Pwi P wgl“'j;’“'jg =0 (j, indice omis), soit :

107. pp. 90-91 Exemple 1. The Grassmannian
108. pp. 1-7
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113

i1J1 , J2J3 t1j2 , J1J3
—Wy T Wy Wy T Wy T — Wy

w%djz —0 [42] 109

La matrice [p,,] est de dimension w x n et la matrice [1,,] de

dimension n x n et on [Py, ] [th,]" = 0 (matrice de dimension w Xn).

n(n—1) (n—2) (n—3)
24

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(2, n) =
[32].

6.2.1 La grassmannienne G(2, 3)

On pourra consulter [30] 1.

La grassmannienne G(2, 3) est duale de la grassmannienne G(1, 3).
Coordonnées de Pliicker : wi?, wi?, w3,

Matrice [(pw] de dimension 1 x 3 :

[Pun] = (w3 P wi? ) et:
matrice [¢),,] de dimension 3 x 3 :
wé?’ w323 0
(Vo] = | —w3® 0 w3 |etona:
0 —wi? —wi?

[Pus] s’ = (0 0 0), ce qui ne donne aucune relation de Pliicker

wa| =
(nrp G(2, 3) = 0).
Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(2, 3) = 0 [32].

Symboles de Schubert Il y a 3 symboles de Schubert :

i= 01 72)=(1,2),j= (1 j2) = (1, 3), ] = (41, jo) = (2, 3).
Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

a=(a, a2) = (1 — 1, j2—2), [a| = a1 +az = j1 + jo — 3,

A=A, X)) =(2—71,3—Ja) et [A| = A1 + A2 =5— (j1 + j2). Donc :
0813—(1,2)onaa—( 0), A= (1, 1) et |A| =2,
esij=(1,3)onaa=(0,1), A= (1,0) et |A| =1,
esij=(2,3)onaa=(1,1), A=(0,0) et [A| =0.

109. p. 10

110. pp. 6-7 exemple
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Cellules de Schubert Il y a 3 cellules de Schubert C(;, j,) ou Q.-
esij=(1,2)ouX=(1,1):Cq 9 ouQgu,i) a pour représentant :

< (1) (1) 8 ) et dimC(Lg) = dimQ(Ll) = 0,

esij=(1,3)ouX=(1,0):Cq 3 ou Qo a pour représentant :

( (1) 2 (1) > et dimC(l,g,) = dimQ(Lo) = ]_,

esij=(2,3) ouX=(0,0):Cpo s ou Qo apour représentant :

* 1 0 . .
( « 0 1 > et dlmC(Zg) = dlmQ(o,o) = 2.

Y dimCyy ) = > dimQu, x) = > Ja] =3 > dim G(2, 3) = 2. Donc les

cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

Lo 9‘;’ .12 13 3 23 3
[9]: 0 1 gg .Ona:wy =1, my° =gy, wy” = —gj.

6.2.2 La grassmannienne G(2, 4)
On pourra consulter [4] 11 [7] 112 [8] 113 [26] 114 [27] 115 [30] 116 [43] 17,
On peut dire que la grassmannienne G(2, 4) est autoduale.

C’est le premier exemple non trivial de variété projective (i.e. qui n’est
pas un espace vectoriel).

Coordonnées de Pliicker : wi?, wi?, wit, wad w2t wit.

Matrice [p,] de dimension 4 x 4 :

111. p. 2 exemple et p. 3 exemple

112. pp. 23-28 § 7. The intersection theory on G(2,4)

113. p. 7 exemple 2.2, p. 9 exemple 2.8, pp. 11-12 exemple 2.8 continué

114. pp. 89 exemple 1.4, pp. 13-14 exemple 1.12, p. 35 exemple 1.38 et pp. 39-41 exemple
1.47

115. p. 2 Exemple 1.3, p. 3 Exemple 2.2, p. 5 Exemple 2.10, p. 7 Exemple 3.3, pp. 10-11
Exemple 4.6

116. p. 7 exemple, p. 10 exemple et p. 11 exemple

117. p. 2 exemple 5.3

35



w§3 —w%g’ w%2 0
24 14 12
[9%2] = w%4 T 014 w%:’, et :
34 24 93
0 wy —wy" w;

matrice [1),,] de dimension 4 x 4 :

w%‘l w%A‘ w§’4 0
_w13 _w23 O w34
[wu&] = w%% 02 _wgg _534 et on a :
0 wi?  wd Wit
(1) 0 0 0
t 0 (1) 0o o0 .
[Pva] [Yn]” = 0 0 (1) 0 , avec :
0 0 0 (1)

(1) = wi?wdt — Wi W2 + Wit W2, Alors :
il y a donc une seule relation de Pliicker : (1) =0 (nrp G(2, 4) = 1).
Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(2, 4) = 1 [32].

Symboles de Schubert Il y a 6 symboles de Schubert :
i=0102) = (1,2), 5= (1, j2) = (1, 3), 5 = (j1, J2) = (1, 4),

J= 01 72) =(2,3), 5= (1, J2) = (2, 4) et j = (j1, J2) = (3, 4).
Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

a=(a, a2) = (1 — 1, j2—2), [a] = a1 + a2 = j1 + jo — 3,

A=A, X)) =B —J1,4—Ja) et [A| = A1 + Ao =7— (j1 + j2). Donc :
esij=(1,2)onaa=(0,0), A= (2,2) et |A =4,
esij=(1,3)onaa=(0,1), A= (2, 1) et |A| =3,
esij=(l,4)onaa=(0,2), A=(2,0) et |A| =2,
esij=(2,3)onaa=(1,1), A= (1,1) et |A =2,
esij=(2,4)onaa=(1,2),A=(1,0) et A =1,
esij=(3,4)onaa=(22),A=(0,0)et A] =0.
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Cellules de Schubert Il y a 6 cellules de Schubert C(j, j,) ou Q; x,)-
esij=(1,2)oulX=(2,2):Cxq 9 ouQpq a pour représentant :
1 000 . .
< 010 0 ) et dll’IlC(LQ) = dlmQ(Q’Q) = 0,
esij=(1,3)ouX=(2,1):Cq 3 ouQpi) a pour représentant :
( 2 00 ) et dimC(l,g,) = dimQ(gJ) = ]_,
esij=(1,4)ou=(2,0):Cq q ouQpo) apour :

1 000 : .
( i ) et dimCy 4y = dim Q3 o) = 2,

esij=(2,3)ou=(1,1):Cuns ouf 1) apour représentant :
i=(2 ; 2,3) (1,1) &P p

*x 1 0 0 . .
(* 010 ) et dlmC(Zg):dlmQ(l’l):Q

esij=(2,4) oud=(1,0):Cpga ou i, a pour représentant :
* 1 0 0 . .

( . ) et dimCp 4y = dim Q) = 3,

esij=(3,4)ouX=(0,0):Cgs 4 ou Qo apour représentant :
* x 1 0 . .

( « % 0 1 ) et dimC3 4y = dim Qg o) = 4.

Y dimCj, ) = > dimQu, a) = > Ja] = 12 > dim G(2, 4) = 4. Donc
les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : Coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

1 0 4
9] = 01 i; z% )-Ona;w%2:1 Wy = g5, Wy = gy, Wh' = —gy,
w3t = —gi, w3 = g} 93 — 93 91

6.2.3 La grassmannienne G(2, 5)

On pourra consulter [26] 118 [43] 119,

Coordonnées de Pliicker : wi?, wi?, wit, wi® w2 w3t w2 w3t W wi’.

118. pp. 35-36 exemple 1.39
119. p. 2 exemple 5.4
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Matrice [¢y,] de dimension 10 x 5 :

wg?’ —w%g’ w%z 0 0

w§4 —w%A‘ 0 w%Z 0

wP —wi® 0 0 wi?

wit 0 —wit w0
I
[Pun] = w§5 0 0 _W%B w%zx et :

0 wg"l —w%‘l w§3 0

0 W w0 W

0wy 0 —w wH

0 0 wy? w3 Wit

matrice [¢,,] de dimension 5 x 5 :

wi? WP WP WP 0
T N Y
[Y,] = w%g w33 O —w§’4 w§5 et on a :
—wiz 0 WP WM WP
0 —wi? —wi —wlt —w

—~
~—
|

—_
~—
=}

—~
~—

—~
|
coocoom oo oo o
~—

S OOt O O O Wi
N~—
—
=~
N~—
[S—Y
~—

\V]
~—
O O OO oo

[gpwz] [ww2]t =

, avec :

—~
~—
[a)
—_

A~ N N
[\
— — — —

=~

e}
w

0

~—

13 14
W2 W2 — Wy Wz + Wy Wi,

13 15, 23
—Wz Wz — Wy Wz + Wy Wy,

_ 14 15, 24
—w2 Wz — Wy w2 + Wy Wy,

; 23
)
) = el — wlluff + wlf ol
)
y
0

1
2

(
(
(3
(4
(

23 , 45 24,35

5) = w3 wy® — w2 W + wP w3t Alors :

il y a donc 5 relations de Pliicker : (1) =0,(2) =0,(3) =0,(4) =0,

(nrp G(2, 5) = 5) et elles sont indépendantes.

(5)

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(2, 5) = 5 [32].
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Symboles de Schubert Il y a 10 symboles de Schubert :

j - (jh j2) = (17 2)7.] - (jh ]2) = (17 3)7 .] - (.jl? ]2) = (17 4)7
i= 0, J2) = (1,5), 5= (j1, j2) = (2, 3), 5 = (jr, j2) = (2, 4),
i= U J2) =(2,5),5= (1, j2) = (3,4),j = (41, J2) = (3, 5)
et j = (Ji1, j2) = (4, 5).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

a=(a, ay) =

1—1, j2—

2), la| =a1 + a2 =1 + ja — 3,

A=A, ) =@ —71,5—Ja) et [A| =X + X2 =9— (j1 + j2). Donc :
esij=(1,2)onaa=(0,0), A= (3, 3) et |[A| =6,
esij=(1,3)onaa=(0,1), A= (3,2) et |A =5,
esij=(1,4)onaa=(0,2), A=(3,1) et |A] =4,
esij=(1,5)onaa=(0,3), A=(3,0) et |A| =3,
esij=(2,3)onaa=(1,1), A=(2,2) et |A] =4,
esij=(2,4)onaa=(1,2),A=(2,1) et |A| =3,
esij=(2,5)onaa=(1,3),A=(2,0) et |A| =2,
esij=(3,4)onaa=(22),A=(1,1)et|A]=2
esij=(3,5)onaa=(23),A=(1,0) et |A =1,
esij=(4,5)onaa=(33),A=(0,0)et [A]=0

Cellules de Schubert Il y a 10 cellules de Schubert C(;, ;,) ou Q(x, a,)-
2) ou A= (3,3

o sij=(1,

10000
01000

esij=(1,3)ou=

1 0000
0«1 00

(

esij=(1,4)ou=

10000
0 = = 1 0

(

) : Ca,2) ou €3 3) a pour représentant :
) et dimC; o) = dim Q3 3) = 0,
(3, 2) : C1,3) ou €3 9) a pour représentant :
) et dimCy 3) = dim Q3 9) = 1,
(3,1): C(1,4) ou €3 1) a pour représentant :

) et dimC(174) = dim 9(371) = 2,
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esij=(1,5) ouX=(3,0):Cq s ou Qs apour représentant :

(10000

0 * % % 1 ) et dimC(l,g)) :dimQ(g,g) :3,

esij=(2,3)oul=(2 2):Cpos oufdso apour représentant :
* 1.0 0 0 : .

( . 0 ) et dimCg 3) = dim )y 9) = 2,

esij=(2,4) oud=(2,1):Cpa ouds1) a pour représentant :
*x 1.0 00 : .

( . 0 ) et dlmC(274) = dim 9(271) =3,

esij=(2,5) ouX=(2,0):Cpo s oupo apour représentant :
* 1.0 0 0 . .

( . 0 ) et dimCg 5 = dim Qo) = 4,

esij=(3,4)ouX=(1,1):Cg 4 ouQu,i) a pour représentant :
* x 1 0 0 . .

( c % 0 ) et dlmC(3’4) = dim Q(1,1) =4,

esij= (3,5 ouX=(1,0): C(3,5 ou {10y a pour représentant :
* x 1 0 0 . .

< x ok 0 % 1 ) et dimCz 5) = dim () = 5,

esij=(4,5) ouX=(0,0): Cu s ou Qg apour représentant :
* x x 1 0 . .

( « % % 01 ) et dim C,5) = dim g, 9) = 6.

Y dimCj, ) = > dimQu, n) = > Ja] = 30 > dim G(2, 5) = 6. Donc
les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

10 93 g4 g5
[g]:<0 1 g; g; g; .Ona:w2:1w%3:g2,w2 _927
w2 292,w2 = 917“2 —_917w2 _917w2 _9192 9291a
2 —9192_92917732 _9192 9291-

6.2.4 La grassmannienne G(2, 6)

13 15 16 23 25 26 34

Coordonnées de Pliicker : wi?) wi3, wit wi® wib w3 w2t w2 w2b w3t w3 wW3e

45 46 56
Wo™y Wy, Wy .
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Matrice [p,,] de dimension 20 X 6 :

0

12
)

0

56
Wo

46
5

0

34
Wy

24
14

w2 —wid Wiz
w§4 —w%A‘ 0
w?® —wi® 0
wit —wl% 0
wit 0 —wit
w§’5 0 —w%‘r’
w§’6 0 —w%6
w0 0
w0 0
(ou] = wi® 0 0
Pug| = 0 w§’4 w%“
0 wg’S w%‘r)
0  wib —wih
0wy 0
0wyt 0
0 w3o 0
0 0 w§5
0 0 w§6
0 0 w3®
0 0 0
matrice [1),,] de dimension 6 x 6 :
wi w2’ W3
B R R
11 21 31
[%] = w213 w223 2
wy®  —wj 0
wa? 0 —wd
0 wi?  wd

Wy

41

56
Wy
0

s
35
Wy
— WP

15
Wy

et :



3 -@ @ o 0 0
) -4 o (@1 0 0
6 o -4 @ o0 0
o (6 -G B 0 0
®) —(7) 0 0 (1) 0
9 0 —(7) 0 2) 0
0 © -8 0 (3 0
(10) 0 0 —(7) (4 0
0 (1) 0 —(8 (5) 0
.l o 0o @) =9 6 o0 _
el Wl = [ 19y iy o 0 o (1) [
13) 0 —(11) 0 0 (2
0 (13) —(12) 0 0 (3)
(14) 0 0 —(11) 0 (4
0 (14 0 —(12) 0 (5
0 0 (14 —-(13) 0 (6
(15) 0 0 0 —(11) (7)
0 (15 0 0 —(12) (8)
0o 0 (15 0 —(13) (9)
0 0 0 (15) —(14) (10)
1) = w%g wg’"‘ — w%?’ w§4 + w%‘l w§3,
2) = wy?wy® — wy’ Wy + wy’ Wy,
3) = wy? w3’ — wy® Wi + wy® Wi,
4) = w? wy” — wy' WP + Wy’ w3,
= wy” wy® — Wy w3’ + wy’ Wit
= wy? w3’ — wy° w3’ + wy’ Wi,
= wy’ wp® — wy! w3’ + w;y” Wit
= wy’ wp® — wy! w3’ + wy® Wit

15, ,36
9" Wy — wWy” Wy Wy Wy,

) = wtuff — il +wluf,
) =Pl — ot + ol
) =Pl —wdtul Lufiul —o,
) =l — o+
) =l = Pl +

)

)

)

)

)

)

)

) =w
) = wi3 Wi 16, 35
0

1

2

3

4

5

_ 34,56 35 46 36 15 :
) = wst wa® — Wy ws’® + ws’ wy”, alors :

il y a donc 15 relations de Pliicker : (1) = 0, (2) = 0,...,(15) = 0
(nrp G(2, 6) = 15) et elles sont indépendantes.

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(2, 6) = 15 [32].
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Symboles de Schubert Ily a 15 symboles de Schubert :

i=0J2)=(1,2),]
j = (1, J2) = (1, 5),]
= (J1, J2) = (2, 4), ]
(]1, ]2) (3, 4)
= (j1, J2) = (4, 5), j

= (J1, j2) = (1, 3), 5 = (Jr, j2) = (1, 4),
(]17 ]2) ( ) (]17 ]2) (27 3)’
= (J1, J2) = (2, 5), j = (J1, J2) = (2, 6),
= (J1, J2) = (3, 5), j = (j1, j2) = (3, 6),
= (J1, J2) = (4, 6) et j = (j1, j2) = (5, 6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

a=(ay, az) =

A=A, N) =

Cellules de Schubert Il y a 15 cellules de Schubert C(;, ;,) ou Q(x, x,)-
esij=(1,2)ouA=

0000
0000

10
01

(jl_lan_

2), la|=a1+ a2 =ji + j2 = 3,
(5 — 71, 6 — j2) et [A| = Ay + Aoy = 11 — (41 + j2). Donc :
=(0,0), A= (4, 4) et [A] =38,
=(0,1),A=(4,3) et |A| =7,
=(0,2), A= (4, 2) et |A| =6,
=(0,3), A=(4, 1) et |A| =5,
=(0,4), A=(4,0) et [A] =4,
= (1, 1), A= (3, 3) et [A] =6,
=(1,2), A=(3,2) et |A| =5,
=(1,3), A=(3,1) et |A| =4,
=(1,4), A=(3,0) et |A| =3,
=(2,2), A=1(2,2) et |A| =4,
=(2,3), A=1(2,1) et |A| =3,
=(2,4), A=1(2,0) et |A| =2,
=(3,3), A=(1,1) et |A| =2,
=(3,4), A=(1,0) et [A] =1,
=(4,4), A=1(0,0) et [A| =0

(4, 4) : C(1,2) ou 4,4y a pour représentant :

) et dimC(Lg) = dim 9(474) = O,
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esij=(1,5) oul=(4,1):Cq,s ouy1) apour représentant :

1 00 00O
0

£ % % 1 O)et dimC(1,5):dimQ(4’1):3,

esij=(1,6)ouX=(4,0):Cxy e ouQuo apour représentant :
( 100000

0 %« *x x x 1

) et dim C(l,ﬁ) = dim £-2(47 0) = 4,
esij=(2,3)oul=(3,3):Cpo s oulss apour représentant :
x 1.0 0 0 0 . .
( « 0 1 ) et dimCp 3y = dim ()3 3) = 2,
osij=(2,4)ouX=(3,2):Cpua ou g2 apour représentant :
x 1.0 0 00 . .
< £« 0 %100 ) et dlmC(274) = dim 9(372) = 3,
A =(3,1):Cq,5 oufds 1y a pour représentant :
x 1.0 000 . .
( £ 0 % % 10 ) et dlIIlC(275) = dim Q(371) = 4,
A =(3,0):Cqe ou s g a pour représentant :
x 1.0 000 . .
( 0 % % % 1 ) et dim Cz ¢) = dim Q3 ¢) = 5,
esij=(3,4) ouX=(2 2):Cgaa ou s apour représentant :
0 ) et dim C(374) = dim 9(272) = 4,

0

esij=(3,5) oul=(21):Cas ou s apour représentant :
0
0

* x 1 0 0 . .
(* 0 % 1 )et dimC3 5 = dim Q¢ 1) = 5,
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esij=(3,6)ouX=(2,0):Cgg ou Qoo apour représentant :
* x 1 0 0 0 . -

( . . ) et dimC 6 = dim (25 ) = 6,

esij=(4,5) ouX=(1,1):Cus oufdi,) apour représentant :
x* x x 1 0 0 . :

( . v ) et dimCy 5 = dim ) 1) = 6,

esij=(4,6)oux=(1,0): C(4,6) ou £(1,0) a pour représentant :
x % % 1 0 0 : :

( x % % 0 x 1 ) et dimCy,6) = dim Q,0) =7,

esij=(56)ouX=(0,0):Csg ou Qoo apour représentant :
x* % x x 1 0 . .

( e e e ) et dimC5,6) = dim Qg gy = 8.

Y dimCj, ) = > dimQu, n,) = > Ja] = 60 > dim G(2, 6) = 8. Donc
les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

10 & gt ¢ ¢
_ 1 91 91 N .12 13 _ 3 14 _ 4
l9] = 01 & o & of . Ona:w =1, @ =g, @" = g,
9> G2 G Gs
5 _ .5 16 _ 6 23 _ 3 o4 _ 4 25 _ 5 26 _ 6
Wy" = G, Wy = go, Wy" = —01, Wy = —0p, Wy = —g1, Wy = —Y;,

3.4 _35_ 35 3.5 _36 _ 3.6 3 6
Wy =019 — 9291, Wy = G192 — 9291, Wo = 9192 — 92 971>
45 _ 4 5 4 5 _46 _ 4 6 4.6 5 _ 5 6 5 6
Wy =0G192 — 9291, Wy = G192 — G291, Wy = G192 — 92 91-

6.3 La grassmannienne G(3, n); 3 <n
O3 — n(n—lg (n—2)‘
N = W+)(Tl—2) —1.
S(3, n) variété de Stiefel.
S(3, n) C Mat(3, n); dim S(3, n) = 3n.
e GL(3)=5(3, 3); dimGL(3) = 9.
e G(3,n) = S5(3, n)/GL(3) la grassmannienne :
dimG(3, n) =3(n—3) # N (en général). G(3, n) = Mat(3, n — 3).

Nombre de coordonnées de Stifel : dim S(3, n) = 3n.
Nombre de coordonnées affines : dim G(3, n) = 3 (n — 3)
Coordonnées de Pliicker : wi'™® (1 < i3 < 49 < i3 < n). Il y en a

n(n—1)(n—-2) _
Rl _ g,
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Relations de Plucker
Sil<ig<ig<netl <y <jo<jz<yjs<nalors:
Sy (= 1)F @t tade T dt = ) soit -

1192J1 j2j3j4+wi1i2j2
3

—ws w3 J17374 12273, \J1J2]4 + wgl 274, ,J1J2J3 __ 0

Wy — W3 Wy Wy

x n et la matrice

La matrice [p,,] est de dimension == (;‘4_2) (n=3)
[ths] de dimension ”(”2_1) X n et on [pu,] [Yw,]” = 0 (matrice de dimension
n(n—1) (n—2) (n—3) % n(n—l))

21 2 /)

Nombre de relations de Pliicker indépendantes :

nrpi G(3, n) = (nt1)n (n—1) (1”4;2) (n=3) (n—4) [32].

6.3.1 La grassmannienne G(3, 4)

La grassmannienne G(3, 4) est duale de la grassmannienne G(1, 4).

Coordonnées de Pliicker : wi?®, wi?) w3t w231,

Matrice [py,] de dimension 1 x 4 :

o) = (=t~ W) et

matrice [p,,] de dimension 6 x 4 :

—wl B0 0
0
I = B (R -
(Vs ] 0 w§24 w§34 0 et on a
0 —w® 0 W
0 0 —wl®

[uss] [s]’ = ( 00 0O0O0O ), ce qui ne donne aucune relation de
Pliicker (nrp G(3, 4) = 0).

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(3, 4) = 0.

Symboles de Schubert Il y a 4 symboles de Schubert :
j = (jl) j27 ]3) = (17 27 3)7 .] = (jl’ j2’ ]3) = (1’ 27 4)7
j = (j17 an ]3) = (17 37 4) etj = (jh j27 ]3) = (27 3’ 4)

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a= (a1, as a3) = (j1—1,j2—2, j3—3), [a| = a1 + a2 +as = ji+j2+ j3 — 6,
A= (A1, Ao, A3) = (2—71, 3—Ja, 4—7J3) et |A| = A+ Ao+ A3 = 9—j1 —ja—Js.
Donc :
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esij=(1,2,3)onaa=(0,0,0), A=(1,1,1) et |A| =3,
esij=(1,2,4)onaa=(0,0,1), A=(1,1,0) et |A| =2,
esij=(1,3,4)onaa=(0,1,1), A= (1,0,0) et |A] =1,
esij=1(2,3,4)onaa=(1,1,1),A=(0,0,0) et |A| =

Cellules de Schubert 1Ily a 4 cellules de Schubert C(j, j, j5) 01 (3, 20, A9)-
esij=(1,2,3)ouX= (1,1, 1):Cq, 23 ouu,i,1) apour représentant :

1 000
0100 et dimC(1,273) = dim Q(17171) = O,
0010

osij=(1,2,4)oul=(1,1,0):Cpu, 24 ouu,i, 0 apour représentant :

0
0 et dimC(1,274) = dim Q(LLO) = 1,
1

O O =
O = O
* O O

esij=(1,3,4) ouX=(1,0,0):Cq,s3 4 ouu,o0 apour représentant :

et dimC(1,374) = dim Q(1,0,0) = 27

o O =
* * O
O = O
_— o O

esij=(2,3,4)oul=(0):Cp 34 ouldooo apour représentant :

1
0 et dim C(2,3,4) = dim Q(0,07 0) — 3.
0

o = O
_ o O

* % %

Zdimc(jhj%ja) = ZdimQ(Al,M,h) = Z|a\ =6 > dlmG(S, 4) = 3.
Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

1 00 g
gf=1 010 gi |.Ona:w®=1 =g} o} =—gi
00 1 g3
w3t = g}

6.3.2 La grassmannienne G(3, 5)

La grassmannienne G(3, 5) est duale de la grassmannienne G(2, 5).
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Coordonnées de Pliicker : wi?, wi?t wi?® 131 135 (145,234,235 (245 (345,

Matrice [p.,] de dimension 5 x 5 :

T T LT 0
Wil Wi 0 wl23
PR I L L e i kT
W 0 Wl WwiBs 134
0 —wHs 2 W2 2
matrice [1),,] de dimension 10 x 5 :
W2t 0 0
S 0 Wi 0
w?1)34 w§34 0 0 w§>45
wi2s 0 S R— L 0
iz 0 231 0 245
W’wa] = wl%S 0 6 234 w2§5 et on a:
:6 Wi 85 wzzxs ?)
0 _oolza 134 0 145
0 w%g?’ 03 —wl¥ _531)35
0 0 Wizl 1
(2) (3) 0 (4) 0 0 (5) 0 0 0
t —(1) 0 (3) 0 (4) 0 0 (5) 0 0
[Puss) [Yuss)” = 0 —(1) =2 0 0 4 0 o () 0
0 0 0 —(1) —(2) —(3) 0 0 0 (5
0 0 0 0 0 0 —(1) —(2) —(3) —(

_ 125, ,345 135, ,245 145, 235 __
B w3 Ws 34; WB 1;:3 24—5i_ W3 1:;3 234_ O’
T B B i e B B

)
)
)
) — _w§23 W§45 + W§24 w§35 _ w;;QS LU§34 — 07
)
y
0

a donc 5 relations de Pliicker : (1) =0,(2) =0,(3) =0, (4) =0,
(nrp G(2, 5) = 5) et elles sont indépendantes.

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(3, 5) = 5 [32].

Symboles de Schubert Il y a 10 symboles de Schubert :
j= (jl) J2, j3) = (17 2, 3)7 j= (jh J2, ]3) = (17 2, 4)7
i= (j17 J2, ]3) = (17 2, 5)7 j= (jh J2, ]3) = (17 3, 4)7
i =01, J2s J3) = (1, 3,5), = (J1, J2, Ja) = (1, 4, 5),
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j = (j17 j27 j3) = (27 37 4)7 j = (.jh .j27 .73)2 (27 37 5)7
j - (j17 j27 j3) - (27 47 5) et.] - (jly j27 ]3) - (37 4; 5)

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a=(ay, as, az) = (j1—1, j2—2, js—3), |a| = a1 +az +az = j1 + j2 +j3s — 6,
A= (A1, Ao, A3) = (B3—J1, 4—Ja, 5—J3) et |A| = M1+ do+ A3 = 12— 51 —jo—Js.
Donc :

esij=(1,2,3)onaa=(0,0,0), A=(2,2,2) et |A| =6,
esij=(1,2,4)onaa=(0,0,1), A=(2,2, 1) et |[A] =5,
esij=(1,2,5)onaa=(0,0,2), A=(2,2,0) et |A| =4,
esij=(1,3,4)onaa=(0,1,1), A=(2,1, 1) et |A| =4,
esij=(1,3,5)onaa=(0,1,2), A=(2,1,0) et |[A| =3,
esij=(1,4,5)onaa=(0,22),A=(2,0,0)et |A] =2,
esij=(2,3,4)onaa=(1,1,1),A=(1,1,1) et |A| =3,
esij=(2,3,5)onaa=(1,1,2),A=(1,1,0) et |A| =2,
esij=(2,4,5)onaa=(1,22),A=(10,0)et |A] =1,
esij=(3,4,5 onaa=(222),A=(0,00)et |\ =

Cellules de Schubert Ily a 10 cellules de Schubert C(j, ;. j;) 0U €3, Az, A3)-
esij=(1,2,3)oul=1(2,2,2):Cu, 23 oulp s 2 apour représentant :

1 0000
01 00 0 |etdimCpuasz =dimQagaq =0,
00100
esij=(1,2,4) oul= (2,2, 1):Cq, o4 oup o 1) apour représentant :
100 00
01 000 et dimC(17274) = dim 9(27271) = 1,
00« 10
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osij= Jou X =(2,2,0):Cq, o5 oulds a0 apour représentant :
0 0
0 0 et dimC(17275) = dim Q(2,2,0) - 2a
* 1
esij=(1,3,4)oul=(2,1,1):Cpu, 34 oup i, 1) apour représentant :
00
0 0 | et dimC 34 =dimQq, 1) =2,
10
;3,5)ouX=(2,1,0):Cqu,3,5 oufds 1,0 apour représentant :
10 0 00
O x 1 0 0 et dil’IlC(Lg7 5) = dlm 9(27170) = 3,
0 « 0 = 1
esij=(1,4,5)ouX=(2,0,0):Cx, 45 oupo,0 apour représentant :
10 0 00
0 x % 1 0 | etdimC 45 =dimQp o0 =4,
0 = = 0 1
esij=(2,3,49)our=(1,1,1): C(2,3,4) ou €1 1 1) a pour représentant :
* 1 0 0 0
* 01 0 0 | etdimCpas 4 =dimQy 1) =3,
*x 0010
esij=1(2,3,5) ouX=(1,1,0):Cq,s5 oulu,i,o apour représentant :
x 1 0 0 0
* 001 0 0 | etdimCpy s 5 =dimQy, 1,0 =4,
* 0 0 % 1
esij=1(2,4,5)ouX=(1,0,0):Cxu45 ouu,o 0 apour représentant :
* 1 0 0 0
* 0 % 1 0 | et dimCp 45 =dimQq, 0,0 =5,
* 0 0 % 1
esij=(3,4,5)ouX=(0,0,0):Ca 4,5 oulo,o,0 apour représentant :

*x x 1 0 0
* x 0 1 0 et dim 6(374’ 5) — dim Q(O,O,O) = 0.
* x 0 0 1
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zdimC(jth’jg) = ZdimQ(,\h,\Q’,\S) = Z |a] =30 > d1mG(3, 5) = 6.
Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

100 g g7
gl =1010 g g | Ona:wm® =1 = = g5 @3* = g,
001 g5 g3
w3t = —gy, w3 = —g3, wi® = g5 93 — g5 93, Wi = g1, W = g7,
@i = —gigi + 9597, @ =919} — 01 9}

6.3.3 La grassmannienne G(3, 6)
On pourra consulter [7] 120 [26] 121 [33] [43] 122

On peut dire que la grassmannienne G(3, 6) est autoduale.

Coordonnées de Pliicker : wi??, wi?*) wi? 120 (134 (135 (136 (145 (146 (156

234 235 236 245 246 , 256 , 345 346 356 456
w3, w3, w3, w3, Wi, Wi, wy, wytt, wy™, ws™.

Matrice [py,] de dimension 15 X 6 :

L gIs _glan 193 0 0
U R e I Wi
R C LR L 0w
L e 0 —wl® @l
I 0 —wi® g
w26 156 0 0 —wl? %
W0 0SB R LT
[Pus] = | —w3™6 0 w3t —136 0 witt | et :
W 156 0 —wi i
_uls 0 156 W6 15
0 —wi 2H 2% g
0 w6 26 %
0 w26 0 w2 2%
0 —wis 256 W6 305
0 0 i W6 5

matrice [1),,] de dimension 15 X 6 :

120. pp. 2-4
121. p. 36 exemple 1.40
122. pp. 7-9
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156 256 236 _ 436
ws ws ws W 0 0
WII6 26316 0 (56 0
Wits 25 315 0 0 w56
S — 0 W6 30 0
Wiss 23 0 w5 0 w356
wlsd 234 0 0 W45 346
3 3 3 3
w126 0 WO A6 256 0
[Vus] = wi® 0 w3 W2 0 w3 | et ona:
124 234 245 246
W3 0 w3 0 Wi w3
w23 0 0 Wl 25 236
0 w26 o186 146 156 0
3 3 3 3
125 135 145 156
0 w3 w3 w3 0 w3
0 Wizt I3 0 R
0 wi2s 0 Wit 1B 136
123 124 125 126
0 0 w3 —ws w3 —ws
[Pss] [t
—(15)  —(28) (27) (23) —(22) O (20)  (19) 0 0 (17 —(16) 0 0
@Bl (14)  (30)  (24) 0 —(22) —(21) 0 (19) 0 (18) 0 —(16) 0
(34) —-(35) -(13) 0 (24) —(23) 0  —(21) (20) 0 0 (18) -(17) 0
(32) —(299 0 —(12) (30) —(27) —(26) 0O 0 (19)  (25) 0 0 —(16)
(33) 0 —(29) —(35) (11) —(28) 0 (26) 0 (20) 0 (25) 0o -7
0 (33) —-(32) —(34) (31) —(10) 0 0 —(26) (21) 0 0 (25)  —(18)
(39) -7 0 (36) 0 0 )  (30) —(@27) (22) (3®) 0 0 0
(40) 0o -3 0 (36) 0 —(35) —(8) —(28) (23) 0 (38) 0 0
0 (40) —(39) 0 0 (36) —(34) (1) (1) (24 0 0 (38) 0
0 0 0 (40)  —(39) (37) —(33) (32) —(29) —(6) O 0 0 (38)
(44) —(42) 0 (41) 0 0 —-@43) 0 0 0 —(65) (30 —(27) (22)
(45) 0 -(42) 0 (41) 0 0 -(43) o0 0 -3 (4 —(28) (23
0 (45) —(44) © 0 (41) 0 0 —(43) 0 —(34) @) —(3) (24
0 0 0 (45)  —(44) (42 0 0 0 —(43) —(33) (32) —(29) (2
0 0 0 0 0 0 (45) —(44) (42) —(41) —(40) (39) —(37) (36)
avec
(1) = —wi2 W56 4 (124356 _ (125,346 4 (126,345
_ 123 456 131 256 135 246 138 245
(2) = w31,24 356 o 34 %56 w?i4 236 N w146 %357
_ 5 i 5.
(3) = w3 W34 — W3 34 34 Tw; " ws 47
(4) = wi?s w§46 (w135 216 | (145 236 + w156 2
_ 126, 345 136, 45 146, 535 _ 156, 934
(5) = ws 120::3 456 5 234 15_le_w 2;;3 146 5 2:?23 1215
(6) = w§24 356 " w234 156 w§45 (136 N w246 135
(7) = —w3™ ws™ — wi™ wy™ — ws + w3 )
(8) = —wl? W16 — (285 196 | (205, 136 T w256 134
= W3 Wy W3 3 w3~
(9) = w%% Wt — 2 ?145 w216 185 w§ wist,
(10) = —wi3t w256 4 (234,156 _ w§’45 Wwl20 4 (316 wé%
(11) = —wl3 w216 4 (235 116 | w3 5w126 +ws 6w
(12) = —wl3 w215 4 (236,145 | ;3 Gw 25 w§>56 wl?
_ _,,145, 236 245, 136 _ 45, 126 456 23
(13) = —w3® w3 + wi™ w3*® — W™ w3 + W5*° w3
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(14) — w?1’46 235 + w246 135 w§)46 w%25 456 w§237
(15) — w§56 34 + w256 %34 §56 124 + w456 %237
(16) — w§23 w%45 w%24 135 + w125 134
(17) — w§23 %46 w%24 136 + w126 w?1)34
(18) — W§23 w%SG (,«)%25 136 + w126 w§35
(19) — W§23 %45 w%24 235 + ws 5w§34
(20) — OJ?I’23 wg 46 c‘):)1)24 236 + w126 w33
(21) _ w123 w356 w 125 236 + w126 w335
(22) — W§23 w§)45 w%34 235 + wa 5&)33
(23) — w§23 w§>46 w§34 236 + w136 w§34
(24) — W§23 w§56 w335 §36 + w136 w335
(25) — w w356 Wg 25 146 +w 6w3 5
(26) — w w?2)56 C‘-)g 25 §46 + w126 w3 5
(27) — w§24 w§45 w%34 245 + w145 w?2’34
(28) — W§24 346 ?1)34 46 —|-(U146 %34
(29) — w§24 §56 w%45 46 + w146 w§45
(30) — w§25 w§45 w%35 45 + w145 w§35
(31) _ w?1’25 w§56 w§35 256 + w156 235
(32) — w§25 w:43156 w§45 256 + w156 245
(33) — W§26 §56 ?1)46 256 _|_w156 §46
(34) — W§26 w??:56 w%SG 256 + w156 w§36
(35) — w§26 w??;46 W%BG §46 + w146 W§36
(36) _ w?1’34 w§56 w335 346 + w136 w§>45
(37) — w134 w456 ws 145 346 + w146 w345
(38) — w334 w§56 w335 w?1)45
(39) — w w§156 w§45 356 + w156 w§45
(40) — W§36 W§5G Wg 46 356 + w156 wi3346
(41) _ w§34 W§56 w335 346 + w236 w§45
(42) _ w§34 w§4’56 w3 45 346 + w246 w§>45
(43) — w§34 w§56 w§35 246 + w236 %45
(44) — W§35 w§156 w§45 356 + w256 345
(45) — W§36 W§56 W§46 56 + w256 346 ~ Alors :

il y a donc 45 relations de Pliicker :

(1)

0, (2)

, (45)

(nrp G(3, 6) = 45), mais elles sont dépendantes. En effet les relations (6),
(7), (8), (9), (10), (11), (12), (13), (14) et (15) sont inutiles car elles se
déduisent de (
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2x(9) ==1)=(2)+B)—(4) - (5),

2x(10) ==(1) = (2)+ B) + (4) = (5),

2x11)=(1)+(2)+3)+ 4) + (5),

2x(12) = —=(1) = (2) = (3) + (4) + (5),

2x(13) =—=(1)+(2)+(3) — (4) — (5),

2x(14) = (1) = (2) —(3) = (4) = (5),

2x(15)=—=(1)+(2)—3)—(4)+ (5)

Et il n’y a donc que 45-10=35 relations de Pliicker indépendantes
(nrpi G(3, 6) = 35) [32] [42] '3

Symboles de Schubert Il y a 20 symboles de Schubert :
j - (jh j27 j3) (1 2 3) .] - (jlv j27 ]3> (1 2 4)

= (J1s J2, Ja) = (1, 2, 5), j = (41, J2, J3) = (1, 2, 6),
= (J1, Ja, J3) = (1, 3, 4), j = (J1, J2, J3) = (1, 3, 5),
(]17 J2, J 3) = (17 3, 6)7.] (jh J2, .73) = (17 4, 5)7
J= (jh j2; 3) = (17 47 6)7.] (jh j27 ]3) - (17 9, 6)7
J= (jl) j2; 3) = (27 3, 4)7.] (jla j27 ]3) - (27 3, 5)7
J= (j17 j27 3) = (27 3, 6)7.] (jh j27 ]3) = (27 47 5)7
= (J1, Ja, J3) = (2, 4, 6), j = (J1, J2, J3) = (2, 5, 6),
= (J1, J2, J3) = (3,4, 5), = (Ju, Ja, js) = (3, 4, 6),
(]17 J2, ]3) (37 9, 6) et j = (]17 J2, ]3) = (47 9, 6)

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

a=(ay, az, az) = (j1—1, ja—2, js—3), |a| = a1 +az +az = j1 + jo +j3 — 6,
A= (A1, Ao, A3) = (4—J1, 5—Ja, 6—73) et [A| = i+ X+ g = 15—j1—jo—Js.

Donc :
esij=(1,2,3)onaa=(0,0,0), A= (3,3, 3)
esij=(1,2,4)onaa=(0,0,1), A= (3,3, 2)
esij=(1,2,5 onaa=(0,0,2), A= (3,3, 1)
esij=(1,2,6)onaa=(0,0,3),A=(3,3,0)
esij=(1,3,4)onaa=(0,1,1), A= (3,2, 2) et |A|
esij=(1,3,5)onaa=(0,1,2), A=(3,2,1)
esij=(1,3,6)onaa=(0,1,3), A=(3,2,0)
esij= (1,4, 5 onaa=(0,22),A=(31,1)
esij=(1,4,6)onaa=(0,23),A=(3,1,0)
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et [A| =09,
et |A] =8,
et |A| =7,
et |[A| =6,



esij=(1,5,6)onaa=(0,3,3),A=(3,0,0) et |A| =3,
esij=(2,3,4)onaa=(1,1,1), A=(2, 2,2) et |A| =6,
esij=(23 5 o0onaa=(,12), A=(221) et |\ =5,
esij=(23,6 onaa=(113), A= (22 0) et |]A| =4,
esij=(2 4,5 omaa=(1,22),A=(211)et |A| =4,
esij=(24,6) onaa=(1,223),A=(21,0) et |Al =3,
esij=(2,5 6 onaa=(133),A=(200) et|\ =2
esij=(3,4,5)onaa=(222),A=(11,1) et |[A] =3,
esij=(3,4,6)onaa=(223),A=(11,0) et |A] =2,
esij=(3,5,6)onaa=(233),A=(1,0,0) et |A| =1,
esij=(4,5,6)onaa=(33,3),A=(0,0,0) et |A| =0.

Cellules de Schubert Ily a 20 cellules de Schubert C(;, . j,) 0U €3, 2o, A9)-

esij=(1,2,3)ou

1
0
0

S = O

0
0
1

o O O
o O O
o O O

A=
esij=(1,2,4)oul=

i)

esij=(1,2,5)oul=

(bitet)

* O O

0
0
1

O = O
o O O
o O O

o O =
O = O
* O O
* O O
_ o O
o O O

esij=(1,2,6)oul=

S = O
*x O O
*x O O
* O O

1 0
0 0
0 1

esij=(1,3,4)oul=

(3,3, 3) : Cr1,2,3) ou §)(3,3,3) a pour représentant :
et dimC(y, 2,3y = dim (23 3 3y = 0,

(3, 3,2) C(1,2,4) ou £)(3 3 9y a pour représentant :
et dimCy 0,4y = dim 3 3 9) = 1,

(3,3, 1) : Cu,9,5) ou £(3,3,1) a pour représentant :
et dimCy, 9,5 = dim Q3 3 1) = 2,
(3, 3,0) : Ca,2,6) OU £(3,3,0) @ pour représentant :

et dimC1,2,6) = dim Q(3,3,0) = 3,

(3,2, 2) : Cu,3,4) ou €3 2,2y a pour représentant :
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* *¥ O

1
0
0

esij=(

1
0
0

esij=(1

1
0
0

osij=(

(

esij=(

1
0
0

osij=(

* ¥ O * ¥ O * % O

o O =

* ¥ O

0000
1 00 0 |etdimCy s34 =dimds o9 =2,
01 00
(1,3,5)ouX = (3, 2,1):Ca 3,5 ouls, 2 1) apour représentant :
00 00
1 0 00 etd1mC135)—d1m§2321) 3
0 « 10
,3,6) ouX=(3,2,0):Cq,z,6 0u 3 2 0) apour représentant :
00 00
1 0 00 et dim C(l 3,6) = dim 9(3’270) = 4,
0 * *= 1
(1,4,5)ouX = (3,1, 1) : C1,4,5 ou 3,1, 1) & pour représentant :
0000
¥ 1 0 0 | etdimC 45 =dimQs 1) =4,
* 01 0
(1,4,6)ouX = (3,1, 0) : C1,4,6) 0u (3,1,0) & pour représentant :
0000
* 1 0 0 etdlmC(146 —dlnglo)—5
* 0 % 1
(1,5,6)ouX = (3,0,0):Cq,s6 ouldsoo apour représentant :
0000
* % 1 0 et dimC(l’g)’G) = dlm 9(3,070) = 6,
x % 0 1

(2,3,4)ouX =

Joud =

(2, 2, 2) : Ca,3,4) OU £(2,2,2) & pour représentant :
et dimCp 3 4y = dim (s 5 9) = 3,

(2,2, 1) C(2,3,5) ou €3 2 1) a pour représentant :
et dimC(z 3,5 = dim Q2 1) = 4,

(2, 2, 0) : C(a,3,6) ou (2, 2,0) & pour représentant :
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* 1 00 0 0
* 001 0 00 etdlmC(236 —dlmQQQ())—5
*+ 0 0 * x 1
esij=1(2,4,5)ouX=(21,1):Cu 45 oupi 1) apour représentant :
* 1 00 0 O
* 0« 1 0 0 etdlmC(245 —d1m9211)—5
* 00 = 1 0
esij=1(2,4,6)oul=(2,1,0) C(2,4,6) O £(2 1,0y & pour représentant :
*x 1 00 0 O
* 0« 1 0 0 et dim C(Q 4,6) = dim 9(2,1,0) = 6,
* 0 x 0 % 1
esij= (2,5 6)oul=(20,0) C(2,5,6) ou €2 0,0) a pour représentant :
* 1 00 0 O
¥ 0 % x 1 0 | etdimCp 56 =dimQg 00 =7,
* 0 *x x 0 1
esij=(3,4,5) ouX=(1,1,1):Caa5 ouu,i, 1 apour représentant :
* « 1 0 0 0
* x 01 0 0 etdlmC345)—d1m§2111 6
* x 0010
esij=(3,4,6)ouX=(1,1,0):Cgs, 4,6 ouu,i, 0 apour représentant :
* x 1 0 0 0
* x 01 0 0 et dim C(g 4,6) = dim 9(1,170) = 7,
* x 0 0 % 1
esij= (3,5 6)ouX=(1,0,0):Css6 oullu,o0 apour représentant :
¥*x x 1 0 0 0
* x 0 x 1 0 | etdimCs 56 = dimQq, 0,0 =8,
* x 0 x 0 1
esij=(4,5,6)ouX=(0,0,0):Cuse6 ouloo,o apour représentant :
* %+ x 1 0 0
* x x 0 1 0 et dim C(47576) = dim &)(0707 0) = 9.
* ¥ x 0 0 1

ZdimC(jhszé) = ZdimQ(,\17)\27)\3) = Z|a] = 90 > dlmG(S, 6) = 0.

Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.
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Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

100 g ¢ ¢

gl=1 0 1 0 g;l gg gg .Ona:w%z‘?’—l w124—g3,w§25—g35,,
001 93 93 93
wy* = g5, w5 = —gy, Wy = —g3, Wi = —gf, W™ = g5 95 — g5 63,
Wyt = 0303 ~ 9395, @3”) = a3gs — 9393, Wit = g1, Wi = g, Wi =g,
w3 = —gi g5 + g3 97, w50 = —gi 95 + 95 97, w3 ° = —g7 g5 + 95 97,
%—m%—%%wgzmw—%%WW—m%—ﬁﬁ
91 91 91
@5 =193 95 95
95 95 95

6.4 La grassmannienne G(4,n); 4 <mn

04 _n (n—1) (n—2) (n—3) )

(1) (12 (n-5)
N= - ~ 1.

S(4, n) variété de Stiefel.
S(4, n) C Mat(4, n); dim S(4, n) =4n.
o GL(4) = S(4, 4); dim GL(4) = 16.
e G(4,n) =5(4, n)/GL(4) la grassmannienne :
dimG(4, n) =4(n —4) # N (en général). G(4, n) = Mat(4, n —4).
Nombre de coordonnées de Stifel : dim S(4, n) = 4n.
Nombre de coordonnées affines : dim G (4, n) =4 (n — 4)
Coordonnées de Pliicker : wi®®™ (1 < iy < iy < i3 <iy <n).llyena

n(n—1)(n—2) (n—3)
" —N+1

Relations de Plicker

Sil<i<ig<ig<netl<j <jo<js<js<js<nalors:

5 ko iviziggy  giedkeds L
Y orey (1) wy wy = 0, soit :

w41 2 3]1 wi2‘?3j4]5 _|_ LU41 21372 wil]3]4]5 o (A)41 2373 wil]2.74]5 _|_ W41 21374 wiljZ]&]S
11921375 , J1J2J3J4 __

La matrice [p,,] est de dimension n(nfl)("ffz)o("*g) (n—4)

[¢s,] de dimension M X n et on [py,] [tw,]’ =0

(matrice de dimension %=1 (”7122)0("73) (1) "("72 (n=2)y.

x n et la matrice

Nombre de relations de Pliicker indépendantes :
2
Ill‘pi G<4, n) _ n(n—1) (n—2) (n73)ES;L6704) (n—5) (3n*+n+6) [32]
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6.4.1 La grassmannienne G(4, 5)
La grassmannienne G(4, 5) est duale de la grassmannienne G(1, 5).
Coordonnées de Pliicker : w}?3t w1235 1245 (1345 (2345,

Matrice [py,] de dimension 1 x 5 :

[(us) = (W5 —wlP5 W28 25 (1284 ) of
matrice [¢),,]| de dimension 10 x 5 :
Wists 5 0 0 0
wi245 0 W23 0 0
wy3P 0 0 w3345 0
—wj?3 0 0 0 L2315
1245 1345
[%4] = U 6‘1)12135 T 01345 0 .etona:
0 0 —wl 0
0 wi234 0 0 LT
0 0 Wiz 125 0
0 0 e 0 wi2s
0 0 0 i 1o

[Pun] V0]’ = (00 00O0O0O0O0 0 0)cequinedonne aucune
relation de Pliicker (nrp G(4, 5) = 0).

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(4, 5) = 0.

Symboles de Schubert Il y a 5 symboles de Schubert :
i =01, J2s Js, Ja) = (1, 2, 3, 4), j = (j1, Jas Js, Ja) = (1, 2, 3, 5),
i= (U, Jo, Js, j4) = (17 2, 4, 5)’ i= (U, Jos Js, j4) = (L 3, 4, 5)>
Jj= (j17 J2, J3s j4) = (27 3, 4, 5)
Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :
a= (ab az, as, a4) = (31 —1,J2—2,53—=3, ja— 4)7
la] = a1 +az +az +as = j1 + j2 + j3 + ja — 10,
A=A, Aoy, A3, ) =(2—71,3— 72, 4— 73,5 — Ju)
et |A| :)\1+)\2+/\3+>\4: 14-]1 —jg—jg—j4. Donc :

esij=(1,2,3 4 onaa=(0,0,00),A= (11,1, 1)et |\ =4,
esij=1(1,2,3,5)onaa=(0,0,0,1), A\=(1,1,1,0) et [A| =3,
esij=(1,2,4,5 0onaa=(0,011), A= (1,100 et |\ =2,
esij=(1,3 45 o0onaa=(0,111),A=(10,00) et |\ =1,
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esij=1(2,3,4,5)onaa=(1,1,1,1), A= (0,0,0,0) et |A| =0.

Cellules de Schubert Ily a5 cellules de Schubert C(j, . s, j2) 00 £2(x1, A, s, As)-

[ ] Slj = (1, 2, 37 4) ou )\ = (1, 1, 1, 1) . C(17273’4) ou 9(1’17171) a pour
représentant :

10000
01000 ) )
00100 et dimCy 9,34y = dim & 1,1,1) = 0,
00010
esij=(1,2,35) ouX=(1,11,0) : Cu o235 ou Qair1,1,0 a pour
représentant :
10 000
01000
O 0 1 0 O et dlmC(1235)—d1m91110) ]_
00 0 =« 1
esij=(1,2,4,5) ouX=(1,1,0,0) : Cq,o45 ou £ 10,0 a pour
représentant :
1.0 000
01000
00 10 et dimCp 9,4,5 = dim Q,1,0,0) = 2,
00 % 0 1
esij=(1,3,4,5) ou XA =(1,0,0,0) : Cu 34,5 ou £ 0,00 & pour
représentant :
1 0000
0 1 00
0 %0 10 et dimC(y,3,4,5 = dim£21,0,0,0) = 3,
0 = 0 0 1
° Si J = (2, 3, 4, 5 ou )\ = 0 O, 0, O) . C(273’475) ou Q(O,O,O,O) a pour
représentant :
*x 1 0 0 0
*x 001 0 0 . .
« 0 0 1 0 et dlm (:,(273,47 5) = dlm Q(O7 07070) = 4
*x 00 0 1

ZdimC(jth’j&ﬂ) = Zdlm Q(A17A27)\37/\4) = Z |a| =10 > dim G<4, 5) = 4.
Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.
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Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

1000 ¢
o100 g . 1234
lg] = 0010 ¢ .On a: wy
0001 g
oI35 — g8 — g

6.4.2 La grassmannienne G(4, 6)

La grassmannienne G(4, 6) est duale de la grassmannienne G(2, 6).

Coordonnées de Pliicker : wj?*, w}?35 o136
1356 , 1456 , 2345 , 2346 , 2356 , 2456 3456
wy3P0, w0 It R0 (300 (IR0 yRAE,
Matrice [py,]| de dimension 6 x 6 :
WIS I35 12051935
2346 1346 1246 1236
o] = W 3561256 0
wa W16 1456 0 1256
L3156 0 6 (1356
3456 2456 2356

matrice [1),,] de dimension 20 x 6 :

61

=1, wy

1235

1245

1246

_ 0
- 947 w

7w4 7w4 7w4

1256

1245
4

) Ld4

et :

1345

5

—03,

1346

) Cd4

Y



wi456 (2456 C02456 0 0 0
(1356 _wZBSG 0 wi456 0 0
1346 0&346 0 0 w2456 0
wi345 . wz345 0 0 0 wi>456
(1256 0 . wi%ﬁ _w2456 0 0
4
1246 0 (2346 0 _w2456 0
4 4
Wi245 0 _w2345 0 0 wz456
wi236 0 0 wi?’% wz356 0
wi235 0 0 _wi345 0 wi356
1234 2345 2346
wa] = 0 1256 (1356 (1456 0 0 :
4 4 4
0 1246 _ 1346 0 wi456 0
4 4
1245 1345 1456
0 Wy Wy 0 0 Wy
0 wi236 0 _wi346 _wi356 0
0 _Wi%s 0 Wi345 0 _wi356
0 wi234 0 0 Wi345 wi346
0 0 1236 1246 1256 0
4 4 4
0 0 _wi235 —Wi245 0 wi256
1234 1245 1246
U 0 i 1%34 _%42135 _%42136
0 0 0 w w w
4 4 4
[90404] Ww] -
(6) 0 (8) (9) 0 (10) 0 0 (12) (13) 0 (14) 0 0 (15)
0 (6) 7(7) 0 (9) 0 (10) 0 7(11) 0 (13) (0) (14) 0 0
—(4)  —(5) 0 —(7)  —(8) 0 0 (10) 0 —(11)  —(12) (0) 0 (14) 0
(2) (3) 0 0 0 —(7)  —(8) —(9) 0 0 0 —(11) —(12) —(13) 0
0 0 (1) (2) (3) (4) (5) (6) 0 0 0 0 0 0 —(11)
0 0 0 0 0 0 ) @) ®3) @ (5) (6) (7
avec :
1) = w2456 wi256 o wZ456 wi356 + wZ356 wi456,
_ 3456 , 1246 2456 , 1346 2346 , 1456
2) = —w Wt F WP W = Wit W,
3) = (3456 1245 _ 2456 1345 | 2345 1456
4 4 4 4 4 4
4) — wi)456 wi236 . wz356 wi346 + wz346 wi356’
_ 3456 , 1235 2356 , ,1345 2345 , 1356
d) = —wj w44 + wi wfI — wi wi ,
__, 3456, 123 2346 , 1345 2345 , 1346
6) = wy™" W™ — wit Wyt 4wt w, ",

2456 , 1236 2356 , 1246 2346, 1256
—wy W Wit Wyt — Wt Wy

I

— wz456 wi235 _ wz356 wi245 + wZ345 wi256’
9) = _wi456 wi234 + w£346 wi245 _ w2345 wi2467
1 ) — w2356 wi234 _ w2346 wi235 + w2345 wi2367
1 ) — wi456 wi236 _ wi366 wi246 + Wi346 wiZSG,
1 ) — _wi456 wi235 + wi356 wi245 _ wi345 wi256’
13) — wi456 wi234 _ wi346 wi245 + wi345 wi246,
14) _ _wi356 wi234 + wi346 wi235 _ wi345 wi236’
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0
(15)
0
0
~(12)
(®)

0
0

(15)
0
~(13)
)

0
0
0
(15)
—(14)
(10)

\
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(]256 1234 1246 |
Wy Wy

(15) =

sont indépendantes (nrp G(4, 6) = 15).

235 + w1245 w4236 Alors :

il y a donc 15 relations de Pliicker : (1) =0, (2) =0,...,

(15) = 0 et elles

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(4, 6) = 15 [32].

Symboles de Schubert Il y a 15 symboles de Schubert :

j - (jla j?a j3a j4)

(]1, J2y J35 J4
= (Jt, Ja, 3, Ja
= (J1, J2, J3, Ja
= (J1, J2, J3, Ja
= (J1, J2» J3, Ja
(]1, J2, J3s J4

.] - (]17 j27 j37 j4>

)= (
)= (
Ja) = (
ga) = (
Ja) = (
)= (

(1, 2, 3, 4)

= (J1, Jo» J3, Ja) =
= (J1, Jo; J3, Ja) =
= (J1, Jo2; J3, Ja) =
= (J1, Jo, J3, Ja)
= (J1, J2, J3» Ja)
(11, J2s J3; ]4)
(]1, J2, J3 ]4)

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

a = (a17 a2, a3, a’4) =

Ur—1 J2—2 Js

_37 j4_4)7

la| = a1 +ag +az + ag = ji + jo + Jz + ja — 10,

A — (/\17 A27 )\37 )\4> —

(3_j17 4_j27 b}

_j37 6_j4) et

Al =X+ X+ A3+ A =18 — 51 — ja — J3 — Jju. Donc :

esij=(1,2,3,4)onaa=(0,0,0,0), A=

esij= (1,23,
esij= (1,23,
osij=(1,2 4,
osij= (1,24,
esij= (1,25,
esij=(1,3,4,
esij= (1,314,
esij=(1,3,5,
esij=(1,4,5,
oesij=(2 3,4,
osij=(2 3,4,
esij= (23,5,

(2,2,2,2) et |A| =8,

5)onaa=(0,0,0,1), A=1(2,2,2,1) et |A| =7,
6)onaa=(0,0,0,2), A=(2,2,2,0) et [A\| =6,
5)onaa=(0,0,1,1), A=(2,2,1,1) et |A| =6,
6)onaa=(0,0,1,2), A=(2,2,1,0) et |A] =5,
6)onaa=(0,0,2,2), A=(2,2,0,0) et [A| =4,
5)onaa=(0,1,1,1), A=(2,1, 1, 1) et |A| =5,
6)onaa=(0,1,1,2), A=(2,1,1,0) et |A| =4,
6)onaa=(0,1,22), A=(2,1,0,0) et |A] =3,
6)onaa=(0,222),A=(2,0,0,0) et A =2,
Slonaa=(1,1,1,1), A= (1,1, 1 1) et |A| =4,
6)onaa=(1,1,1,2),A\=(1,1,1,0) et |A| =3,
6)onaa=(1,1,2,2),A=(1,1,0,0) et |A| =2,
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esij=1(2,4,56)onaa=(1,2 2, 2),
esij=(3,4,56)onaa=(2 2 2, 2),

A=(1,0,0,0) et |A] =1,
A=(0,0,0,0) et |A| =0.
Cellules de Schubert Ily a 15 cellules de Schubert C(;, j,. s, 1) 00 (1, A0, A, Aa)-

esij=(1,2,34) ouX=1(2222):Cqos4 ou a2 a pour
représentant :

1 00 0 0O
01 00O00O0 ] ‘
00100 0 |ctdmCuzsy=dmQe,,s =0
000100
° Slj = (17 2; 37 5) ou A = (27 2, 2, 1) : C(17273,5) ou 9(2,272’1) a pour
représentant :
1 00 0 0O
01 0000 ) .
001000 dim Cy,2,3,5 = dim Q3 2 2,1) = 1,
000 10
osij=(1,236)ouX=(2220): C(1,2,3,6) ou {2 22 0) & pour
représentant :
100 0 00
01 00O0O0 _ ‘
001000 et dimC(y, 2,36y = dim 2 2 2 0) = 2,
00 0 % *x 1
[ J Slj — (17 2; 47 5) ou A — (27 2; 17 1) . C(1727475) ou 9(2’27171) a pour
représentant :
1 00 0 0O
01 0000 ) .
00 =100 et dimCy 9,45 = dim Qo 2 1,1) = 2,
00 = 010
) Slj = (17 27 47 6) ou A = (27 27 17 O) : C(1,274’6) ou 9(2’271’0) a pour
représentant :
1 00 0 0O
01 0O0O0O0 ) '
00 x 100 et dimC1,2,4,6) = dim Q2 2,1,0) = 3,
00 « 0 % 1

([ ] SIJ = (1, 2, 57 6) ou )\ = (2, 2, 0, O) . C(172’576) ou 9(2727070) a pour
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représentant :

1 00
0
*
*

o O O

1
0
0

e sij= (1,3,

représentant :

10
0
0
0

EE I

0
1
0
0
(

e sij=
représentant :
10

0

0
0

* % %

0
1
0
0
(

e sij =
représentant :
10

0

0
0

* ¥ %

0
1
0
0
(

e sij =
représentant :
10

0

0
0

* % ¥
* % * O

e sij= (23,

représentant :

1

OO = O

0
0
0

* % X X

* * O O

1, 4,

o O = O

O = OO

s O = O O Tl ¥ = OO ol ¥ O O O = O O O O = O = O O

—_ o O O

et dimC, 2,56y = dim Q2,2 0,0) = 4,

et dimC(1,3,475) = dim Q(2,1,1,1) = 3’

6) ou A = (2,1,1,0) : Cu,3,4,6 ou Qo 11,00 & pour

et dimC(173,4,6) = dim Q(2,1,1,0) = 47

_— o O O

(=)

Jou X = (2,1,0,0) : Cu,35.6 ou Qp1,0,0 a pour

et dimC(y 3,56y = dim 22 1,0,0) = 9,

_ o O O

D

) ou A = (2, O, 0, O) : C(1747576) ou 9(2707070) a pour

et dim C(1747576) = dim Q(2,0,07 0) — 67

_— o O O

ot

Jou = (1,1,1,1) : Cag,34,5 ou Qu,i,1,1) a pour

et dimC(2’3,475) = dim Q(1,1,1,1) =4,

o O O O
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esij=(2346)ouX=(1110) :Cqsa4e6 ouairi1,0 a pour
représentant :

* 1. 00 00
* 01 000 _ .
*x 00100 et dimC(z 3 4,6) = dim 2, 1,1,0) = 5,
*+ 00 0 % 1
[ ] Slj — (27 3; 57 6) ou A — (17 1, 07 O) . C(2737576) ou 9(1717070) a pour
représentant :
*x 1 00 00
*x 001 0 00 ) .
* 00 %= 1 0 et dimCz,3,5,6) = dim Q(1,1,0,0) = 6,
*+ 00 0 * 1
[ ] Slj == (27 47 57 6) ou A = (17 O, 0, O) . C(2,475,6) ou 9(1,070’0) a pour
représentant :
* 1 00 00
x 0« 1 00 _ '
* 0« 010 et dimCz 4,5,6) = Aim Q1,0,0,0) = 7,
* 0« 00 1
® si J = (37 47 57 6) ou X = (0, O, 0, O) . C(374’576) ou 9(0707070) a pour
représentant :
* x 1 0 0 0
* + 001 00 _ .
x « 00 10 et dimC(3 4,56y = dim (g, 0,0,0) = 8.
* x 00 01

ZdimC(]’th’j&ﬂ) = Zdlm Q()\17)\27)\37/\4) = Z |a| = 60 > dim G<4, 6) = 8.
Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

1000 g gf
0100 g5 4§
=10 010 g g | Onar®™ =L =gl =™ =4
0001 g g
@2 = —g3, w0 = —gf, @™ = gigf — gl g8, @i = g3, @ = gf,
WP = g3 gl gigs @™ = 0305 — 93 95, wiP = —gi, WP = —gf,
@0 = g7 95 — g1 9Y, Wi = —gl g5 + g3 g1, @i = 97 95 — 95 91
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6.4.3 La grassmannienne G(5, 6)

La grassmannienne G(5, 6) est duale de la grassmannienne G(1, 6).

Coordonnées de Pliicker : wi?345, (12316 12356
Matrice [p,]| de dimension 1 X 6 :
(] = ( 6 1346 12456 12356
matrice [, | de dimension 15 X 6 :
6 ;23456 0 0
wé2456 0 —W§3456 0
2856 0 0 23456
Wiz g 0 0
—w g 0 0
0 W56 (13456 0
0 —}2356 0 13156
wal = | 0 w0
0 —wBs g 0
0 0 2896 12456
0 0w
0 0 —wBs g
0 0 0wz
0 0 0 —wl
0 0 0 0
on a :

12456
7w5

[Pus] [hg) ' =(0 000 000000O0O0O0DO

donne aucune relation de Pliicker (nrp G(5, 6) = 0).

Nombre de relations de Pliicker indépendantes : nrpi G(5,

Symboles de Schubert Il y a 6 symboles de Schubert :

j = (jh j27 j3a j4a .]5) = (]" 27 3a 47 5>a

J= (jh J2, J3s Ja, Js) = (1, 2, 3, 4, 6),
i= (U, Jo, J3s Jas Js) = (1, 2, 3, 5, 6),
j = (jlu J2, 735 J4, ]5) = (17 2, 4,5, 6)7
j = (jlu J2, 735 J4, ]5) - (17 3, 4,5, 6>’
i= (1, J2» Js, Ja, Js) = (2, 3, 4, 5, 6).

Pour chaque symbole de Schubert on en déduit :

13456
7("-)5

7w5

12346 12345 .

6) = 0.

a= (ah G2, ag, G4, Cl15) = (jl —1,52—2,93—3, ja—4, Js —5)7
la| = a1 +ax+ a3 + as + a5 = j1 + jo + js + ja + js — 15,
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A= (A1, A2, A3, Mgy As) = (2= 1, 3 —J2, 4 — J3, 5 — Ju, 6 — Js5) et
’>\|:20—11—j2—j3—j4—j5. Donc :

esij=(1,2345 onaa=(00000),Xx=(111,1,1) et

(Al =5,

esij=(1,2346)onaa=(00001),Xx=(111,1,0) et
(Al =14,

esij=(1,2356)onaa=(00011),Xx=(11,1,0,0) et
’)":37

esij=(1,2456)onaa= (001,11, X = (1,1,0,0,0) et
’)":27

esij=(1,3456 onaa= (01111, X = (1,0,0,0,0) et
’)":17

esij= (23456 omaa=(,1111),Xx=(0,00,00) et
A =0.

Cellules de Schubert Ily a6 cellules de Schubert C(j, j,. s, ja, j5) OU (A1, Mo, A3, Aa, As)-

(] SlJ = (1, 2, 3, 4, 5) ou \ = (17 ]., 17 ]_, 1) . C(172737475) ou Q(171717171) a
pour représentant :

100000
010000
00100 0 [etdimCuosasz=dimQui 111 =0,
000100
000010

([ ] SlJ = (1, 2, 3, 4, 6) ou )\ = (1, 1, 1, 1, O) : C(1’2’374?6) ou Q(LLLLO) a
pour représentant :

100000
010000
0010060 et dimC(172737476) = dim Q(171’17170) = 1,
000100
0000 %1

® SlJ = (1, 2, 3, 5, 6) ou A = (17 1, 17 O, 0) . C(1727375,6) ou Q(171717070) a
pour représentant :
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et dimCy,2,35,6) = dim Q1,1,1,0,0) = 2,

SO O =
O OO = O
OO = OO
* ¥ O O O
— o o O O

:

osij=(1,2456
pour représentant :

1 0000
0 00
0 10
0 01
0 0 0

esij= (1,3, 4,5,6)
pour représentant :

10000
0 0 0
0 10
0 01

0

esij=(2,3,4,5 6) ou
pour représentant :

ou A = 1 ]., 07 O, 0) . C(17274’576) ou 9(171707070) a

* % *x O
_ o O O O

o O O =

ou 1 O, 0, O, O) . C(1,3’475?6) ou Q(l,O,O,O,O) a

et dlmC(13456)—dlmQ(10000)—4

o O O
_ o O O O

* ¥ % %

)etdlmC(12456d1m911000) 3
A=
A=

0 0,0, 0, 0) : C(2,3,4,5,6) ou Q(0,0,0,0,0) a

* 1 00 0 0
* 001 000
* 00100 et dim C(2,3,4,5,6) = dim 9(070,0707 0) = 5.
* 00010
* 00 0 01

ZdimC(jth’jg’j‘hjw = Zdlm Q()\l,)\27)\3,>\4,>\5) = Z |a\ =15 > dim G(5, 6) = 5.
Donc les cellules de Schubert ne sont pas disjointes.

Complément : coordonnées de Pliicker avec les coordonnées affines :

OOggi

12345 __ 1 W12346 96
= gs,

=)

I
cooc o~
o~ oo

0
0 g5 |-Ona:w;
0
1

— o0 13456 _ 23456 __ 6
= 93, Ws g Wiy =01
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6.5 La grassmannienne G(n — 1, n)
Crl=netN=n-—1.
G(n—1,n) 2P, (K).
Voir G(1, 2), G(2, 3), G(3, 4), G(4, 5), G(5, 6) ci-devant.

7 Remarque

nrpi G(n — k, n) = nrpi G(k, n); par exemple :

nrpi G(2, 3) = nrpi G(1, 3) = 0, nrpi G(3, 4) = nrpi G(1, 4) =0,
nrpi G(4, 5) = nrpi G(1, 5) = 0, nrpi G(3, 5) = nrpi G(2, 5) =5,
nrpi G(5, 6) = nrpi G(1, 6) = 0, nrpi G(4, 6) = nrpi G(2, 6) =15, ...
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Annexe : un exemple de calcul de produit de cycles de Schubert
Solent A= (2,1, 1) et p=(3, 2, 1).
A : calcul de oy -0, = 0(2,1,1) - 0(3,2,1) € H*(G(6, 11), Z).
1 - Utilisation de la formule de Giambelli pour calculer
Ox = 0(2,1,1)

O2 013 94 ) )
o) =| L 0w 0@ =03y 0@) =0 0@ — 0 T 0.
0 1 0(1)

2 - Donc :
Ox* O = 00,1,1) 0@,2,1) = (07 - 02) = 01) - 03) — Tfy + () - 03,2, 1)
=0y (001)(0@2)06,2,1)—01) (03):0@,2,1) =02 (0(2)0(3,2,1)) +0) 0 (3,2,1)-

Et on va utiliser la formule de Pieri pour calculer :

(2) -0'(37271), avec |V| =38
2.2 0(3) - 0(3,2,1), avec [v| =9
2.3 O(4) " 0(3,2,1), avec |V| =10
2.4 01y (0@2) - 0(3,2,1)), avec [v| =9
2.5 o) - (0(3) 0(3,2,1 ) avec ’I/’ =10
2.6 0'(2)'(0'(2) 321) avec |V|:10
2.7 00y (0q) - (0@ - 0@,2,1))), avec || = 10.

On trouve, tous calculs faits :

2.1002):0@3,2,1) = 0(5,2,1) T 0(4,3,1) T 0(4,2,2) T 0(4,2,1,1) +7@3,3,2) +0(3,3,1,1)
+0(3,2,2,1)

2.2 03):0(3,2,1) = 0(6,2,1) T 0(5,3,1) +0(5,2,2) +0(5,2,1,1) +0(4,3,2) +0(4,3,1,1)
+ 0(4,2,2,1) T 0(3,3,2,1)

2.3 04):0(3,2,1) = 0(7,2,1) 1T 06,3,1) 1+ 0@6,2,2) +0(6,2,1,1) +0(5,3,2) +0(5,3,1,1)
4 0(5,2,2,1) + 0(4,3,2,1)

2.4 o) - (0(2) '0(3,2,1)) = 0(,2,1) T 20(573,1) + 20(5,2,2) + 20(5,2,1,1)
+04,4,1)t3014,3,2)+304,3,1,1)+304,2,2,1) T+ 0@4,2,1,1,1) +03,3,3) +303,3,2,1)
+0(3,3,1,1,1) T 0(3,2,2,2) T 0(3,2,2,1,1);

2.5 001) (0@3)-0(3,2,1)) = 0(7,2,1)F20(6,31)+20@6,2,2)+20@6,2,1,1)+0(5,4,1)
+30(5,3,2)t30,3,1,1) +305,2,2,1) +0(5,2,1,1,1) +0(4,4,2) +04,4,1,1) + 0(4,3,3)
+404,3,2,1) T 04,3,1,1,1) T 04,2,2,2) T 0@,2,2,1,1) + 0(3,3,3,1) T 0(3,3,2,2)
+0(3,3,2,1,1)
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2.6 0(2)-(0(2):0(3,2,1)) = 0(7,2,1)+20(6,3,1)+20(6,2,2+20(6,2,1,1)+2 0(5,4,1
+4035,3,2 +405,3,1,1) t405,2,2,1) T 06,2,1,1,1) 204,42 T 2014,4,1,1)
+20@4,3,3 + 604,321+ 204,3,1,1,1) T 204,2,2,2) T 2004,2,2,1,1) T 20(3,3,3,1)
+20(3,3,2,2 +20@3,3,2,1,1) + 0(3,2,2,2,1)

2.7 00 (00) - (02) - 03,2,1))) = 0(7,2,1) +306,3,1) +306,2,2) +30(6,2,1,1)
+30@5,4,1) + 70,32+ 705,3,1,1) T 705,2,2,1) +305,2,1,1,1) +40(4,4,2)
+40u,a1,1) 400,33 +12004,3,2,1) +504,3,1,1,1) +404,2,22 +9014,2,21,1)
+0@,2,1,1,1,1)T40(3,3,3,1)140(3,3,2,2)+503,3,2,1,1)10@3,3,1,1,1,1) T2 0(3,2,2,2, 1)
+0(3,2,2,1,1,1)-

3 - Finalement :
OX " Op = 0(2,1,1) " 0(3,2,1)
=0(5,3,2) T 0(5,3,1,1) + 0(5,2,2,1) T 0(5,2,1,1,1) + 0(4,4,2) T 0(4,4,1,1) T 0(4,3,3)

+30@,3,2,1) T 20,3,1,1,1) T 0,222 +2045221,1) + 0uz21,1,1,1) T 03,331
+0@3,3,2,2) T 20@3,3,2,1,1) T 0@3,3,1,1,1,1) T 0(3,2,2,2,1) T 0(3,2,2,1,1,1)

4 - Utilisation des coefficients CK’ u de Littlewood-Richardson

Onaox-o, =), X 00, avec: [v| = [A[+|u] = 10 et le calcul de ox -0y,
est ramené a celui des coefficients de Littlewood-Richardson ex, e

Comme A = (2, 1, 1) et = (3, 2, 1) on remplace X par son diagramme
de Young, également noté X\ :

* %
A% et p par le tableau de Young, également noté p :
*
1 11
n: 2 2 , avec trois fois 1 sur la premiere ligne car p; = 3, deux fois
3

2 sur le deuxieme ligne car py = 2 et une fois 3 sur le troisieme ligne car
M3 = 1.

Les p-extensions de A sont obtenues en bordant a droite les lignes du
diagramme de Young de X par les 6 chiffres (1,1,1,2,2,3) du tableau de
Young de p.

Par exemple :

* 1 1

—_

est une p-extension de de A de forme A = (4, 3, 2, 1) car

N % % %
w
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4 est le nombre d’éléments de la premiere ligne, 3 de la deuxieme, 2 de la
troisieme et 1 de la quatrieme.

Le mot de I'extenssion précédente est (1,1,2,1,3,2) et c’est un mot de
réseau et la p-extension de X précédente est stricte.

Finalement on obtient les 23 extensions strictes suivantes :

Une de forme (5, 3, 2)

*x x 1 1 1
x 2 2 , de mot de réseau (1,1,1,2,2,3)
* 3
D (5,3,2) 1
One €51 1), (3,2,1) —

Une de forme (5,3,1,1)

* x 1 1 1

I 2 2 , de mot de réseau (1,1,1,2,2,3)
3

Done ¢f3 13/ ts21) = 1

Une de forme (5,2,2,1)
* 1 1 1
, de mot de réseau (1,1,1,2,3,2)

*x x 1 1 1

* 2

* , de mot de réseau (1,1,1,2,2,3)
2

3

Donc 0831)1(31)21) =1

Une de forme (4,4, 2)
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* x 1 1
x 1 2 2 de mot de réseau (1,1,2,2,1,3)
* 3
D (4,4,2) 1
One € 1.1y,(3,2,1) —

Une de forme (4,4,1,1)

* % 1 1

: b2z , de mot de réseau (1,1,2,2,1,3)
3

Doc (311,521 = 1

, de mot de réseau (1,1,2,1,3,2)

W N =

(4,3,3)

(2,1,1),(3,2,1) — 1

Donc ¢
Trois de forme (4, 3,2,1)

* 1 1
1 2

5 , de mot de réseau (1,1,2,1,2,3),

—
[N]

, de mot de réseau (1,1,2,1,3,2),

X % % DX X %X W X X X
w

x 1 1

2 2 ,

3 , de mot de réseau (1,1,2,2,3,1)
Donc ¢332 Y =3

(2,1,1),(3,2,1)
Deux de forme (4,3,1,1,1)
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* x 1 1

* 1

* , de mot de réseau (1,1,2,1,2,3),
2

3

* x 1 1

x* 2 2

* , de mot de réseau (1,1,2,2,1,3)
1

3
Donc (37 1 f5/2.1) = 2

Une de forme (4, 2,2, 2)

* x 1 1
* 1 ,
. 9 , de mot de réseau (1,1,1,2,3,2)
2 3
(4,2,2,2) _
Donc ¢,1'1) 3,2,1) = 1

Deux de forme (4,2,2,1,1)

x 1 1
1
2 , de mot de réseau (1,1,1,2,2,3),

[\]

3 , de mot de réseau (1,1,2,3,1,2)

DO = % % % WD % % %

(4,2,2,1,1)
Donc €513, (3/2,1) = 2

Une de forme (4,2,1,1,1,1)

* 1 1
2

, de mot de réseau (1,1,2,1,2,3)

W N %X % %
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Une de forme (3,3,3,1)
* k1
* 1 2

. 9 3 de mot de réseau (1,2,1,3,2,1)

Une de forme (3,3,1,1,1,1)

e
1
2

, de mot de réseau (1,2,1,1,2,3)
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Une de forme (3,2,2,2,1)

* % 1

x 1

x 2, de mot de réseau (1,1,2,3,1,2)
1 3

2
Done ¢ 135 2,1 = 1

Une de forme (3,2,2,1,1,1)

* % 1
* 1
x 2 ,
1 , de mot de réseau (1,1,2,1,2,3)
2
3
3,2,2,1,1,1)
Donc ¢51'1) 37271y = 1

Et donc on retrouve que :

0(2,1,1) * 0(3,2,1) =
0(5,3,2) T 0(5,3,1,1) T 0(5,2,2,1) T 0(5,2,1,1,1) T 0(4,4,2) T 0(4,4,1,1) + 0(4,3,3)
+30@,3,2,1) t2014,3,1,1,1) T 0,2,2,2) + 20@,2,2,1,1) + 04a,2,1,1,1,1) T 0(3,3,3,1)
+0@3,3,2,2) +20@3,3,2,1,1) t0@3,3,1,1,1,1) T 0(3,2,2,2,1) + 0@3,2,2,1,1,1)-

77



78



B : calcul de Op - O0Xx = 0(3,2,1) " 0(2,1,1) € H*(G<6, 11), Z)

1 - Utilisation de la formule de Giambelli pour calculer
Op = 0(3,2,1)

0@ @) O)

O(3,2,1) =| 0(1) O@2) 0@) |= =00 0@)+00) 0(2) 0@ +00) 0 — 0y
0 1 0'(1)

2 - Donc :

0(3,2,1) " O(2,1,1) = (=00 " 04y +0(1) - 0(2) * 03) + 01)  0(5) — 0f3)) * O(2,1,1)

= —oqy-(0q) (0@ o@1,1))Toq) (0 (0@ 0e1,n))+oq (06 0@1,1)
—o@) - (0@)  0@1,1)
Et on va utiliser la formule de Pieri pour calculer :

2.1 0(3) " 0(2,1,1) 5 avec |V| =7
2.2 0'4) . 0'(27171); avec |I/| =38

2.3 0(5) - 0(2,1,1); avec V| =9

2.4 0@y (0w@) - 0@2,1,1)); avec [V =9

2.5 o) - (0(5) -0(2,171)); avec ’I/’ =10

2.6 0(2) - (0(3) -0(2,171)); avec ’l/| =9

2.7 0'(3) . (0(3) '0(27171)); avec |l/| =10

2.8 o) - (o) - (0@ - 0@2,1,1))) ; avec |v| =10
2.9 0y (o) - (0@3) - 0(@2,1,1))) ; avec [v| = 10

On trouve, tous calculs faits :

2.1 03) - 0@2,1,1) =05,1,1) T 0u,2,1) +0@4,1,1,1) T 0@3,2,1,1)

2.2 04)-002,1,1) = 0(6,1,1) T 0(5,2,1) T 0(5,1,1,1) + 0(4,2,1,1)

2.3 035y 0(2,1,1) = 0(7,1,1) T 0(6,2,1) T 06,1,1,1) + 0(5,2,1,1)

2.4 00) (0@ 0@2,1,1) = 0(7,1,1) +206,2,1) +2036,1,1,1) T 0(5,3,1) T 0(5,2,2)
+30@;,2,1,1) T 0(5,1,1,1,1) T 04,3,1,1) T 0(4,2,2,1) + T4,2,1,1,1)

2.5 00) (05)-0@2,1,1)) = 0(8,1,1) +207,2,1) +20(7,1,1,1) T 0(6,3,1) T 7(6,2,2)
+30@.,2,1,1) T 0(6,1,1,1,1) + 0(5,3,1,1) T 0(5,2,2,1) T 0(5,2,1,1,1)

2.6 002 (0@3) - 0@2,1,1) = 0(7,1,1) + 20(6,2,1) + 20(6,1,1,1) + 20(5,3,1)
+0@;,2,2) +40(5,2,1,1) T 05,1,1,1,1) T 0(4,4,1) T 04,3,2) + 30(4,3,1,1)
+20@4,2,2,1) T 20(4,2,1,1,1) T 0@3,3,2,1) T 0(3,3,1,1,1) T 03,2,2,1,1)

2.703) (0@ 02,1,1) = 0,1,1)+207,2,1)+2007,1,1,1)+20(6,3,1)+0(6,2,2)
+40(6,2,1,1) T 0@6,1,1,1,1) T 20(5,4,1) T 0(5,3,2) +40(5,3,1,1) T 20(5,2,2,1)
+205,2,1,1,1) T 0@4,2) t2014,4,1,1) T 2004,3,2,1) +2014,3,1,1,1) + 0,2,2,1,1)

+0(3,3,2,1,1)
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2.8 01y (o) (0 - 02,1,1))) = 08,1,1) +3007,2,1) +4007,1,1,1) + 306,31
+30,2,2) +80%,2,1,1) +30(@,1,1,1,1) T 0(5,4,1) +20(5,3,2) + 605,3,1,1)
+950(;,2,2,1) +50(5,2,1,1,1) T 0a,4,1,1) T 2014,3,2,1) +2014,3,1,1,1) T 04,2,2,2)
+20@4,2,2,1,1) T 0(4,2,1,1,1,1)

2.9 00y (0@ (0p) 0@2,1,1)) = 0i,1,1) +3007,2,1) +4007,1,1,1) +406,3,1)
+30@%,2,2) T 906,2,1,1) +30(6,1,1,1,1) T 305,4,1) T 405,32 + 10033 1,1)
+705,2,2,1) +705,2,1,1,1) 204,42 T40@4,1,1) + 04,33 + 704,321
+604,3,1,1,1)t2014,2,22) +5014,2,2,1,1) T204,2,1,1,1,1) 1 0(3,3,3,1) +0(3,3,2,2)

+30@3,3,2,1,1) +03,3,1,1,1,1) T 0(3,2,2,2,1) T 0(3,2,2,1,1,1)
- Finalement :

Op " O0Xx = 0(3,2,1) " 0(2,1,1)
= 0(5,3,2) T 0(5,3,1,1) T 0(5,2,2,1) T 0(5,2,1,1,1) T 0(4,4,2) T 0(4,4,1,1) + 0(4,3,3)
+30us3,21)t200431,1,1) 04,222 T204,221,1)+04,21,1,1,1) 03,331
+0@3,3,2,2) +20(3,3,2,1,1) + 03,3,1,1,1,1) T 0(3,2,2,2,1) + 0(3,2,2,1,1,1)

4 - Utilisation des coefficients ¢}, , de Littlewood-Richardson

Onaoy,-ox=)_, ¢} \ou, avec: [v| = [u[+|A| = 10 et le calcul de o, - ox
est ramené a celui des coefficients de Littlewood-Richardson ¢}, ,.

Comme p = (3,2, 1) et A= (2, 1, 1) on remplace p par son diagramme
de Young, également noté p :

* *
[V et A par le tableau de Young, également noté A :
*
11
A2 , avec deux fois 1 sur la premiere ligne car A\; = 2, une fois 2 sur
3

le deuxieme ligne car Ay = 1 et une fois 3 sur le troisieme ligne car A3 = 1.

Les A-extensions de p sont obtenues en bordant a droite les lignes du
diagramme de Young de p par les 4 chiffres (1,1,2,3) du tableau de Young
de .

On obtient les 23 extensions strictes suivantes :

80



Une de forme (5, 3, 2)

* *x x 1 1
x % 2 , de mot de réseau (1,1,2,3)
* 3
(5,3,2) B
Donc €3,2,1),(2,1,1) — 1

Une de forme (5,3,1,1)

* % *x 1 1

I * 2 , de mot de réseau (1,1,2,3)
3

Donc ¢33} (21,1) = !

Une de forme (5,2,2,1)

* % *x 1 1
* ok ,
. 9 , de mot de réseau (1,1,2,3)
3
(5,2,2,1) _
Donce ¢3'53), 2,1,1) = 1

Une de forme (5,2,1,1,1)

* % *x 1 1
* %
* , de mot de réseau (1,1,2,3)
2
3
Donc o2 hbD =1
(3,2,1),(2,1,1)

Une de forme (4,4, 2)

¥ k%

x * 1 2 de mot de réseau (1,2,1,3)
* 3

(4,4,2) .
Donc €3,2,1),(2,1,1) — 1

Une de forme (4,4,1,1)
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* % % 1
1 2
: * , de mot de réseau (1,2,1,3)
3
(4,4,1,1) -
Donc €3,2,1),(2,1,1) — 1

Une de forme (4,3, 3)

* % % 1
x % 2 de mot de réseau (1,2,3,1)
x 1 3

Donc ¢!t%?) =1

(3,2,1),(2,1,1)

Trois de forme (4,3,2,1)

* % 1

| p

5 , de mot de réseau (1,1,2,3),
x 1
2

, de mot de réseau (1,2,1,3),

=X X% % W X% % X W X X X
—

* 1
* 2 ,
3 , de mot de réseau (1,2,3,1)
Donc 4321 =3

(3,2,1),(2,1,1)

Deux de forme (4,3,1,1,1)

* % % 1

x % 1

* , de mot de réseau (1,1,2,3),
2

3

* ok % 1

x % 2

* , de mot de réseau (1,2,1,3)
1

3
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473717171) _ 2

(
Donc €3,2,1),(2.1,1)

Une de forme (4, 2,2, 2)

x % % 1
* % ,
. 0 , de mot de réseau (1,2,3,1)
1 3
Donc tt%2%2) =1

(3,2,1),(2,1,1)

Deux de forme (4,2,2,1,1)

x % % 1

*

x 1 , de mot de réseau (1,1,2,3),
2

3

* x 1

*

x 2 , de mot de réseau (1,2,1,3)
1

3
Donc b2 5D 2

(3,2,1),(2,1,1) —
Une de forme (4,2,1,1,1,1)

* % % 1
% %
T , de mot de réseau (1,1,2,3)
2
3
4,2,1,1,1,1)
Donc €3,2,1),(2,1,1) — 1

Une de forme (3,3,3,1)
* ok X
x ok 1
x 1 27
3

de mot de réseau (1,2,1,3)

(3,3,3,1) _
Donc €3,2,1),(2,1,1) — 1

)&y

Une de forme (3,3, 2, 2)
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L , de mot de réseau (1,2,3,1)

% k%
* % 1

x 1 , de mot de réseau (1,1,2,3),
2

3

%k k

* % 1

x 2, de mot de réseau (1,2,1,3)
1

3
Done g 37} i21.1) = 2

Une de forme (3,2,2,2,1)

* k%
* *

« 1, de mot de réseau (1,2,1,3)
1 2

3
Done ¢33 (2, = 1

Une de forme (3,2,2,1,1,1)
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— % %

, de mot de réseau (1,1,2,3)

W DN %X % %

(3,2,2,1,1,1)
Done 3751 (21,1 = 1

Et donc on retrouve que :

0(3,2,1) " 0(2,1,1) =
0(5,3,2) T 0(5,3,1,1) T 0(5,2,2,1) T 0(5,2,1,1,1) T 0(4,4,2) T 0(4,4,1,1) + 0(4,3,3)
+304,3,2,1) t204,3,1,1,1) + 04,222 204,22 1,1) +04,21,1,1,1) +0(3,3,3,1)
+0@3,3,2,2) +20@3,3,2,1,1) t03,3,1,1,1,1) T 03,2,2,2,1) + 7@3,2,2,1,1,1)-

- 5 On constate que :

0(3,2,1) " 9(2,1,1) = 9(2,1,1) " 0(3,2,1)
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