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Résumé :
Les systèmes numériques de grande taille sont omniprésents en dynamique des structures. Travailler
dans des espaces de dimension élevée est coûteux en temps de calcul, souvent insoluble et requiert de
stocker de gros volumes de données, d’où le besoin de simplifier les modèles pour les rendre mieux
exploitables par l’utilisateur. La Proper Orthogonal Decomposition (POD) est une des techniques de
réduction de modèle les plus utilisées avec succès. Néanmoins, elle est basée sur la structure métrique
de l’espace de configuration, tandis que pour les systèmes dynamiques l’espace de phase V = R2Nx est
naturellement muni d’un tenseur deux fois covariant antisymétrique, la forme symplectique :

ω(x,x′) = xTJ x′ = qTp′ − pTq′

où q sont les degrés de liberté, p sont les moments, xT = (qT ,pT ) et J est une matrice antisymétrique.
Le mouvement du système est gouverné par les équations canoniques :

ẋ = ∇ωh = J∇h

où ∇ωh est le gradient symplectique du Hamiltonien h (ou Hamiltonian vector field). La méthode pro-
posée qui entre dans la classe des techniques de Proper Symplectic Decomposition (PSD) consiste à
décomposer l’intervalle [0, T ] en Nt sous-intervalles Ik de pas de temps ∆tk et de point de référence
tk ∈ Ik. Partant d’une évolution de la structure [0, T ] → V : t 7→ x(t) comme donnée, nous construi-
sons, à travers l’isomorphisme J de V dans son dual V ∗, la matrice de snapshot covariante :

X∗ = [Jx(t1), · · · , Jx(tNt)]

représentant une application d’ensemble d’arrivée l’espace V ∗ et d’ensemble de départ l’espace eucli-
dienW de dimensionNt, muni d’un produit scalaire entre les vecteurs de snapshotfj = [fj(t1), · · · , fj(tNt)]

T :

(f1,f2) =
1

T

Nt∑
k=1

f1(tk) f2(tk)∆tk
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Une approximation des modes propres du système peut être obtenue à partir de la matrice symétrique

H̃ = 2X∗ 1

T
diag(∆t1, · · · ,∆tNt) (X

∗)T

en résolvant le problème aux valeurs propres correspondant. Le point essentiel est que lorsque l’évo-
lution de la structure représente une superposition équilibrée de tous les modes propres et sous des
hypothèses convenables, on peut prouver que l’approximation H̃ converge vers la matrice hessienne H
du Hamiltonien quand T et Nt tendent vers +∞. Si la combinaison des modes n’est pas équilibrée, nous
sommes capables d’extraire les modes dominants de l’analyse modale et la composante principale du
Hamiltonien, ce qui permet de construire un modèle réduit. Ce résultat de convergence est illustré par
un petit exemple numérique.

Dans la littérature moderne, une technique de réduction de modèle basée sur la PSD a été proposée
par Peng et Mohseni dans [1], dans laquelle la projection symplectique est déterminée à partir d’une
matrice de snapshot en résolvant, pour des systèmes linéaires, un problème d’optimisation non linéaire.
Au contraire, notre stratégie conduit à une méthode alternative basée sur la résolution d’un problème
aux valeurs propres linéaire.

1 Calcul de modes propres par PSD

1.1 Contexte
Pour la construction de la PSD, on suppose que l’on possède des données sur l’évolution des coordonnées
généralisées q au cours du temps et que la matrice de masseM est connue. Nous pouvons ainsi construire
le vecteur des moments conjugués p = Mq et la matrice des snaphots X :

X =

[
q(t1)

p(t1)
, . . . ,

q(tNt)

p(tNt)

]

Pour des systèmes linéaires, l’analyse modale nous permet d’écrire leur réponse homogène comme une
combinaison de modes propres. Soit le vecteur q des coordonnées généralisées (déplacement), on peut
écrire :

q(t) =

Nx∑
i=1

ui

(
αi cos(ωit) +

βi
ωi

sin(ωit)

)
(1)

où (ωi,ui) ∈ (R,RNx) sont les éléments propres du problème Ku = ω2Mu.

On travaillera avec des vecteurs propres normalisés par rapport à la matrice de masseM , i.e. 1 ⩽ i ⩽ Nx,
uT
i Mui = 1. Puis, on peut approximer q et p par troncature de la base propre, en ne conservant que

m ⩽ Nx modes satisfaisant un critère donné.

Si on suppose que les données peuvent s’écrire sous la forme (1), la matrice des snapshots X peut se
réécrire sous la forme suivante :

X =

[
U
(
α cos+ βω−1sin

)
MU (−αω sin+ β cos)

]
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avec :
— U =

[
u1 u2 . . . um

]
la matrice des vecteurs propres (taille Nx ×m) ;

— ω = diag(ω1, ω2, . . . , ωm) la matrice diagonale des valeurs propres (taille m×m) ;

— α = diag(α1, α2, . . . , αm) et β = diag(β1, β2, . . . , βm) (tailles m ×m) les matrices diago-
nales des facteurs de participation modale (vectoriellement on a α = UTMq(0) et
β = UTp(0)) ;

— cos = [cos(ωitj)] 1⩽i⩽m
1⩽j⩽Nt

et sin = [sin(ωitj)] 1⩽i⩽m
1⩽j⩽Nt

(tailles m×Nt).

Avec ces notations, le problème aux valeurs propres classique s’écrit KU = MUω2.

1.2 Calcul de H̃
On introduit l’opérateur antisymétrique J tel que :

J =

[
0 INx

−INx 0

]

On construit alors la matrice snaphshot covariante X∗ = JX :

X∗ = −

[
MU (αω sin− β cos)

U
(
α cos+ βω−1sin

)]

Si on considère un pas de temps constant ∆tk = ht, alors la matrice H̃ s’écrit :

H̃ = 2X∗ 1

T
diag(∆t1, · · · ,∆tNt) (X

∗)T =

[
Huℓ Hur

Hbℓ Hbr

]

avec :

Huℓ = 2
ht
T
MU

(
αω sin sinTωα−αω sin cosTβ − β cos sinTωα+ β cos cosTβ

)
UTM

Hur = 2
ht
T
MU

(
αω sin sinTω−1β +αω sin cosTα− β cos sinTω−1β − β cos cosTα

)
UT

Hbℓ = HT
ur

Hbr = 2
ht
T
U
(
α cos cosTα+α cos sinTω−1β + βω−1sin cosTα+ βω−1sin sinTω−1β

)
UT

1.3 Propriété de convergence par rapport à T

On étudie ici la convergence des produits 2ht
T sin sinT , 2ht

T cos cosT , et 2ht
T sin cosT par rapport à T ,

durée totale du snapshot. Ce sont ces produits qui sont responsables de la convergence des blocs Huℓ,
Hur et Hbr.



25ème Congrès Français de Mécanique Nantes, 29 août au 2 septembre 2022

On pose Hss tel que :

Hss =
2ht
T

sin sinT =

2ht
T

Nt∑
j=1

sin(ωitj) sin(ωktj)


1⩽i⩽m
1⩽j⩽Nt

Posons aussi H∞
ss :

H∞
ss = lim

ht→0
Nt→+∞

2ht
T

Nt∑
j=1

sin(ωitj) sin(ωktj) =
2

T

∫ T

0

sin(ωit) sin(ωkt) dt

Après avoir étudié les cas i = k et i ̸= k, on trouve :

H∞
ss =

∣∣∣∣∣∣∣
1− sin(2ωiT )

2ωiT
if i = k

2

(ω2
i − ω2

k)T

(
ωk sin(ωiT ) cos(ωkT )− ωi cos(ωiT ) sin(ωkT )

)
if i ̸= k

Le même développement peut être fait avec Hcc =
2ht
T cos cosT :

H∞
cc =

∣∣∣∣∣∣∣
1− sin(2ωiT )

2ωiT
if i = k

2

(ω2
i − ω2

k)T

(
ωi sin(ωiT ) cos(ωkT )− ωk cos(ωiT ) sin(ωkT )

)
if i ̸= k

On a H∞
ss = H∞

cc = Im. On peut finalement observer que, H∞
ss et H∞

cc tendent vers la matrice identité
quand T tend vers l’infini avec un taux de convergence en O( 1

T ).

De même, si on pose Hsc =
2ht
T sin cosT , on trouve :

H∞
sc =

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin(ωiT )

2

ωiT
if i = k

2

(ω2
i − ω2

k)T

(
ωi(1− cos(ωiT ) cos(ωkT ))− ωk sin(ωiT ) sin(ωkT )

)
if i ̸= k

On a H∞
sc = H∞

cs = 0. Ainsi, Hsc et Hcs tendent vers la matrice nulle quand T tend vers l’infini avec
un taux de convergence en O( 1

T ).

On peut enfin écrire la limite de H̃ pour T qui tend vers l’infini et ht qui tend vers 0 :

H̃∞ = lim
T→+∞
ht→0

H̃ =

[
MU

(
α2ω2 + β2

)
UTM 0

0 U
(
α2 + β2ω−2

)
UT

]
, (2)

et on sait que H̃ tend vers sa limite avec un taux de convergence en O( 1
T ).

Dans la cas particulier où α = Im et β = 0 (vitesses initiales nulles), on a :

MU
(
α2ω2 + β2

)
UTM = MUω2UTM = KUUTM = KM−1M = K
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Et :
U
(
α2 + β2ω−2

)
UT = UUT = M−1

d’où, dans ce cas très particulier, H̃ tend vers la matrice hessienne H du hamiltonien :

lim
T→+∞
Nt→+∞

H̃ = H =

[
K 0

0 M−1

]

1.4 Problème aux valeurs propres dans le cas général
La construction de la PSD repose sur la résolution du problème aux valeurs propres suivant :

H2
ωu = λu (3)

avec Hω = JH la matrice hamiltonienne. On a vu que les données ne permettaient de construire H

que dans un cas très particulier. En pratique, on construira la matrice H̃ω avec H̃ pour T et Nt choisis
suffisamment grands. Tous calculs faits, on a :

H̃ω =

[
0 U

(
α2 + β2ω−2

)
UT

−MU
(
α2ω2 + β2

)
UTM 0

]

H̃2
ω s’écrit alors :

H̃2
ω =

[
−U

(
α2ω + β2ω−1

)2
UTM 0

0 −MU
(
α2ω + β2ω−1

)2
UT

]

Si on pose B = U
(
α2ω + β2ω−1

)2
UTM , alors H̃2

ω s’écrit :

H̃2
ω =

[
−B 0

0 −BT

]

Les valeurs propres de H̃2
ω sont celles de B, de multiplicité 2. Les valeurs propres d’un produit de

matrices étant invariantes par permutation circulaire, on peut dire que les valeurs propres de B sont
aussi celles de

(
α2ω + β2ω−1

)2
UTMU . Or UTMU = Im. Il apparaît finalement que les valeurs

propres de H̃2
ω sont :

λi = −
(
α2
iωi +

β2
i

ωi

)2

(négatives, de multiplicité 2) (4)

La structure de la matrice H̃2
ω permet également de dire que ses vecteurs propres seront de la forme

suivante : [
u

0

]
,

[
0

Mu

]

où u est vecteur propre du problème classique Ku = ω2Mu.
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Le problème (3) permet donc de retrouver, à partir d’un snapshot, des approximations des vecteurs
propres de la structure étudiée. La connaissance de ces vecteurs propres nous permet de calculer les
facteurs de participation modale par projection sur la base modale des conditions initiales du snapshot.

Connaissant donc les λi, αi et βi, les pulsations propres ωi peuvent être retrouvées en exploitant (4)
(équation quadratique). Cependant, cette approche conduit à des racines doubles et il n’y a a priori pas
de manière générale permettant de sélectionner laquelle des deux racines est pertinente.

Une autre démarche est de considérer le bloc haut gauche Huℓ de H̃ :

Huℓ = MU
(
α2ω2 + β2

)
UTM

d’où :
ω2 = α−2

(
UTHuℓU − β2

)
2 Exemple numérique
Pour illustrer, on considère une barre de longueur ℓ, de section S, de module d’Young E et de masse
linéique µ. La barre est encastrée en x = 0 et libre en x = ℓ. On considère une approximation du champ
de déplacement tel que :

u(x) =
x

ℓ
q1 +

(x
ℓ

)2
q2

où q1 et q2 sont des coordonnées généralisées. Étant donné le choix de l’approximation, les matrices de
masse et de raideur s’écrivent :

L =
ES

ℓ

[
1 1

1 4
3

]
, M = µℓ

[
1
3

1
4

1
4

1
5

]

Pour simplifier, choisissons les paramètres tels que ES/ℓ = µℓ = 1. Les pulsations propres du pro-
blème Ku = ω2Mu seront prises pour références. On prend également comme temps de référence la
périodes de la plus petite pulsation propre. Ainsi, on cherche à observer la convergence des pulsations
propres calculée par PSD en fonction de la durée du snapshot en nombre de périodes. Les matrices des
snapshots sont construites par à partir des éléments propres de référence et des conditions initiales tirées
aléatoirement.

On trace sur les figures 1 et 2 l’évolution des pulsations propres en fonction du nombre de périodes pour
deux jeux de conditions initiales différents. On observe que les pulsations propres calculées par PSD
convergent vers les pulsation propres de référence.

On a également effectué une régression linéaire sur les pics des pulsations par rapport à une fonction de
la forme f : T 7→ K1 +

K2
T . On retrouve des coefficients de corrélation proches de 1, ce qui confirme

le calcul analytique sur le taux de convergence de H̃ .

Cet exemple numérique montre sur un exemple simple que la PSD peut fournir des approximations des
pulsations propres indépendamment des facteurs de participation modale et que la qualité de l’approxi-
mation augmenter avec la durée du snapshot. Les prochains développements seront dédiés à calculer
une PSD sur un exemple avec beaucoup plus de degrés de liberté.
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Figure 1 – Convergence des pulsations propres
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Figure 2 – Convergence des pulsations propres
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