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Résumé :  
Les tissus biologiques ont la capacité de s'adapter à leur environnement par des mécanismes tels que 

la croissance et le remodelage. Une croissance anormale des tissus peut entraîner différentes 

pathologies, notamment au niveau de la colonne vertébrale, comme les troubles de la croissance et la 

scoliose. Ainsi, comprendre les mécanismes de la croissance et être capable de modéliser ce phénomène 

peut aider à comprendre les effets néfastes de certaines pathologies, voire à les contrer. Cependant, la 

modélisation des phénomènes de croissance reste un défi majeur en mécanique des milieux continus. 

Ainsi, motivé par l'étude de la croissance saine et anormale de la colonne vertébrale chez les adolescents 

et les patients scoliotiques, ce travail vise à proposer une nouvelle approche pour modéliser la 

croissance volumique s’inscrivant dans le cadre de la mécanique des milieux continus généralisés. 

L’avantage de cette approche est double : d’une part, elle permet de représenter à la fois des stimuli de 

croissance mécaniques et biochimiques ; d’autre part, la loi de croissance est construite de façon à 

satisfaire en amont la compatibilité thermodynamique.   

Abstract :  
Biological tissues have the ability to adapt to their environment through mechanism such as growth and 

remodeling. Abnormal tissue growth can result in different pathologies, namely on the spine, such as 

growth disorders and scoliosis. Therefore, understanding the mechanisms of growth and being able to 

model this phenomenon can help to understand the adverse effects of certain pathologies, and even to 

counter them. However, modeling growth phenomena remains a major challenge in continuum 

mechanics. Thus, motivated by the study of healthy and abnormal spinal growth in adolescents and 

scoliotic patients, this work aims to propose a new approach to model bulk growth in the framework of 

generalized continuum mechanics. The advantage of this approach is twofold: on the one hand, it allows 

to take into account both mechanical and biochemical growth stimuli. On the other hand, the growth 

law is constructed in such a way to enforce a priori thermodynamic compatibility.   

 

Mots clefs : Croissance ; milieux continus généralisés ; thermodynamique ; 

biomécanique 

 



25ème Congrès Français de Mécanique Nantes, 29 août au 2 septembre 2022 
 

 

1 Introduction 
 

Les matériaux du vivant ont la capacité de s’adapter à leur environnement mécanique et biochimique à 

travers des mécanismes divers tels que la croissance et le remodelage. Regardée à travers le prisme de 

la mécanique des milieux continus, la croissance d’un élément de matériau est associée à une variation 

de sa masse et de sa forme à repos (c’est-à-dire, après avoir relâché les contraintes). Bien que la 

croissance soit un phénomène tout d’abord physiologique, de nombreuses pathologies donnent lieu à 

une croissance pathologique des tissus, telles que l'invasion tumorale, le sur- ou sous-chargement des os 

et de nombreuses pathologies cardiaques [1]. Ainsi, comprendre les mécanismes de la croissance et être 

capable de modéliser ce phénomène peut contribuer, d’une part, à expliquer le développement 

physiologique des tissus et, d’autre part, à appréhender les effets néfastes de certaines pathologies, voire 

à les contrer en développant des traitements personnalisés pour modifier, contrôler ou inverser la 

progression des maladies. Les outils d’ingénierie classiques fournissent aujourd’hui des informations 

précieuses dans bien des domaines de la biomécanique. Pourtant, la modélisation des phénomènes de 

croissance reste un défi majeur en mécanique des milieux continus. 

Dans ce contexte, ce travail présente et discute un modèle de croissance volumique mis en place dans le 

cadre de la théorie de la mécanique des milieux continus généralisés [2] tel que proposée par DiCarlo et 

Quiligotti [3]. Cette formulation introduit une nouvelle configuration cinématique, qui décrit une 

déformation de croissance irréversible. La déformation (totale) d’un élément de matériau est ainsi 

décomposée de manière multiplicative en une déformation de croissance (soit une transformation de 

l'état local à contrainte nulle, appelé état relâché) accompagnée d'une déformation élastique. Comme la 

déformation due à la croissance est généralement incompatible, la compatibilité de la configuration 

finale est récupérée par la partie élastique de la déformation, ce qui explique la présence de contraintes 

résiduelles dans les tissus même en absence de charges mécaniques [4]. La loi de croissance d’un 

élément de matériau, traduisant l'évolution de sa configuration relâchée, est obtenue en s’appuyant sur 

des formulations généralisées du principe des puissances virtuelles et du principe de dissipation, ce qui 

permet de satisfaire en amont la compatibilité thermodynamique de la théorie.  

Dans ce papier, la théorie générale est précisée pour répondre à une problématique clinique réelle, à 

savoir la déformation pathologique et progressive de la colonne vertébrale chez les patients atteints de 

scoliose idiopathique de l'adolescent (SIA). Ainsi, en s’appuyant sur des simulations aux éléments finis, 

nous avons étudié la croissance du rachis dans des conditions à la fois physiologiques et pathologiques 

pour, à terme, proposer des pistes de réflexion aux cliniciens travaillant dans ce domaine. 

 

2 Méthodes 

2.1 Cinématique et équilibre 
 

La déformation d'un élément de volume de la configuration de référence à la configuration finale est 

décrite par le gradient de la transformation (∇𝐩). Lorsqu’il y a de la croissance, ce dernier entraîne à la 

fois des déformations de croissance (ℙ) et des déformations élastiques (𝐅). La déformation de croissance 

décrit une configuration intermédiaire, sans contrainte, par rapport à laquelle se mesure la déformation 

élastique : 

 

∇𝐩 = 𝐅ℙ (1) 

 



25ème Congrès Français de Mécanique Nantes, 29 août au 2 septembre 2022 
 

 

Les déformations de croissances et élastiques peuvent être liées à des stimuli de natures mécaniques ou 

biochimiques. Afin de prendre en compte cette double nature des stimuli mis en jeu, nous nous sommes 

appuyés sur une formulation généralisée du principe des puissances virtuelles [2,3]. Nous avons ainsi 

postulé une expression de la puissance virtuelle faisant apparaître à la fois des forces mécaniques et 

biochimiques : 

 

𝒫(𝒗, 𝕍) = ∫ (𝒃 ∙ 𝐯 − 𝐒 ∙ ∇𝐯) 𝑑𝑉
ℬ

+ ∫ 𝒕 ∙ 𝐯 𝑑𝑆
𝜕ℬ

+ ∫ (𝔹 ∙ 𝕍 − ℂ ∙ 𝕍)
ℬ

𝑑𝑉 (2) 

 

Dans cette expression, ℬ représente le corps (ou une partie) et 𝜕ℬ sa frontière dans sa configuration de 

référence. En outre, 𝐯 représente la vitesse virtuelle totale et 𝕍 la vitesse virtuelle de croissance. Les 

forces mécaniques sont traitées de façon classique et sont représentées par une force volumique 𝒃 et une 

force surfacique 𝒕. En outre, 𝐒 représente le tenseur des contraintes de Piola. Les forces biochimiques 

représentent la rétroaction mécanique des stimuli biochimiques de croissance et se divisent en deux 

catégories : externe 𝔹 et interne ℂ. La dichotomie entre 𝔹 et ℂ est semblable à celle entre (𝒃, 𝒕) d’une 

part et 𝐒 d’autre part. Ainsi, le tenseur 𝔹 représente le stimulus de croissance exercé par l'environnement 

externe. En revanche, ℂ est lié à l’état du corps par une loi de comportement, dont l’expression sera 

donnée plus loin en s’appuyant sur une formulation généralisée du principe de dissipation. 

En demandant que la puissance virtuelle totale soit nulle pour toute vitesse virtuelle (𝐯, 𝕍), on obtient 

des équations d'équilibre généralisées pour les forces mécaniques et biochimiques, respectivement : 

 

div𝐒 + 𝒃 = 0 en ℬ,    𝐒𝒏 + 𝒕 = 0 sur 𝜕ℬ (3a) 
 

−ℂ + 𝔹 = 0 en ℬ (3b) 

 

2.2 Modèle de Croissance 
 

Notre théorie constitutive s’appuie sur deux notions principales imposant des restrictions aux lois de 

comportement à établir pour 𝐒 et ℂ : l'axiome d'objectivité et le principe de dissipation. Cette dernière 

stipule que la puissance des forces extérieures généralisées doit dépasser le taux de la densité d'énergie 

libre. En supposant qu’aucune dissipation n’est associée à la déformation élastique, on obtient la loi de 

comportement des contraintes élastiques : 

 

𝐒 = 𝐽ℙ

𝑑�̌�

𝑑𝐅
ℙ−T (4) 

 

où 𝐽ℙ = det(ℙ) et �̌� est la densité d’énergie libre sur la configuration relâchée, dépendant uniquement 

de 𝐅. En outre, on arrive à écrire une équation de dissipation réduite ne faisant apparaître que la 

dissipation liée à la croissance : 

 

ℂ+ ∙ 𝕍 ≥ 0 (5) 

 

où 𝕍 = ℙ̇ℙ−1 est la vitesse de croissance et ℂ+ = 𝔹 − ℂ𝐸 est la dissipation liée à la croissance, 

différence entre un terme « source » 𝔹 et un terme « Eshelbien » ℂ𝐸 = �̌�𝐈 − 𝐅T 𝑑�̌�

𝑑𝐅
= �̌�𝐈 − 𝐽ℙ

−1𝐅T𝐒ℙT 

(𝐈 étant le tenseur identité du second ordre). Dans un premier temps et dans un souci de simplicité, nous 

avons considéré ℂ+ comme une fonction linéaire de 𝕍, à savoir ℂ+ = 𝛼 ℙ̇ℙ−1, ce qui permet de vérifier 

l’inégalité (5). Cette hypothèse conduit à une loi de croissance thermodynamiquement compatible qui 

s’écrit :  
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ℙ̇ = 𝛼−1(𝔹 − �̌�𝐈 + 𝐽ℙ
−1𝐅T𝐒ℙT)ℙ (6) 

 
où α est un scalaire positif représentant la résistance à la croissance (la vitesse de croissance diminue à 

l’augmenter de la valeur de α). À noter que la loi de comportement de ℂ s’écrit : ℂ = ℂ𝐸 + ℂ+. 

 

2.3 Simulations numériques 
 

Pour valider l'implémentation du modèle de croissance proposé et la reconstruction géométrique, des 

études préliminaires ont été réalisées. Le modèle numérique du rachis considéré dans nos simulations 

numériques inclut des vertèbres et des disques intervertébraux (DIV). Le rachis a été modélisé dans le 

logiciel commercial d'éléments finis (FE) COMSOL Multiphysics et les équations du modèle de 

croissance ont été implémentées en utilisant l’interface COMSOL pour la formulation faible. Dans 

toutes nos études préliminaires, le maillage a été constitué d’éléments tétraédriques avec une 

interpolation de Lagrange quadratique. Enfin, comme solveur a été choisi un algorithme multigrid 

itératif particulièrement adapté pour les problèmes fortement couplés.  

Concernant le comportement des matériaux, les vertèbres et les DIV ont été considérés comme des corps 

homogènes et isotropes. Étant donné que la déformation élastique des vertèbres est considérablement 

faible dans les cas étudiés, une loi de comportement élastique linéaire a été utilisée pour le tissu osseux, 

caractérisée par le module d'Young E et le coefficient de Poisson ν. En outre, pour les DIV a été utilisée 

le modèle hyperélastique de Mooney-Rivlin à deux paramètres, caractérisé par les paramètres 𝐶10, 𝐶01  

et le module volumique 𝜅 [6]. Les valeurs des coefficients élastiques des vertèbres (E, ν) et des DIV 

(𝐶10, 𝐶01  et 𝜅) ont été adaptées de la littérature ([5], respectivement [6]) et sont présentées dans le 

tableau 1. 

 

Tableau 1. Propriétés élastiques des corps vertébraux et des disques intervertébraux (adaptées de [5] et [6]) 

E [GPa] 𝜈 [-] 𝐶10 [MPa] 𝐶01 [MPa] 𝜅 [MPa] 

1 0.3 5.51 1.37 0.0145 

 

3 Résultats et discussion 
 

L’une des caractéristiques principales de notre modèle est la possibilité de prendre en compte des stimuli 

biochimiques (via le tenseur 𝔹) de croissance. Dans un premier temps, nous nous sommes concentrés 

sur l’identification de ces stimuli dans des conditions physiologiques. Pour simuler la croissance 

physiologique de la colonne vertébrale, nous avons modélisé une colonne vertébrale saine. Étant donné 

la difficulté d'obtenir des données d'imagerie d'enfants sains, nous avons utilisé des images à haute 

résolution en libre accès du Visible Human Project [7] pour la reconstruction de la géométrie. À partir 

de ces données, nous avons créé un modèle simplifié de colonne vertébrale dans le plan sagittal. Ce 

modèle inclut les vertèbres thoraciques (T1 à T12, du haut vers le bas) et lombaires (L1 à L5, du haut 

vers le bas), ainsi que les IVD. Nous avons encastré la surface inférieure de la vertèbre L5 et bloqué le 

déplacement horizontal (plan xy) de la surface supérieure de la vertèbre T1. Nous avons appliqué un 

stimulus de croissance sur toutes les vertèbres dans la direction verticale z, soit 𝔹 = 𝕓 𝒆𝑧⨂𝒆𝑧, et négligé 

les charges mécaniques. Ainsi, 𝕓 englobe aussi l'effet du poids corporel dans la croissance physiologique 

saine. Le stimulus de croissance biologique efficace 𝛼−1𝕓 dans la direction verticale a été identifié sur 

la base de données cliniques [8]. La croissance a été simulée pendant 12 ans (de 6 à 18 ans). 
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Nos résultats numériques sont en excellent accord avec les données de la littérature en ce qui concerne 

le taux de croissance et la longueur de la colonne vertébrale (Fig. 1A), soutenant ainsi notre identification 

du stimulus de croissance efficace 𝛼−1𝕓 dans des conditions physiologiques.  Cependant, faute de 

données plus précises, un stimulus de croissance uniforme a été appliqué à toutes les vertèbres, ce qui a 

entraîné une croissance presque uniforme sur l'ensemble de la colonne vertébrale (Fig. 1B). De plus, la 

courbure de la colonne vertébrale diminue au fur et à mesure de la croissance, ce qui n'est pas 

physiologique. L'identification du stimulus de croissance efficace sera améliorée dans nos travaux 

futurs. 

 

 

Figure 1 Croissance physiologique. (A) Taux de croissance et longueur de la colonne vertébrale ; (B) Croissance 

dans la direction z (ℙ𝑧𝑧) dans la configuration finale. 

 

Dans une deuxième étude, les effets des charges gravitationnelles sur la colonne vertébrale ont été 

étudiés dans le cas d’une pathologie rachidienne, comme la scoliose.  Dans ce cas, la géométrie a été 

reconstruite à partir de données d’imagerie (radiographie dans le plan frontal) d’un adolescent atteint de 

scoliose idiopathique de l’adolescent (SIA), et l'évolution de la scoliose a été simulée pendant 8 ans. 

Comme proposé en littérature, le poids du corps a été distribué sur les différentes vertèbres, à savoir 

14% sur la première vertèbre thoracique (T1) et 2,6% sur les autres [9]. Comme dans l’étude précédente, 

L5 est encastrée et T1 est bloquée dans le plan horizontal (xy). La géométrie du modèle et les liaisons 

cinématiques sont montrées sur la Fig. 2A. 

 

 

Figure 2 Modèle simplifié de la colonne thoracolombaire d’un patient atteint de SIA (plan frontal) (A) Géométrie 

et BC ; (B) Modèle purement élastique : contrainte de Piola dans la direction z (𝑺𝑧𝑧) ; (C) Modèle de croissance : 

Contrainte longitudinale de Piola (D) Croissance longitudinale. 

 

La figure 2B présente les résultats d’un modèle purement élastique (plan frontal) : on peut remarquer 

une petite déformation de la colonne et des contraintes de compression dans les régions concaves du 
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rachis. Les résultats obtenus par le modèle de croissance (Fig. 2C et 2D) montrent des différences 

importantes par rapport au modèle élastique. D’une part, on peut observer une augmentation 

considérable de la déformation et de la courbure de la colonne, liée à une croissance différentielle dans 

les régions convexes et concaves de la colonne (Fig. 2D), ce qui se traduit par une déformation résiduelle 

des vertèbres et peut être associé au phénomène de wedging observé dans les patients atteints de SIA 

[10]. De plus, des contraintes positives importantes sont observées dans les régions convexes de la 

colonne vertébrale (Fig. 2C). Ces résultats montrent les limites d’un modèle élastique et l'importance 

d’utiliser des modèles de croissance pour l'étude de l'évolution de la scoliose.  

 

4 Conclusion 
 

Nos études préliminaires ont présenté des résultats encourageants malgré la simplicité des modèles 

numériques utilisés. Pour une colonne vertébrale saine, la simulation de la croissance physiologique a 

montré une excellente corrélation avec l'évolution de la longueur de la colonne vertébrale pendant tout 

le processus de croissance. En ce qui concerne la colonne vertébrale scoliotique, nos résultats 

reproduisent le phénomène de wedging des vertèbres observées dans les patients scoliotiques. En 

particulier, ils montrent l'importance des modèles de croissance pour l'étude de l'évolution de la scoliose.  

Enfin, nous pouvons conclure que notre théorie a montré son potentiel pour décrire la croissance 

rachidienne. Les prochaines étapes de notre travail porteront sur l'amélioration de la description de la 

géométrie et des matériaux de la colonne vertébrale ainsi que des charges mécaniques, l’identification 

des stimuli de croissance non uniformes, ainsi que le développement d’un modèle mécanobiologique de 

ceux-ci permettant d’intégrer la biologie dans la loi de croissance. 
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