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Résumé :
Cet article pose les bases d’une méthode efficace de représentation des fronts de contact, reposant sur
l’approche X-MESH introduite dans [1] pour modéliser les fronts de changement de phase. L’idée est
de déplacer des noeuds du maillage éléments finis afin d’obtenir une représentation maillée, continue en
temps du front de contact. Ces mouvements de noeuds se font sans changement de topologie des noeuds
du maillage. Les potentialités de la méthode sont illustrées sur un problème 1D pour lequel une solution
analytique existe, mettant en évidence la capacité de la méthode X-MESH à calculer avec précision la
position des fronts de contact.

Abstract :

This work gives the basis for an efficient way to model sharp contact fronts, based on the X-MESH
approach which was originally introduced in [1] to model phase-change fronts. The key idea is to move
the nodes of a finite element mesh to have a time continuous, sharp representation of the contact front.
These nodes movements keep the mesh topology fixed. The capabilities of the method are illustrated on
a 1D for which an analytical solution exists, which shows that the X-MESH method allows to accurately
recover the position of the contact front.

Mots clefs : X-MESH , mécanique du contact, membrane, interface maillée

1 Introduction
Les problèmes de contact sont modélisés par des contraintes d’inégalités, qui ont fait l’objet de nom-
breuses recherches au cours des dernières décennies [2, 3]. Les approches les plus populaires pour ré-
soudre ce type de problèmes sont les approches mortar [4, 5, 6, 7], la méthode des multiplicateurs de
Lagrange [8, 3], la méthode de pénalisation [8, 3], ou encore l’approche par Lagrangien augmenté [9, 3]
qui est une combinaison de la méthode des multiplicateurs de Lagrange et de la méthode de pénalisation.
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Figure 1 – Illustration of 1D contact problem

La plupart de ces techniques sont efficaces pour modéliser l’intérieur des zones de contact, en revanche
peu d’entre elles sont capables de représenter efficacement les fronts de contact (frontières des zones
de contact). On peut citer par exemple les travaux de [10] qui proposent une méthode de quadrature
précise pour prendre en compte les discontinuités au niveau des fronts de contact. Cette approche né-
cessite cependant d’utiliser une sous-grille d’intégration, et la pression de contact doit être obtenue par
post-traitement. D’autres méthodes permettent d’obtenir une représentation nette du front de contact en
déplaçant des noeuds dumaillage éléments finis [11, 12]. Inversement, l’approche ILS (Inequality Level-
Set) [13] utilise une représentation implicite du front de contact au moyen d’une fonction de niveau et
d’un enrichissement X-FEM.

Ce travail pose les bases d’une méthode efficace pour représenter les fronts de contact, fondée sur l’ap-
proche X-MESH introduite par [1] pour étudier les fronts de changement de phase. L’idée clé est de
déplacer les noeuds du maillage éléments finis pour obtenir en chaque instant du calcul un maillage
coincidant avec le front de contact. On insiste sur le fait qu’il ne s’agit que de déplacer des noeuds, sans
changer leur topologie. L’efficacité de la méthode est démontrée sur un exemple de contact entre une
membrane élastique et une surface rigide 1D, et servira dans des travaux futurs à traiter des cas plus
généraux (2D/3D, contact entre solides déformables, etc).

L’article est organisé de la façon suivante. Les équations du problème 1D sont présentées dans la section
2. La résolution par la méthode des éléments finis classiques est également brièvement évoquée. La cor-
rection par la méthode X-MESH des résultats obtenus ainsi est développée dans la section 3. L’approche
X-MESH est illustrée sur un exemple 1D numérique dans la section 4. Enfin, quelques conclusions et
perspectives clôturent cet article dans la section 5.

2 Description du problème et résolution éléments finis
On considère le problème d’une membrane 1D de longueur L sous l’hypothèse des petites perturbations
illustré sur la figure 1. La tension de la membrane est notée T et son déplacement vertical en fonction de
x ∈ Ω = [0; L] est noté u. Les bords de la membrane ∂Ω sont fixés (u(x = 0) = 0 et u(x = L) = 0).
Une pression uniforme fd est appliquée, plaquant la membrane contre une surface plane rigide située à
une hauteur d. Ce problème peut s’écrire comme le problème de minimisation suivant :

u = arg min
ũ∈Ud∪C

∫
Ω
T‖∇ũ‖2 dΩ−

∫
Ω
fdũ dΩ (1)

où
Ud = {ũ ∈ H1(Ω) | ũ = 0 sur ∂Ω} (2)
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Figure 2 – Illustration de la correction X-MESH en 1D.

et
C = {ũ ∈ H1(Ω) | ũ ≤ d sur Ω} (3)

Le domaine Ω = Ω+ ∪ Ω− est divisé en une zone de non-contact Ω+ :

Ω+ = {x | u(x) < d} (4)

et une zone de contact
Ω− = {x | u(x) = d} (5)

La frontière Γ = Ω+ ∩ Ω− est appelée “front de contact” (ou juste “front”) dans ce qui suit. Le contact
entre la membrane et la surface plane rigide est supposé sans frottements.

Le domaine Ω est discrétisé à l’aide de ne éléments finis. L’ensemble des nn = ne + 1 noeuds du
maillage éléments finis est noté I , et leurs abscisses xi, ∀i ∈ I . Le déplacement u est discrétisé en 1D :

uh(x) =
∑
i∈I

uiNi(x) (6)

où les Ni sont les fonctions d’interpolation éléments finis linéaires 1D et ui sont les degrés de liberté
en déplacement. Les valeurs ui peuvent être obtenues pour un maillage fixe donné par n’importe quel
algorithme de contact classique, pour cet article un algorithme de type contraintes actives [3] a été utilisé.
Dans ce qui suit, l’indice “h” qui fait référence à la version discrétisée de u est ommis pour simplifier
les notations.

3 Correction X-MESH
La section 2 explique comment trouver, pour une position donnée des noeuds du maillage éléments finis,
un champ de déplacement u satisfaisant (1). À convergence, on obtient ainsi des noeuds I− considérés
comme en contact avec la surface rigide

I− = {i | ui < d} (7)
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et des noeuds I+ qui ne le sont pas :
I+ = {i | ui = d} (8)

On définit l’ensemble If des noeuds de front comme les noeuds de I− adjacent à un noeud de I+. Par
exemple, le noeud i sur la figure 2 est un noeud de If , tandis que le noeud i− 1 est dans I− et le noeud
i+ 1 dans I+. Dans la grande majorité des cas, la position des noeuds de If n’est pas la position exacte
du front Γ. On propose dans cette section de déplacer les noeuds de If afin de se rapprocher au plus
près de la position de Γ. Pour cela, on définit le multiplicateur de lagrange µ obtenu par post-traitement,
inroduit dans [13] :

µi =

∫
Ω+

fdNi dΩ−
∫

Ω+

T∇u · ∇Ni dΩ, ∀i ∈ If (9)

Suivant l’idée de [13],µi est nul si la position du noeud i est celle du frontΓ. La valeur deµi, i∈If obtenue
après avoir appliquée la procédure exposée dans la section 2 est dans la majorité des cas non nulle, on
propose donc ici une fois que les noeuds If sont connus, de les déplacer de sorte que µi, i∈If = 0,
comme illustré sur la figure 2. Dans le cas du noeud i de la figure 2 situé à droite de la zone de contact,
µi s’écrit

µi =
fd
2

(xi+1 − xi) + T
ui+1 − ui
xi+1 − xi

(10)

L’expression de µi pour le noeud situé à gauche de la zone de contact est similaire, au signe près. On
peut donc obtenir la position x∗i du noeud i telle que µi = 0 :

x∗i = xi+1 −

√
2T (d− ui+1)

fd
(11)

où l’on a utilisé le fait que ui = d (i appartenant à If ). On déplace ainsi le noeud i jusqu’à sa nou-
velle position x∗i en utilisant l’équation (11), puis on résout le problème de la section 2 avec le nouveau
maillage obtenu, et ainsi de suite jusqu’à convergence. Dans ce cas 1D simple, il est possible d’obtenir
analytiquement la position des noeuds du front telle que µi. Dans un cas plus général, il sera probable-
ment nécessaire de chercher x∗i par un algorithme itératif (Newton-Raphson, dichotomie, méthode de
Brent, etc).

4 Résultats numériques

On considère une membrane de longueur L = 1 m et de tension T = 10 N.m−1. La surface rigide est à
une hauteur d = 0.002 m. Les positions analytiques des fronts de contact xc1 et xc2 sont :

xc1 =

√
2
Td

fd
, xc2 = L−

√
2
Td

fd
(12)

La solution en déplacement est :

uex(x) =


− T

fd

(
x2

2
− xc1x

)
pour x < xc1

− T

fd

(
(x2 − L2

2
− xc2(x− L)

)
pour x > xc2

(13)
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Les champs de déplacements pour plusieurs valeurs de fd pour une membrane discretisée avec ne = 20

éléments finis sont tracés sur la figure 3. On remarque que dans ce cas particulier où la surface rigide est
horizontale et fd uniforme, les valeurs de la solution numérique aux noeuds sont exactement celles de la
solution analytique. Cela est possible car les positions des fronts sont parfaitement calculées (cf. figure
3 (g) pour la valeur de xc1). Le relais de noeud X-MESH peut être observé, avec le front qui se déplace
de noeud en noeud sur les figures 3 (b) à 3 (d), alors que le front est porté par le même noeud qui se
déplace le long d’un élément sur les figures 3 (d) et 3 (e). On remarque ainsi que le front de contact n’est
pas toujours porté par les mêmes noeuds ce qui permet de le propager sur de longues distances tout en
gardant un maillage acceptable de part et d’autre du front. Seuls les éléments touchant le front peuvent
devenir très petits voire de taille nulle. C’est une originalité de l’approche X-MESH que d’autoriser ce
fait. Le traitement des petits éléments est discuté dans [1].

5 Conclusion
Cet article présente des résultats préliminaires d’application de l’approche X-MESH , initialement in-
troduite dans [1] pour capturer les fronts de changement de phase, sur une problème simple de contact
1D. L’idée consiste à partir du résultat d’un calcul éléments finis utilisant un algorithme de contact clas-
sique, et de déplacer des noeuds du maillage pour les rapprocher du front de contact. Le critère utilisé
pour trouver la position du front est basé sur les travaux de [13]. Sur un problème simple 1D, l’approche
X-MESH permet de retrouver la solution analytique aux noeuds du maillage éléments finis. Les futurs
travaux consisteront à étendre l’approche en 2D/3D, pour différents cas de chargement et formes de
surface rigide, et à plus long terme, pour le contact de deux solides déformables.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

Figure 3 – Figures (a) à (f) : déplacements analytiques et X-MESH à différents instant de calcul. Les
noeuds de la zone de contact sont tracés en rouge, et ceux de la zone de non-contact en bleu. Figure
(g) : valeurs analytique et X-MESH de xc1 à différentes étapes de chargement. xc1 est arbitrairement
initialisée à 0 tant qu’il n’y a pas contact (deux premiers points de (g)). Les figures (a) à (f) correspondent
aux 6 premiers points de la figure (g) où xc1 est non nul.
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