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Résumé :

La surface limite de linéarité d’un matériau architecturé 2D a cellules triangulaires quelconques est
calculée de maniere semi-analytique. Elle est composée de I'intersection de trois surfaces : 1) la limite
d’élasticité du matériau constitutif des poutres, 2) la limite en flambement sur un nombre fini de cel-
lules et 3) la limite de localisation. Les composantes analytiques du tenseur d’élasticité sont également

retrouvées pour cette structure.

Abstract :

Semi-analytical limit surface of linearity is calculated for a 2D architectured material with triangular
cells. It is composed by the intersection of three surfaces : 1) the yield strength of the beam’s constitutive
material, 2) the buckling limit over a finite number of cells, 3) the localization limit. The analytical

components of the elasticity tensor are also calculated for the structure.

Mots clefs : Matériau architecturé, surface seuil, instabilités

1 Introduction

Les matériaux architecturés, notamment ceux constitués de méso-structure en treillis, présentent des
caractéristiques mécaniques intéressantes mais ne sont pas encore utilisées a I’échelle industrielle. Deux
verrous a cette utilisation a plus grande échelle sont : 1) le choix de la géométrie optimale pour le treillis
constitutif, 2) la determination de I’ensemble des sollicitations admissibles a 1’échelle macroscopique
par le matériau homogene équivalent assurant sa réponse dans le domaine élastique linéaire. Le travail
présenté dans cet article fourni des outils quasi-analytiques permettant I’optimisation de la géométrie

des méso-structure.
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2 Modélisation

2.1 Résolution du probléme en déplacement

Pour ces travaux, le matériau considéré est constitué d’une méso-structure 2D infiniment périodique a
cellules triangulaires (Fig. 1). La périodicité permet de réduire le cadre a une cellule unitaire représen-
tative du milieu. La définition de cette cellule C n’est pas unique. Celle retenue est choisie de maniere
a pouvoir paver le plan uniquement grace a deux translations suivant les vecteurs v; et vo et coupe les
poutres en leurs milieux (Fig. 1).
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FiGure 1 — Treillis méscoscopique considéré, cellule unitaire représentative C et paramétrage de la géo-
métrie

Les éléments constituant C sont modélisés comme des poutres élancées de types Euler-Bernoulli pouvant
subir de grands déplacements. Afin d’utiliser la méthode des déplacements, le champ de déplacement
de chacune des poutres est exprimé en fonction des trois degrés de liberté de ses deux extrémités. L' uti-
lisation de fonctions d’interpolation linéaires pour le déplacement axial et cubiques pour le déplacement
transversal, correspond aux solutions analytiques exactes de la théorie des poutres.

Le chargement est piloté via le tenseur des déformations macroscopiques de Green-Lagrange E. Selon
I’hypothese de Cauchy-Born [1] le champ de déplacement total U de C est composé d’un champ macro-
scopique homogene U = EX (avec X les coordonnées cartésienne du point considéré de C) et d’un
champ périodique U inconnu de méme période spatiale que C (Fig. 2).

EX U

FiGURE 2 — Representation schématique d’un champ de déplacement répondant a I’hypothese de Cauchy-
Born

Du fait de la périodicité de 1a méso-structure et du choix de C, les noeuds opposés d’une cellule unitaire
ont le méme déplacement périodique. Avec la notation nodale (Fig. 1), il est possible d’écrire I’ensemble
des degrés de liberté de la cellule unitaire en fonction des degrés de liberté indépendants.
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L’ensemble des degrés de liberté ¢ de C s’écrit sous la forme : ¢ = ZpG* + ¢ ou ¢ sont les déplacements
périodiques, ¢* sont les déplacements périodiques indépendantes des noeuds de C. § est ’ensemble des
déplacements imposé a la cellule unitaire.

Selon la méthode des déplacements, aucun effort n’est appliqué, 1I’équation d’équilibre du systeme s’ écrit
donc : Kq = 0 ot K est la matrice de raideur de la cellule unitaire. L’équation a résoudre est :

ZEK 7o = —ZF K

Ce qui permet d’exprimer le champ de déplacement périodique en fonction du champ de déplacement
imposé.

2.2 Homogénéisation périodique
Le lemme de Hill [2] impose la conservation de 1’énergie mécanique entre différentes échelles de des-
cription. A 1’échelle macroscopique, cette énergie s’écrit Eyy = §E : C: E. ATéchelle mésoscopique

1
et pour une cellule unitaire, celle-ci s’écrit &, = §qK q. Avec I'égalité £y = &, il est possible de
trouver une relation analytique pour les composantes du tenseur d’élasticité macroscopique C

1 92
=———-9yK
2A0E0E 11

avec A I’aire de la cellule unitaire.
2.3 Limite de linéarité

Afin d’assurer le comportement linéaire élastique du matériau architecturé, trois critéres de limite de
linéarité sont définis. Ces trois critére sont ensuite représenté comme une surface au-dela duquel le
ment, imposé par le tenseur F, doit étre testé. De maniére générique, ce tenseur est imposé de la maniére
suivante [3] :

Ein Ers
Ei15 E

E = ¢ €-m,7),0€0,7],AeR

_ [sin(ﬁ) cos(o) cos(0)
cos(0) sin(6) sin(¢) |’

ou le couple (6, ¢) représente la direction du chargement et A représente ’intensité du chargement.
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Le premier est un critére a I’échelle microscopique qui permet d’assurer que le matériau constitutif des
poutres ne dépasse pas sa limite élastique. Ce matériau constitutif est considéré comme étant homogene,
isotrope et ayant la méme limite d’élasticité en traction et en compression. L’effort dimensionnant dans
le cas des treillis a cellules triangulaires est 1’effort normal N [4]. Ce critére s’écrit pour chaque poutre
n:

| Na|

<0
Sh, ¢

ou S, est la section droite de la poutre n et o est la limite élastique du matériau constitutif.

Le second est un critere d’instabilités a 1’échelle mésoscopique. Il sert a détecter les modes de flambe-
ment qui se propagent sur une ou plusieurs cellules. En effet, les instabilités a 1’échelle mésoscopiques
créent des motifs périodiques dans la méso-structure dont la période peut étre différente de celle de dé-
part. Le critere permettant de détecter ces instabilités est obtenu par 1’utilisation des ondes de Bloch et
du théoreme de Floquet-Bloch [5, 6] et s’écrit :

Ameso = I)\n>18{)‘| det[Zn(nl»772)HK(>\)ZT](7717772)] =0,0<m <1,0<m <1}

avec K () la matrice de raideur de la cellule unitaire et Z, (7, 72) la matrice prenant en compte la
condition de périodicité de Bloch ol 7; et 72 sont les nombres d’ondes de la période déformée suivant
les vecteurs vy et vo. Pour chaque cas de chargement (6, ¢), un facteur de charge critique Ap,es0 €St
calculé en fonction des nombres d’ondes 17 et 3 permettant de trouver les modes propres potentiels.

Le dernier critére est obtenu en utilisant la convexité de rang un [7, 8], permettant de detecter les insta-
bilités a 1’échelle macroscopique du matériau, en considérant un nombre infini de cellule. Il est appliqué
directement sur le tenseur homogénéisé du matériau continu H et s’écrit :

Amacro = min{A| det(k.H.k) = 0
min{A| det(k.H.k) = 0}

avec k un vecteur non nul unitaire du plan représentant la normale au plan de localisation.

3 Résultats

Grace a I’homogénéisation périodique, il est possible d’écrire analytiquement les différentes compo-
santes du tenseur d’élasticité C en fonction des différents parametres géométriques de la méso-structure
(8,7, L), des raideurs des poutres (S, I,,) et du matériau constitutif des poutres (F,) [9].

Cijkl = f(ﬁf% La Sn>In7En>

Une fois établis, les différents criteres peuvent étre affichés sous forme de surfaces. Pour la géométrie
et le matériau donné Table 1, on obtient les surfaces de la Figure 3. Ces surfaces nous renseignent sur
I’ensemble des sollicitations admissibles par le matériau assurant sa réponse dans le domaine élastique
linéaire et renseigne sur le type de non linéarité rencontré. Si cette non linéarité correspond au critere
mésoscopique, alors il est possible de prédire le potentiel mode propre [10].
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Ficure 3 — Surfaces limite de linéarité obtenues pour des cellules triangulaires réguliéres (— critere

microscopique — instabilités mésoscopiques

instabilités macroscopiques).

B (rad) | v (rad) | L (mm) | b, (mm) | h (mm) | S,(mm?) [ I,(mm?) | E (MPa) | o.(MPa)
T T bi=1 b3h

= - 10 by=1 |1 bnh Onl? 72000 500

3 3 by = 1 12

TaBLE 1 — Jeu de données pour les surfaces affichées Fig. 3

Grace a cette étude, les deux verrous énoncés en introduction sont donc levés. La composantes analy-
tiques de C permettent de faire facilement un choix optimal pour le treillis constitutif et les différents
critéres assurent une réponse linéaire élastique du matériau.
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