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Résume :

Un estimateur micromécanique a champs moyens, dit GEEE (General Explicit Eshelby-type
Estimator), est proposé pour évaluer les conductivités thermiques et les constantes thermoélastiques
d'inclusions ellipsoidales a revétement multiple (coceur + revétements). Etabli sur la base du schéma
d'homogénéisation d'Eshelby, exact lorsque le milieu comprend une inclusion ellipsoidale unique,
GEEE est applicable a I’homogénéisation d’inclusions hétérogenes, sans aucune restriction sur les
fractions volumiques des phases constitutives qui peuvent varier de 0 a 1. En guise de validation, les
résultats d’homogénéisation d’un milieu périodique composé d’une matrice avec des inclusions
simplement enrobées, disposées selon un arrangement carré, obtenus en utilisant [’estimateur GEEE
avec Mori Tanaka ou dans un calcul par éléments finis, dans une procédure d’homogénéisation a 2
niveaux, sont comparés a un calcul par éléments finis a un seul niveau ou toutes les phases sont
discrétisées.

Abstract:

A micromechanical mean-field estimator, called GEEE (General Explicit Eshelby-type Estimator), is
proposed to evaluate the thermal conductivities and thermoelastic constants of multiply coated
ellipsoidal inclusions (core + coatings). Based on the Eshelby homogenization scheme, which is
accurate when the medium comprises a single ellipsoidal inclusion, GEEE is applicable to the
homogenization of heterogeneous inclusions, without any restriction on the volume fractions of the
constituent phases, which can vary from 0 to 1. For the validation purpose, homogenization results of
a periodic medium composed of a matrix with simply coated inclusions arranged in a square array,
obtained using the GEEE estimator with Mori Tanaka or in a finite element calculation, in a 2-level
homogenization procedure, are compared to 1-level full finite element calculations where all phases
are discretized.

Mots clés : Inclusion multicouche, estimateur a champ moyen, Eshelby,
conductivités thermiques effectives, constantes thermoeélastiques effectives
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1 Introduction

Dans un précédent travail, le schéma d’Eshelby a été utilisé pour développer un nouvel estimateur
explicite et général (GEEE) pour évaluer le tenseur de rigidité effective d’inclusions multi-enrobées,
[1]. Ici, cet estimateur est étendu aux cas de la thermigue et de la thermoélasticite.

Comme pour 1’élasticité, il est fait usage a chaque fois de la solution fondamentale d’Eshelby pour
établir I’expression de I’estimateur. Cette solution fondamentale et le schéma d’homogénéisation qui
en découle, exact dans le cas d’un milieu infini contenant une inclusion ellipsoidale unique, est donnée
par Hatta et Taya (1986), [2], pour la thermique et par Levin (1967), [3], pour la thermoélasticité.

Une fois les estimateurs formulés, une validation numérique de ceux-ci est proposée. Elle consiste a
comparer les résultats d’homogénéisation d’un milieu périodique composé d’une matrice avec des
inclusions simplement enrobées, disposées selon un arrangement carré, obtenus avec des approches a
deux niveaux, utilisant GEEE pour le premier, et avec une approche a un seul niveau, basée sur la
méthode des éléments finis ou I’ensemble des phases est discrétisé. GEEE est utilisé successivement
avec le schéma de Mori-Tanaka ou dans un calcul par éléments finis pour déterminer les propriétés
effectives de I’inclusion équivalente.

2  GEEE thermique et thermoélastique

2.1 GEEE thermique

L’expression de I’estimateur GEEE est d’abord établi pour le cas a deux phases (cceur + enrobage). Le
schéma d’Eshelby proposé par Hatta et Taya (1986), est utilisé pour déterminer les conductivités
thermiques effectives d’un milieu contenant une inclusion unique, vu de deux manicres différentes.
Dans la premiere, configuration (1), Fig. 1a, le schéma d'Eshelby donne le tenseur des conductivités
thermiques effectives suivant :

K™= K2+ £ (K- K2) AL ] 5 A =(| +sl(|<2)'1(|<1—|<2))_l 1)

ot f, désigne la fraction volumique de I’inclusion, Sl, le tenseur d'Eshelby d’ordre 2, K', la

conductivité de I’inclusion et K2, la conductivité de la matrice.

Dans la deuxiéme maniére, configuration (I1) Fig. 1b, I’inclusion est supposée entourée d’un enrobage
ellipsoidale imaginaire de méme matériau que la matrice. Apres avoir remplacé cette inclusion
enrobée par I’inclusion équivalente, la conductivité thermique effective est réévaluée selon le méme
schéma d’Eshelby, ce qui donne :

1 -1
K =K?+f,, [(Ke“—KZ)Agﬂ ; A =(| +5%(K?) (Keq—Kz)) (2)
o K% est la conductivité thermique équivalente de I’inclusion enrobée & déterminer, f_., la fraction

volumique de l'inclusion équivalente par rapport au volume total, S, le tenseur d’Eshelby d’ordre 2
qui dépend de la forme de I’enrobage.

S’agissant du méme milieu, les conductivités effectives doivent étre les mémes. Ce qui permet de
trouver :
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Kequ2+Vl[(K1—K2)1+(sl—vlse‘*)(|<2)l} (3)

Ouv, = f—l désigne la fraction volumique du cceur par rapport a I’inclusion équivalente.
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Figurel. (a) Inclusion ellipsoidale dans une matrice infinie (b) Inclusion ellipsoidale et son
enrobage imaginaire remplacée par l’inclusion équivalente

L’estimateur est généralisé au cas a n phases par une démarche récursive.

2.2 GEEE thermoélastique

En suivant la méme démarche que précédemment et le schéma d’Eshelby d0 & Levin (1967),

I’expression suivante de GEEE est obtenue pour les constantes thermoélastiques effectives d’une
inclusion a 2 phases (phase 1 cceur, et phase 2 matrice) :

eq 2 f1 eq u - 1 T 1 2
A9 =4 +f_eq((Ad") ) (A%) (21-2)
Ay = ([+87(C?) (€ - ) ! @

Ay =@+sH(C)H(C -C*)T

A% est le tenseur des constantes thermoélastiques effectives de I'inhomogénéité équivalente, f
fraction volumique, et S*, son tenseur d'Eshelby,

A

Le tenseur de dilatation thermique de I’inclusion équivalente peut étre déduit grace a la relation
suivante :

at =(C) " 4% (5)
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3.

Validation numérique

Dans les figures 4 et 5, les conductivités et les dilatations thermiques effectives d’un milieu périodique
composé¢ d’une matrice avec des inclusions simplement enrobées, disposées selon un arrangement

carré, obtenus de différentes manieres sont comparées.
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Figure 4. Evolution de la conductivité thermique effective du milieu périodique en fonction de la
fraction volumique de !’inclusion équivalente
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Figure 5. Evolution du coefficient de dilatation thermique effectif du composite en fonction de la
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D’abord, les propriétés effectives du milieu a trois phases (cceur/enrobage/matrice) sont obtenues
gréce un calcul par éléments finis, a un seul niveau, réalisé dans Abaqus en discrétisant les 3 phases en

présence (Courbes FE dans les graphes).
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Ensuite, I'ensemble cceur + enrobage est remplacé par une inclusion équivalente dont les propriétés
sont déterminées par I’estimateur GEEE. Les propriétés effectives du nouveau systéme (inclusion
équivalente/matrice) sont recalculées par éléments finis (FE EI-GEEE) ou en utilisant le schéma de
Mori-Tanaka (MT EI-GEEE) selon une démarche a 2 niveaux. Un calcul utilisant le modéle de Mori-
Tanaka a un seul niveau (MT) est également effectué. Dans les différents calculs, la fraction
volumique du cceur est égale a celle de 1’enrobage.

Il ressort des résultats reportés dans les figures 4 et 5 que GEEE combiné avec les éléments finis (EF
IE-GEEE) ou Mori-Tanaka (MT IE-GEEE) donnent des résultats trés proches a ceux obtenus par
élément finis (EF), méme pour des fractions volumiques élevées de I’inclusion équivalente et dans les
deux cas étudiés ou les propriétés des phases sont trés différentes. Ce qui n’est pas le cas pour MT
seul. Il est a noter que pour toutes les méthodes de calcul, les bornes de Hashin-Shtrikman sont
respectées.
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