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Résumé :
Pour les structures soumises à des chargements d’origine environnementale la fatigue polycyclique est
l’une des principales sources des défaillances d’origine mécanique, il est donc primordial de considérer
ce phénomène. Pour ce faire et puisqu’il est montré que le cumul linéaire du dommage ne permettait pas
de faire une prédiction fine du dommage, la formulation d’un cumul non linéaire semble alors être
une approche particulièrement adaptée. Cependant, cette formulation suppose de prendre en compte
l’historique de chargement ce qui, dans le cadre d’une étude fiabiliste, entraine des coûts numériques
extrêmement élevés. Ainsi afin de faire face à ce problème, nous proposons une stratégie adaptée au
modèle à deux échelles visant à sélectionner la variable de contrôle la plus adéquate à métamodéliser
afin de réduire les coûts numériques.

Mots clefs : Mécanique, Fatigue polycyclique, Fiabilité, Analyse de sensibilité

1 Introduction
Un grand nombre de structures nécessite une surveillance et des inspections durant leur durée de vie et
ce afin de garantir leur fiabilité face à des processus de dégradation tels que la corrosion ou la fatigue.
Cette dernière joue notamment un rôle sur la performance d’un certain nombre de structures comme les
avions, les navires ou les plateformes offshores [1]. Compte tenu des aléas matériau [2, 3], de fabrication
[4] et de chargement [5] il est cependant très difficile de prédire les dégradations et donc de planifier au
mieux cette surveillance. L’instrumentation pour la santé structurale (ou structural health monitoring)
est alors un moyen d’obtenir une partie des données et donc de réduire les incertitudes. Il est alors
nécessaire de développer des méthodes de calcul d’endommagement stochastique pouvant intégrer ces
informations. C’est dans ce cadre que ce situe ce travail.

Avant d’exploiter un quelconque modèle d’endommagement dans un cadre stochastique fonction du
temps, il est primordial d’élaborer une stratégie permettant de garder ses coûts numériques contrôlés.
Ici, l’approche que nous proposons consiste, par la réalisation d’analyses de sensibilité et l’exploitation
des formules analytiques du modèle, à judicieusement sélectionner l’une des variables du modèle et à
l’exploiter comme variable aléatoire de contrôle. C’est donc à partir de la métamodélisation de cette va-
riable intermédiaire, que nous pourrons ensuite évaluer le dommage dans un cadre stochastique. Pour ce
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faire, dans un premier temps, nous avons sélectionné un modèle mécanique adapté à notre cadre d’étude.
Dans un second temps, nous avons considéré deux sources d’incertitude : le chargement et le matériau.
Dans un troisième temps, nous avons réalisé une analyse de sensibilité dynamique du dommage. Pour
finir, nous avons formulé les différents critères servant à sélectionner la variable de contrôle.

2 Deux modèles de fatigue à grand nombre de cycles
Dans cette section, deux modèles sont distingués : le premier est basé sur un cumul linéaire du dommage
et le second, sur un cumul non linéaire du dommage.

Cumul linéaire
L’hypothèse d’un cumul linéaire du dommage permet de quantifier l’endommagement d’un système par
un traitement simple du signal temporel ou du spectre de puissance du signal des contraintes [6]. En
se limitant au cadre temporel, il est dans un premier temps nécessaire d’identifier les cycles de même
amplitude qui constituent le signal. Ils sont définis par une période Ti et une amplitude de contrainte
∆σi. L’approche la plus répandue pour réaliser cette identification est le comptage Rainflow [7] . Dans un
second temps, il faut associer à chacun de ces ensembles de cycles ni un nombre de cycles à rupture Ni.
Pour cela, il faut alors se référer aux courbes de Wöhler ou aux diagrammes de Haigh. Dans un troisième
et dernier temps, le dommage est estimé via la formule de Palmgren [8] et Miner [9] où le dommage
total est considéré égal à la somme des dommages pour les k amplitudes de contraintes identifiées.

D =
k∑

i=1

ni

Ni
(1)

Grâce à l’hypothèse de linéarité du cumul du dommage, cette méthode est très peu coûteuse en temps
de calculs. C’est pour cette raison qu’elle est la méthode la plus utilisée pour traiter de la fatigue dans un
cadre industriel. Cependant, cette hypothèse n’est pas toujours justifiée et peut entraîner une importante
erreur d’approximation de la durée de vie.
C’est pour cela que nous nous sommes intéressés à une seconde approche qui prend en compte l’his-
torique de chargement. Moins répandue dans l’industrie, cette approche est basée sur l’exploitation du
modèle à deux échelles de Lemaitre et Doghri [10].

Cumul non linéaire
Lemaitre et Doghri observent [11] que pour des structures en acier sollicitées en fatigue polycyclique
(N ≥ 105), l’endommagement se manifeste par l’apparition de micro fissures au sein du matériau. Deux
échelles sont alors définies : une échelle macroscopique non endommageable conservant un comporte-
ment élastique et une échelle microscopique suivant un comportement élastoplastique endommageable
avec écrouissage cinématique linéaire. Pour lier ces deux échelles, nous avons utilisé la relation de Lin-
Taylor :

ε = εµ (2)

avec ε la déformation et □µ la notation indiquant une grandeur à l’échelle microscopique.
Concernant l’amorçage du dommage, le modèle prévoit un seuil de plasticité pD. Ce n’est qu’une fois
cette valeur atteinte par le cumul plastique pµ que le dommage micro sera initié. Ce dernier pourra alors
ensuite croitre jusqu’à atteindre une valeur critique DC .
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A l’échelle microscopique, le calcul de la réponse elasto-plastique est réalisé par l’algorithme de retour
radial. Cette approche est incrémentale et nécessite donc une discrétisation temporelle tel que tn+1 =

∆t+ tn. Les équations discrétisées du modèle sont de la forme suivante :

εn+1 = εµn+1 (3)

εµn+1 = εµe
n+1 + εµp

n+1 (4)

σµ
n+1 = σ̃µ

n+1(1−Dµ
n+1) (5)

σ̃µ
n+1 = (3kPH + 2µPD) : εµn+1 (6)

f =

√
3

2
∥ σ̃µD

n+1 −Xµ
n+1 ∥ −σµ

y (7)

N =
σ̃µD
n+1 −Xµ

n+1

∥ σ̃µD
n+1 −Xµ

n+1 ∥
(8)

∆εµp =

√
3

2
∆pµN (9)

∆Xµ =

√
2

3
C(1−Dµ

n+1)∆pµN (10)

∆Dµ =

(
Y µ
n+1

S

)s

∆pµ (11)

Y µ
n+1 =

1

2
σ̃µ
n+1 : εµe

n+1 (12)

avec σ̃µ la contrainte effective microscopique, PH le projecteur hydrostatique, PD le projecteur dévia-
torique, f la surface de charge, σµ

y la limite de plasticité microscopique, N la direction de plasticité,
Xµ l’écrouissage microscopique, C le module d’écrouissage, k le module d’élasticité isostatique, µ le
premier coefficient de Lamé, S et s les paramètres d’endommagement et ∥ □ ∥ la norme L2.

Le modèle à deux échelles est appliqué à une structure 2D, rectangulaire, encastrée en x = 0, sollicitée
en flexion en x = L et maillée en quadrangles sous l’hypothèse des contraintes planes. Seul un élément
est considéré comme endommageable, il est illustré en rouge sur la FIGURE 2.

Figure 1 – Conditions aux limites appliquées Figure 2 – Structure éléments finis considérée

3 Sources d’incertitude
Dans cette section, nous avons considéré deux sources d’incertitude : le chargement et le matériau.
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Chargement
Afin d’illustrer l’intérêt du modèle à deux échelles dans un cadre stochastique, nous proposons trois
chargements (1 déterministe et 2 aléatoires) générant une contrainte locale σa au sein de l’élément
endommageable et conduisant à un dommage final équivalent. Le chargement F2 est un chargement
gaussien avec une autocorrélation gaussienne. Le choix de ses paramètres (variance, moyenne, longueur
de corrélation et durée) est tel que le chargement doit être centré en 0 (ce qui cadre l’influence de la
contrainte moyenne dans les analyses) et constitué d’au minimum 105 cycles au sens Rainflow (puisque
l’on considère de la fatigue polycyclique). Le chargement F1 est un chargement gaussien avec une auto-
corrélation de Matern, il est défini avec les mêmes paramètres que F2. Il permet d’introduire de petites
irrégularités du signal de type incertitude de mesure. Pour finir, le chargement F3 est un chargement
déterministe sinusoïdal d’amplitude et de période constantes. Sa période TF3 est choisie de telle sorte à
ce que le chargement contienne autant de cycles (au sens Rainflow) que F2 et ce sur le même intervalle
de temps. Son amplitude AF3 est choisie de telle sorte qu’il entraîne un dommage égal au dommage
induit par F2 (au sens du cumul linéaire) :

∃ TF3 | nF3(TF3) =
∑
i

niF2
(13)

∃ AF3 | DF3(AF3) = DF2 (14)

Un extrait des chargements ainsi obtenus sont représentés sur la figure ci-dessous.

Figure 3 – Représentation d’un extrait des trois chargements

Matériau
Cette section s’appuie sur les travaux réalisés par Benjamin Rocher dans [12]. D’après l’auteur, les para-
mètres {E = 210000MPa; ν = 0, 3;σµ

y = 41, 7MPa; s = 1} sont à considérer comme déterministes
et les paramètres {C;DC ;S; pD} sont à considérer comme stochastiques. L’auteur propose alors d’esti-
mer les densités de probabilité des variables aléatoires en s’appuyant sur les courbes SN d’un assemblage
soudé [14] via la méthode de Monte Carlo Marlov Chain [13]. À partir des coefficients de corrélation li-
néaire (de Bravais-Pearson) obtenus TABLE 1, nous pouvons remarquer que seul le coefficient r(DC , S)

est non négligeable. C et pD sont donc considérés comme indépendants et DC et S comme corrélés.
Les densités identifiées sont représentées FIGURE 4.
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C DC S pD

C 1 −0, 063 −0, 082 −0, 003

DC −0, 063 1 0, 441 −0, 031

S −0, 082 0, 441 1 −0, 007

pD −0, 003 −0.031 −0, 007 1

Table 1 – Coefficients de corrélation de Bravais-Pearson

Figure 4 – Densités de probabilité

4 Analyse de sensibilité
Afin de préparer une analyse de fiabilité, il est important d’être en mesure de comprendre comment le
modèle se comporte par rapport aux variables aléatoires d’entrée. C’est pour cela que nous avons réa-
lisé une analyse de sensibilité du dommage microscopique Dµ. Pour rappel, une analyse de sensibilité
permet de lier les variations en sortie aux variations de certains des éléments en entrée. Plus la variation
d’un élément d’entrée influe sur celle de sortie, plus celui-ci est dit sensible. Pour réaliser une analyse
de sensibilité de nombreuses approches existent [15], nous avons donc formulé trois critères pour sé-
lectionner notre méthode : elle doit être globale, prendre en compte la distribution des paramètres ainsi
que leur corrélation et être robuste. La méthode de Borgonovo [16] répondant à ces critères, nous nous
sommes tournés vers cette méthode. Le module disponible dans UQLab [17] a été utilisé.

Méthode de Borgonovo
L’indice de Borgonovo Si d’une variable aléatoire d’entrée Xi est la mesure du décalage observé de
l’espérance mathématique de la densité de probabilité de sortie du modèle lorsque Xi est posé comme
déterministe. L’indice de Borgonovo du premier ordre s’écrit de la façon suivante :

Si =
1

2
EXi

[∫
Dy

|fY (y)− fY |Xi
(y)|dy

]
(15)

avec fY la fonction densité de probabilité de la sortie du modèle et fY |Xi
la distribution conditionnelle

de Xi. En explicitant l’espérance, l’équation précédente devient :

Si =
1

2

∫
Dxi

fXi(xi)

∫
Dy

|fY (y)− fY |Xi
(y)|dydxi (16)
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L’estimation de l’indice de Borgonovo Si d’une variable d’entrée Xi dépend des approximations de fY
et fY |Xi

. Afin d’approximer fY |Xi
, N échantillons sont générés à partir du vecteur aléatoire d’entrée X

et repartis en classes sur les variables Xi. Chacune des P classes est définie par ses limites inférieure
et supérieure {ap, bp} avec ap < bp, p ∈ 1, ..., P . Une classe Cp contient alors tous les échantillons
x
(j)
i pour j ∈ 1, ..., N où x

(j)
i est la jme réalisation de la ime variable du vecteur aléatoire X . Cela peut

s’écrire comme Cp = {x(j) : a ≤ x
(j)
i < bp}. La distribution de Y de chaque classe est alors :

fY |Xi=xi
(y) ≈ f̂Y |Cp⊃xi

(y) (17)

Dans l’approche originale de Borgonovo, la distribution de l’intégrale sur Dy est estimée à partir d’un
échantillon du vecteur aléatoireX = {x(1), ..., x(N)} et de ses évaluations associéesY = M(x(1), ..., x(N)).
La fonction densité de probabilité est ensuite directement calculée à partir de l’histogramme de Y . Puis
afin d’estimer la fonction densité de probabilité conditionnelle, un histogramme est mis en place pour
chacune des classes Cp. Dans ce scénario, la somme des écarts entre les valeurs conditionnelles et in-
conditionnelles donne une estimation de l’intégrale sur Dy dans (16).

Applications numériques et interprétations des résultats
Ici, 3.103 réalisations ont été considérées. Dans les FIGURES 5 et 6, les sensibilités du dommage par
rapport aux variables aléatoires sont représentées au cours du temps. À titre d’exemple, la courbe orange
représente la sensibilité de Dµ par rapport à pD.

Figure 5 – Analyse de sensibilité de Dµ par
rapport à {C;DC ;S; pD}, pour le chargement
F3

Figure 6 – Analyse de sensibilité de Dµ par
rapport à {C;DC ;S; pD}, pour le chargement
F2

On observe une bonne régularité des évolutions nous permettant de considérer que la taille de l’échan-
tillon et la procédure d’estimation de l’indice sont satisfaisantes.

Le paramètre DC intervient uniquement lorsque Dµ = DC et plus le temps avance, plus le nombre de
trajectoires ayant atteint DC augmente. Il est donc cohérent d’avoir un indice de sensibilité qui part de
zéro pour ensuite croître au cours du temps.

Le paramètre pD intervient uniquement lorsque pµ = pD, ce qui a pour effet d’amorcer le dommage.
Ainsi dans un premier temps l’indice de sensibilité croît au cours du temps puisque le nombre de trajec-
toires atteignant pD augmente. Dans un second temps, le nombre de trajectoires atteignant pD n’est plus
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assez grand au regard du nombre de trajectoires l’ayant déjà franchi, l’indice de sensibilité commence
alors à décroître jusqu’à atteindre une valeur nulle.

Le paramètre C intervient lors du calcul de l’incrément de l’écrouissage (cinématique linéaire) :

∆Xµ =

√
2

3
CN(1−Dn+1)∆pµ ⇒ Dn+1 = 1−

√
3

2

||∆Xµ||
C∆pµ

(18)

Nous savons par définition que Dµ est croissant et cela implique que le rapport ||∆Xµ||
∆pµ est décroissant

au cours du temps. L’indice de sensibilité va donc croître jusqu’à ce que le dommage s’amorce puis une
fois que la majorité des trajectoires auront atteint le seuil de plasticité, le rapport ||∆Xµ||

∆pµ aura pour effet
de diminuer le poids de C, faisant décroître l’indice de sensibilité.

Le paramètre S intervient lors du calcul de l’incrément du dommage :

Dµ
n+1 = Dµ

n+1 +
Y µ
n+1

S
∆pµ. (19)

Nous savons par définition que Dµ est croissant. Il s’agit donc ici de s’intéresser au terme Y µ
n+1∆pµ. A

priori la seule information que nous pouvons déduire analytiquement est que ce terme est positif. Une
étude numérique a donc été nécessaire et nous a permis d’observer que ce produit oscillait au cours du
temps mais que sa courbe enveloppe croissait. L’indice de sensibilité va donc dans un premier temps
croître rapidement le temps que le dommage s’amorce. Puis sa vitesse va diminuer du fait qu’elle ne
sera plus due à l’amorçage du dommage mais au terme Y µ

n+1∆pµ.

5 Sélection de la variable de contrôle pour l’étude fiabiliste
Le modèle étant incrémental, il est extrêmement coûteux de calculer les différentes trajectoires du dom-
mage sur d’aussi longues durées (105 cycles) et pour un aussi grand nombre de réalisations (3.103).
Une solution standard est alors de métamodéliser l’évolution du dommage. Cependant cela implique
deux inconvénients : Sur toute la durée où pµ est inférieur au seuil de plasticité, le dommage est nul et
n’apporte aucune information sur la structure considérée. De plus, lors du retour radial, le dommage est
l’une des dernières variables calculées. Tout l’enjeu est donc de sélectionner la variable de contrôle la
plus adéquate à métamodéliser. Cette sélection se base sur trois critères :

1- La variable de contrôle doit fournir une information sur tout le domaine temporel. Par exemple
nous savons d’ores et déjà que Dµ est nul jusqu’à ce que pµ atteigne pD, il ne respecte donc pas
ce critère.

2- Le dommage doit être significativement sensible à la variable de contrôle et cette dernière doit
elle même être sensible aux variables aléatoires influentes sur le dommage. Le respect de ce
critère dépend donc des résultats des analyses de sensibilité.

3- Le passage de la variable de contrôle au dommage doit être peu coûteux et il doit être possible
de relancer la modèle à deux échelles à partir d’un point estimé de la variable de contrôle. De
(3) à (12) nous disposons 24 équations pour 28 composantes inconnues, ainsi pour respecter ce
critère quatre scalaires doivent être métamodélisées (par exemple pµ et εµe).
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6 Conclusion et perspectives
Dans cet article nous avons posé certaines des bases nécessaires à la mise en place d’une analyse de
fiabilité dépendant du temps pour une structure acier sollicitée en fatigue polycyclique. En effet dans
un premier temps, avec le modèle à deux échelles, nous avons sectionné une alternative à l’approche
Rainflow couplée au cumul de Palmgreen et Miner. Dans un second temps, nous avons sélectionné deux
sources d’incertitude (le chargement et le matériau) et nous avons proposé une stratégie pour les prendre
en considération avec une complexité croissante. Dans un troisième temps, nous avons sélectionné et
mis en place une méthode d’analyse de sensibilité adaptée à notre cas d’étude. Pour finir, nous avons
défini les différents critères à respecter pour sélectionner la variable de contrôle à métamodéliser.

Pour la suite, nous travaillons à mettre en place les différents simulations numériques nécessaires afin de
statuer sur la variable de contrôle à métamodéliser. Cette dernière sélectionnée, nous pourrons réaliser
l’analyse de fiabilité (via AK-SYS [18] par exemple) sans avoir à formuler d’hypothèse sur la forme de
la fonction de performance.
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