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Résumé :

Nous présentons une méthode d’optimisation polynomiale permettant de résoudre un probleme en mé-
canique des milieux continus : la détermination du tenseur modélisant une loi de comportement, ayant
une symétrie spécifique le plus proche d’un tenseur donné (mesuré) en calculant la distance entre le
tenseur donné et la strate de symétrie considérée. Nous profitons du fait que le carré de la distance est
une fonction polynomiale coercive et que les strates de symétrie sont caractérisées par des équations
polynomiales afin d’appliquer la méthode d’optimisation de Lasserre consistant a résoudre des pro-
blemes d’optimisation polynomiale semi-algébrique. Nous appliquons cette méthode a des exemples en
Thermodynamique, Piezoélectricité et Elasticité.

Abstract :

We present a polynomial optimization method allowing to solve a Continuum Mechanics identification
problem : the determination of the nearest constitutive tensor having a specific symmetry to a given
(measured) tensor by the calculation of the distance between the given tensor and the considered sym-
metry stratum. We take advantage of the fact that the distance square is a coercive polynomial function
and the symmetry strata are characterized by sets of polynomial equations to apply Lasserre’s opti-
mization method consisting in solving semialgebraic polynomial optimization problems. We apply this
method for three constitutive laws : Thermodynamics, Piezoelectricity and Elasticity.

Mots clefs : Optimisation polynomiale, strates d’isotropie, loi de comportement

1 Introduction

En mécanique du solide, I’état mécanique d’un matériau est décrit par des lois de comportement, mo-
délisées par des tenseurs [14, 7, 4]. Par exemple, en Thermodynamique, le comportement d’un matériau
suite a une modification dans sa température est donné par le tenseur de dilatation thermique qui est un
tenseur d’ordre 2 (matrice symétrique de dimension 3) représenté par a dans la loi suivante :

e = a(At)

ol € est le tenseur des contraintes thermiques et At représente la variation en température.
1
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D’une facon similaire, le comportement élastique d’un matériau est donné par le tenseur d’élasticité,
un tenseur d’ordre 4 reliant le tenseur des contraintes o et le tenseur de déformation € dans la loi de
Hooke :

o = Ee.

Les questions reliées a la symétrie des tenseurs peuvent étre étudiées par la théorie des représentations
des groupes. On considere la représentation du groupe des rotations SO(3) ou O(3) (qu’on notera ()
sur I’espace V' des tenseurs d’une loi de comportement. Selon I’invariance des tenseurs sous 1’action de
SO(3), on les regroupe en classes de symétrie. Pour cela, on définit I’ensemble des rotations qui laissent
fixe un tenseur T, qu’on appelle groupe d’isotropie de T (ou encore groupe de symétrie de T') :

Gt :={9 € S0(3); p(9)T = T}.

Ensuite, on définit une classe de symétrie comme étant I’ensemble des tenseurs ayant le méme groupe
d’isotropie a conjugaison pres. En d’autres termes, deux tenseurs T et T'9 ont méme classe de symétrie
si G, = gG1,97 %, g € G.

Les tenseurs ayant un groupe de symétrie conjugué a un méme sous groupe H de G sont regroupés
dans un méme ensemble noté X4 et appel€ strate d’isotropie :

Y = {T € V;Gr et H sont conjugués} .
Les strates d’isotropie fermées sont données par

S ={TeV; GrDgHyg 'geS0@3)}.

En général, étant donné un matériau expérimental, son tenseur d’élasticité mesuré (brut) est un tenseur
triclinique, c’est-a-dire sans symétrie matérielle. Cependant, dans la pratique, une symétrie d’un tenseur
constitutif est souvent attendue en observant la micro-structure d’un matériau. Par suite, chercher le
tenseur, appartenant a une strate d’isotropie donnée, le plus proche de ce tenseur expérimental peut étre
intéressant. Pour cela, on calcule la distance du tenseur mesuré T a la strate d’isotropie choisie Xz
donnée par
(D d(To,S(g)” == min f(T),  f(T)=|To—T|>

TES )
En profitant du fait que, dans les cas considérés, les strates fermées sont caractérisées par des équa-
tions et inéquations polynomiales ([2],[17]), le probléme se réduit en un probleme d’optimisation po-
lynomiale. Précisément, nous appliquerons une méthode d’optimisation semi-algébrique développée
par Lasserre [12, 9, 11] pour résoudre numériquement le probleéme de la minimisation d’une fonction
polynomiale sous des contraintes polynomiales décrivant un ensemble semi-algébrique fermé. La mé-
thode de Lasserre consiste a construire une suite de programmes semi-définis dont les valeurs optimales
convergent vers le minimum désiré, sous une certaine hypothese sur les contraintes. L’ avantage est qu’il
existe des algorithmes efficaces pour résoudre numériquement les programmes semi-définis. L’algo-
rithme de Lasserre a été implémenté par Lasserre et Henrion [9] dans un logiciel sur Matlab nommé
Gloptipoly. Cet algorithme extrait des minimisants (approchés) pour la fonction minimisée considérée
lorsque son critere d’arrét est satisfait.

2 Optimisation polynomiale : méthode de Lasserre
Dans cette section, on considere le probleme d’optimisation suivant

2 fr=f{f(z); z € K},



25¢m¢ Congres Frangais de Mécanique Nantes, 29 aofit au 2 septembre 2022

ol f € RIX| :=R[Xy,...,X,],x = (21,...,2,) € R" et K est un ensemble semi-algébrique fermé
K={z eR" gi(x) 20,...,9m(x) = 0},
avec g1, ..., gm € R[X] (voir [6, 5] pour des références complétes sur la géométrie semi-algébrique).

La méthode de Lasserre consiste a construire une suite relaxée de problemes semi-définis positifs qui
forment une suite convergente vers le minimum recherché. Cette convergence a lieu si les contraintes

g1, - - -, g satisfont la condition suivante
n

(3) IN >0tqN - X7 € Mg, ..., gm)
i=1

ou

m

M(gi, ..., gm) := {O’O + Zaigi; 00, ..., 0m somme de carré} C R[X]
i=1

appelé module quadratique associé a g1, . . ., gm. Lhypothese (3) est satisfaite dans plusieurs cas (voir

[19, Theorem 1.1]). Pour plus de détails sur la méthode de Lasserre voir [12, 13, 19].

2.1 Reformulation du probleme
En premier lieu, on remarque que le probleme d’optimisation (2) peut étre reformulé comme suit
4) f*=inf { fdu; p probability measure on R™ with support in K } .

Rﬂ,

En effet, pour z € K, si d; désigne la mesure de Dirac enz, ona f(z) = [ fdd, et, inversement, si 41
est une mesure de probabilité sur R™ avec support dans K,

f@)dp(z) = | fdu(z) = f*.
Rn Rn

Definition 2.1. [12, section 2.7.1] On désigne par RY" I’espace vectoriel des suites de nombres réels
indicés par N" (on prend I’ordre lexicographique gradué sur N™) et soit  une suite de RN". Si v € N,
on désigne par y,, le terme de y d’indice a.. On définit alors la matrice infinie

A4(y>::(ya+5)aﬁgNna
appelée la matrice de moment associé a y (il est a noter que M (y) est symétrique).

De plus, si g = > genn 95 X? € R[X],onnote g -y := (ZﬁeNn gﬂya+6)aeNn RN" et on appelle la

matrice de moment M (g - y) la matrice de localisation de y par rapport a g.

Sous I’hypothese (3), nous pouvons écrire le probleme d’optimisation (4) comme suit

5) fr= Ei%gn {6,9): 90,00 =1L M (gi-y) = 0,i € {0,...,m}}.
Yy

ou, siy € RN, (f,y) = Z falas et go := 1. Ici, si M est une matrice finie ou infinie a coefficients
aeN”?

réels, M > 0 signifie que M est semi-définie positive.

La formulation (5) est une conséquence directe du résultat suivant qui est une reformulation du [12,

théoréme 2.44] et est dii a Putinar ([18]) et Jacobi—Prestel ([10]).

Theorem 2.2. Supposons que les polynémes g1, . . ., gm décrivant I’ensemble semi-algébrique fermé K
satisfont I’hypothése (3). Alors, pour tout y € RN", il existe une mesure borélienne finie de support K
telle que pour tout o € N", y,, = fR" x*dp(z) si et seulement si les matrices de moment (symétriques)
M(y), M(g1-y),...,M(gm -y) sont semi-définies positives.
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2.2 Relaxation du probleme

La méthode de Lasserre pour résoudre le probleme d’optimisation (5) consiste alors a relaxer ce pro-
bleme impliquant des matrices de dimension infinie en une suite de problemes de dimension finie qui
sont des programmes semi-définis. Les programmes semi-définis, ou SDP, sont des problemes d’ optimi-
sation sur des matrices symétriques semi-définies positives qui généralisent les programmes linéaires,
et pour lesquels il existe des algorithmes efficaces de résolution numérique. Les algorithmes de résolu-
tion des SDP incluent des méthodes inspirées de celles utilisées en programmation linéaire, telles que
les méthodes de points intérieurs (voir par exemple les références [1, 20, 22, 23]).

Soit v; := [degT(gi)}, pouri € {0,...,n}, et dp := max ([degT(f)} ULy e ,vm) alors pour tout entier d
tel que d > dj , on considere le probléme d’optimisation relaxé a partir de (5) (voir [12, section 6.1.1])
(6) pa= inf {(f,y); yo=1,Ma ., (g;:-y) = 0,i €{0,...,m}},

yERA<2d)

ou, pour k£ € N, A(k) est défini par
A(k) ={(a1,...,an) e N a1 + -+ ap, < k}

et
Mg, (y) := (ya+ﬁ)a,ﬁeA(d—vi)'

Le théoreme suivant de Lasserre ([12, Théoreme 6.2], voir aussi [19, Théoréme 1.5]) affirme que la
suite des optima (pa) >4, converge vers f* :

Theorem 2.3. (Lasserre) La suite (pq) 4~ do €St une suite croissante qui converge vers f*.

2.3 Algorithme de résolution

Le principe de I’algorithme de Lasserre pour résoudre le probleme (2) est de calculer numériquement la
suite des optima (pg) d>d, en utilisant des solveurs SDP a chaque étape. Cet algorithme est implémenté
dans un logiciel sur Matlab, GloptiPoly (pour plus de détails sur Gloptipoly et son utilisation, voir [9]
et I’annexe B de [12]). Afin de résoudre une relaxation SDP p,, d > dy, GloptiPoly utilise par défaut le
solveur SDP SeDuMi de Sturm [21].

Les entrées de Gloptipoly sont

— les variables X1, ..., X,

— le polynéme f € R[X1,..., X, & minimiser,

— les contraintes g; € R[X1,...,X,],j € {1,...,m}, satisfaisant I’hypothese (3),

— un ordre de relaxation maximal dy.x > do.
A chaque degré de relaxation d < dp,ax, Gloptipoly résout py a1’aide de SeDuMi. L’algorithme s’ arréte
lorsqu’une condition d’arrét est satisfaite ([12, Theorem 6.6]). A ce moment-la, I’algorithme produit
une approximation du minimum calculé et nous pouvons également demander a Gloptipoly d’extraire
les minimisants, ce qui fait intervenir un autre algorithme, décrit dans [12, section 6.1.2]. Si jamais
la condition d’arrét n’était pas satisfaite pour tous les degrés de relaxation d < d,.x, Gloptipoly af-
fiche une borne inférieure du minimum recherché. Pour pousser les calculs plus loin, il faut relancer
Gloptipoly avec dy,ax augmenté de 1.

On conclut cette partie par la remarque suivante : la convergence finie de la méthode d’optimisation
polynomiale de Lasserre n’a lieu que lorsque I’ensemble des contraintes est un ensemble compact
semi-gébrique satisfaisant la propriété (3). Cependant, lorsque cette condition n’est pas satisfaite mais
que la fonction polynomiale f est coercive, Jeyakumar—Lasserre-Li dans [11] fournissent un moyen
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de considérer le probleme d’optimisation (2) comme un probléme avec des contraintes satisfaisant la
condition (3) :

Lemma 2.4. (Jeyakumar—Lasserre—Li) Supposons que la fonction polynomiale f : R™ — R associée
a f € R[Xy,...,X,] est coercive, et soient ¢ > 0 et xy € K tels que ¢ > f(xo). Alors le module
quadratique M(g1, . .., gm,c — f) associé a I’ensemble semi-algébrique

K={zeR" ;gi(z) >0,...,9m(x) > 0,c— f(z) > 0}
satisfait ’hypothese (3) (en particulier, K est compact). De plus,

fr=inf f(z)= zleréf;? fl=) = ﬁ% /().

2.4 Application numérique en élasticité

Dans cette section, nous appliquons la méthode de Lasserre pour déterminer le tenseur d’élasticité ayant
une symétrie spécifique le plus proche d’un tenseur expérimental.

L’ objet mécanique principal de cette section est le tenseur d’élasticité E : S?(R3?) — S?(R?) qui est un
tenseur d’ordre 4 ayant des symétries indicielles

Eijki = Ejirt = Eiji = Epij-

Nous désignons par Ela I’espace vectoriel des tenseurs d’élasticité.

Un tenseur d’élasticité (générique) possede 21 composantes indépendantes et peut étre représenté par
une matrice symétrique 6 x 6 (en notation de Voigt)

Eiiin Erie Eiizzs Eiuies Bz Biie
Er192 E9999 E9933 E9993 FEi293 FEi222
7 E] = Er133 FEa33  FE3sss FEosss Eisss Eioss

Er123 E9993 FEa3z3 Eaozaz FEazzr Eazio
Ei113 Ei223 Eizzz Eazzr Eiziz Eziie

Ei112 Ei222 Ei23zz Eaziz Ezii2 Ei212

L’espace vectoriel Ela peut étre décomposé en somme directe de sous-espaces irreductibles ([3])
Ela = H°(R?) @ HY(R?) @ H?(R?) @ H?(R?) @ HY(R?)

ott H"(IR3) désigne ’espace vectoriel des tenseurs harmoniques (les tenseurs totalement symétriques
de trace nulle) d’ordre n. Cette décomposition est appelée la décomposition harmonique de Ela. Ainsi
tout tenseur E € Ela peut étre écrit comme

E = (a,8,d,v/, H),

avec «, 8 € H°(R3) (les composantes isotropes de E), d’, v/ € H?(R?) (les composantes harmoniques
d’ordre 2 de E) et H € H* (Rd) (la composante harmonique d’ordre 4 de E).

Nous allons maintenant appliquer la méthode d’optimisation polynomiale décrite précedemment a
I’exemple non trivial d’un tenseur d’élasticité expérimental représentant le superalliage monocristal-
lin a base de nickel CMSX4, extrait de [8]. Ce matériau présente une symétrie attendue, a savoir la
symétrie cubique [Q], déduite de sa microstructure cubique (voir figure 1).
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FIGURE 1 — Microstructure cubique du superalliage monocristallin CMSX-4 a base
Nickel [15].

Cependant, son tenseur d’élasticité mesuré Eg est triclinique (sans symétrie). Il est représenté par la
matrice de Voigt suivante, due a [8],

243 136 135 22 52 17
136 239 137 -—-28 11 16

) [Ey] = 135 137 233 29 —-49 3 GPa,
22 =28 29 133 -10 -4
52 11 —-49 -10 119 -2

—-17 16 3 -4 -2 130

et le but est de calculer le tenseur d’élasticité cubique E* le plus proche de Eg.

Nous utiliserons le résultat suivant, qui caractérise par des équations polynomiales la strate fermée
d’élasticité cubique f[@}.

Theorem 2.5 (Olive et al [17]). Soit E = («, 8,d’, v/, H) € Ela un tenseur d’élasticité, do = H: H
etdy=ds — % tr(de) q. Alors E est au moins cubique si et seulement si

vVi=d =0 e d),=0.
Si de plus H # 0, alors E est cubique.

Le probléme que nous abordons est le probléme d’optimisation polynomiale

min ||E — Eq|%.
EEE[@]

Afin de reformuler et de simplifier le probléme, nous considérons la décomposition harmonique du
tenseur d’élasticité expérimental Eg donné par

EO = (a07 /807 d67 V67 HO)

avec oy, By € HO(R?), df), vj, € H3(R3), Hy € H*(R3). Par le théoréme 2.5, nous sommes amenés
donc a considérer le probleme d’optimisation polynomiale

min HH - H0||27
HEE[@]
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qui fait intervenir 9 (dim H* (]R3)) variables au lieu de 21 (dim Ela) : un tenseur harmonique H d’ordre
4 est représenté par la matrice

Ar+As A3 —A2 -X1 Y1+, -2
—As As+A M\ —Xo -1 1+ 2
] = —As - M A X+ Xy Y —7Z
-X -Xo X1+ X —Ay -1 -V
Yi+Y, -V -Y> —7Z1 —As -X1
~Zy 21+ 2o —Z1 - -X1 —A3

en notation de Voigt, avec A1, Ao, A3, X1, X0, Y1, Y5, Z1, Z5 € R (see [16]).

En utilisant le calcul de la composante harmonique Hy du tenseur expérimental Eg, on définit alors
f(@) = ||H - Hy|?
avec
z = (A1, Ao, A3, X1, Xo, Y1, Y2, Z1, Z2),

et

min |[H — Hy|* = min f(z)
HeX g zcK

ou I’ensemble algébrique réel K des contraintes polynomiales est défini par les 5 composantes (qua-
dratiques) polynomiales de d.

Pour assurer 1’hypothese (3) sur ’ensemble K, on applique le lemme 2.4 et on ajoute aux inégalités
(db)ij(x) >0, —(db)ij(x) >0, 4,5 € {1,2,3}, (2,4) # (3,3), I'inégalité ¢ — f(x) > 0 avec

¢ = 58000 > f(0,0,0,0,0,0,0,0,0).

On utilise ensuite GloptiPoly avec en entrée la fonction f() et les contraintes

c— f(iL') > 0, (dIQ)ZJ(x> >0, _<d/2)1](x> >0,1,5€ {17273}7 (17]) #* (373>7

et I’on obtient une valeur égale a 2530.474727 au premier degré de relaxation d = dy = 1 (le temps de
calcul est de 0.1 seconde).

On extrait finalement le tenseur cubique le plus proche E* € ¥jg) de Eq donné par (en notation de
Voigt)

)
240.130669 144.442318 125.760345 6.39666 41.97381  —21.161507
144.442318 223.956191 141.934823 —27.780748  2.277546 16.604162

Y] = 125.760345 141.934823 242.638164  21.384084 —44.251364  4.557344 GPa

6.39666 —27.780748 21.384084  133.268156 4.557344 2.277546

41.973817 2.277546  —44.251364  4.557344 117.093678 6.39666
—21.161507 16.604162 4.557344 2.277546 6.39666 135.775651

avec une distance relative .

M = 0.103910.

[ Eo
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