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Le travaill mathématique a l'aune du cadre de
'apprentissage  par  problématisation :  travalil

mathématique et processus de problématisation chez
les eleves

Christine Choquet, Sylvie Grau, Magali Hersantndetarc Legrand, Nadia Zebiche

INSPE Nantes Université — Laboratoire du CREN

Le Cadre de l'apprentissage par problématisatioAP)Cconsidere l'activité
scientifique (de I'éléeve ou du chercheur) en taoe groblématisation. Nous
présentons, a partir de quelques exemples, ulgatiobh des mémes outils du CAP
dans des domaines mathématiques différents, gelesses associees.

The Learning by problematization framework consdecientific activity (of the

student or the researcher) as problematisationliMgérate with few examples how
we account for problematization processes, with $laene tool in different
mathematical domains, and the associated geneses.

INTRODUCTION

Dans le cadre de I'apprentissage par problématdisatiactivité scientifique de
I'éleve ou du chercheur n’est pas envisagée conmmrieawvail, comme c’est le cas
dans I'ETM, mais comme une problématisation. Nolisstrons ici a partir
d’exemples la facon dont nous rendons compte dessgs associées a ce processus
de problématisation en mobilisant des outils du Cléds exemples sont choisis a
différents niveaux de classe et dans différentsaiioes mathématiques. Pour asseoir
la suite de notre propos nous précisons d’abopoile de vue du CAP.

CAP, travail du probleme et geneses

Nous ne pouvons pas ici développer notre cadreithénCAP et les conditions de
possibilités de son usage en mathématiques, ptauwvoe (Hersant, 2021). Nous
allons nous centrer sur la fagon dont le travath@aatique est envisage par le CAP
et les geneses associées. Les exemples permefitiostrer.

Le processus de problématisation se déploie &tigir d'un cadre qui détermine
les types de questions et les types de réponsdmegmees. La dimension
« cognitive » du processus, implique la positiengdnstruction et la résolution de



probleme. Poser un probléme, c'est en prendre iemese; construire un probleme,
c’est le déterminer en « chercher les données ededitions pertinentes » (Fabre,
1999, p. 198) pour le circonscrire et le résou@es données et ces conditions sont
des réponses a des questions implicites que I'pose, elles sont de l'ordre du
comprendre et non de l'ordre du résoudre. La secdimdension concerne la mise
en tension des faits et d’'idées si on s’intéressepaoblématisations scientifiques
(Orange, 2000). Les conditions du probleme sontdasraintes non contingentes,
des impératifs du probleme, ce qu'il faut respeetare sur quoi on n'a pas prise ;
elles sont de l'ordre de l'apodictique (Bachelai®38), elles expriment des
nécessités. Orange (2012), en référence a I'épiddéme des sciences, distingue
trois registres : 1/ le registre empirique « ddssfarovenant d'observations ou
expériences » (ces faits sont construits) ; 2festee des modeles (ou des nécessités)
I.e. « des explications construites pour rendrepterdes faits jugés pertinents pour
le probleme travaillé » (Orange, 2012, p. 24) e 38qistre explicatif (REX) qui
correspond aux présupposés considérés comme déasti, non remis en cause,
permettant de générer les explications. Le REXchira les explications construites
par les éléves et la facon de travailler les prokke scientifiques (Orange, 2012, p.
26). De ce fait, il ne correspond pas toujours & tinéorie mathématique. Il donne
avant tout « sens aux modeles et nécessités qui @ en jeu dans une
problématisation. Il indique une maniere habituelieétablie de confronter les faits
et les idées explicatives pour identifier les ctinds de possibilité d'une
explication » (Doussot, Hersant, Lhoste & Orangedgaol, 2022, p. 14). Ainsi,
dans le CAP, c’est plus le travail de constructionprobleme par I'éleve que le
travail de I'éleve qui est mis a I'étude. Ce pailat vue sur I'activité de I'éléve,
orienté par un parti-pris épistémologique plus gognitif, nous conduit a étudier
plus particulierement la genese des nécessitésaiileme, en lien avec celles des
éléments empiriques, a I'intérieur d'un REX et alssgenese de certains REX.

Nous donnons ici des exemples de ces genesesvaustde I'élaboration de trois
espaces de contraintes (EC) (Orange, 2000) pourgecomptea priori des
potentialités de problématisatiotude situation (Hersant, 2010) a&fposterioridu
processus de problématisation. Dans ces EC, apparqui, pour un €léve, va étre
considéré comme une nécessité du probleme mémelaine correspond pas
forcément a une nécessité du point de vue des matlgies et dednseignant.
L’étude des conditions pour permettre une problé&atbn, et donc ces geneses,
fait quant a elle’bbjet dune autre communication.



Résolution d’'un probleme en géométrie au college

Cet exemple illustre la (re)constructiarposterioride I'activité mathématique des
éleves meneée tout au long de la recherche/résolation probleme. L’énoncé

suivant est proposé a des éléves @& 412-14 ans) dans un collége en
France (Figure 1) :

Les droites (AB) et (EF) sont paralleles.
Question : Quelle est la mesure de I'angle DEF ?

La séance observée est élaborée et mise en ceuwneganseignante débutante.
Celle-ci envisage avec ce probleme d’amener legegl@ minima a effectuer
guelques tracés qui leur permettront de calculsmaesures d’angles etmaxima

a organiser des calculs de mesures d’angles paurtigben mobilisant des tracés
pertinents et les propriétés des angles adéqilamsaution du probleme (27°). Les
éléves sont répartis en petits groupes, ils disgafene feuille au format A3 ou
figure I'’énoncé du probleme (Figure 1) et du malédie géométrie usuel (regle,
éguerre, compas et rapporteur). Suite a nos olisBrgaen étudiant les productions
écrites de chaque groupe et les échanges entédelass, nous avons constrait
posteriori un espace de contraintes (Orange, 2012) (Figurec@) EC permet de
repérer les trois registres (empirique, des négsssi explicatif) et de rendre compte
du processus de problématisation se développantehéleves de cette classe, tout
au long de la séance. Le registre empirique rentbt® des observations faites par
les éléves sur la figure qu’ils complétent au fuaemesure des réflexions gu'ils
menent. Les tracés sur la figure peuvent étre rdifts selon les groupes, ils les
amenent a un repérage de faits empiriques différgrar exemple, les angles 3 et 4
sont correspondants ou la droite (CE) est perpaltaiie a la droite (AB). Ces éléves
de 4™ connaissent des propriétés des mesures des aBglesmme I'énoncé
précise que les deux droites (AB) et (EF) sontl[@des, un raisonnement mené par
certains éléves aboutit a des nécessités : pamdgesndes angles alternes/internes
sont repérables, ils seront de méme mesure déendt itepérer de tels angles.



Les angles 3 et 4 sont correspondants ‘ La droite(CE) est perpendiculaire

Registre empirique ; )
aux deux droites paralleles

Les angles BHC et DKE sont alternes/internes
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| Lorsque deux droites sont paralléles, les mesures d'angles correspondants gont égales I
| |

Registre explicatif

f \ *
‘ Un angle plat mesure 180° | Lorsque deux droites sont paralléles, les mesures \ - ;
/ \ Un angle droit mesure 90

d'angles alternes/internes sont égales

La somme des mesures des angles dans un

triangle vaut 180° Deux angles opposés par le sommet sont de méme mesure ‘

Géométrie dessinée Géométrie déductive/abstraite

Nous observons notamment dans quel(s) registrgdiratif(s) se situe le processus
de problématisation des groupes : Gl ou Gll ou aescallers-retours entre les deux.
Ce processus peut alors étre associé, dans le eeaetdexemple, aux jeux
indispensables entre deux géométries (GI/Gll) gndent compte deteutes les
articulations entre deux géomeétries ou la secor@mngetrie du couple contrble et
assure la validité des techniques et des méthodessnen ceuvre dans l'autre

géometrie» (Kuzniak, 2006, p. 174).

Lors de la séance suivante, I'enseignante propasesynthése écrite reprenant
quelques productions d’éleves. Elle y expose lesdutures qu’elle attendait : une
premiere procédure utilisant une propriété des eanglliternes/internes et une
deuxieme basée sur le repérage de différents lesre des égalités de mesures
d’angles correspondants. Elle fait le choix de ae @voquer une des procédures
centrée sur le tracé d’'une droite perpendiculaire deux droites paralleles. Nous
en déduisons un décalage fort entre les élémestemavant par I'enseignante dans
cette synthése et ceux issus de l'analyggosterioridans le CAP. En effet, la
synthese focalisée sur deux procédures seulemerhdeas compte du processus
de problématisation en ceuvre dans les différemtsipgs. Elle ne montre pas
comment une majorité des éleves s’est interrogédasmobilisation ou non de



propriétés qu’ils connaissent déja, en les metidrdpreuve d’allers-retours avec
une figure qu’ils ont complétée au fur et a meslgdeurs questionnements. Par
ailleurs, étant donné que I'espace de contraingemgt 'identification des deux
registres explicatifs dans lesquels ou entre ldsgéeoluent les éleves de cette
classe, il peut ainsi contribuer a envisager urcgssus d’institutionnalisation au
regard non seulement des productions de certaimspgs (comme le propose
I'enseignante) mais plutét en lien avec une exaliin d’articulations mises en
ceuvre entre Gl et Gll, a laquelle les éleves sapalbles a ce moment-la, dans cette
classe, d’accéder.

Généralisation informatisée de motif (cycle 4)

Ici, 'espace de contraintes (Cf. Figure 3) perdetécrire les relations mettant en
jeu des faits ou des nécessités construits patdess lors de la généralisation, avec
le support de programmation Snap !, d'un algorittitedracé et de dénombrement
d’'un motif. Cet exemple est présenté plus en détihs une communication du
théeme 2 (Legrand, J.-M.) Il s’agit d’'une générdima de motif; y
(Radford, 2006a), mais informatisée, c’est-a-dinéomatisée. L o’{ﬁl\

motif, la premiere itération d’un triangle de Siegki construit ave cﬁ‘

des hexagones, est tracé (et les hexagones dérs)mme I - /g
programme.

= ——5 - B =4=5-1A8=5=6-1
si la mesure ,le si b7 = bj?, 5 _a9_4_ S i~
script trace TS(22) le script trace TS(22 fp=d =il =db=1
si la mesure est 3, le
script trace TS(22) si b; = expr et expr est une @(:’) =i-1
si la mesure est 8, le représentation d'un entier, le script Iz z
script trace TS(22) trace 'instance T'S(n)|b; = d(expr) =
la valeur entrée | /J&. =( -0
est la valeur de la T zpr,dlexpr) € N bn—#"
si la valeur entrée est | c by # bs
8, le script trace TS(8)|
[=
Registre 2
lempirique
Registre
|
des modeles e Tp—r s = mesure| |b, = EFLELD)
tracer plusieurs by =
instances de TS l 3 un bloc pour b; = ﬁvl 7
qui résoud le probléme
FT mesure change,
'S change aussi
Vmesure donnée, 3 expression Ejy € 0, d expression Ry € 6 3( E‘[’”‘ Eég’) € 6%,
le script trace TS(mesure) by = Eg(mesure) 6(R‘,’) = mesure Ab; = Ey(Rs) = E‘(,”(L' 9) A bz = E::n("f D)
Nécessité résolvant
la tension
Registre
Explicatif
REX) R.Géo/Alao R. géo/Num ~» Algo R. Num ~ Algo R. Algo ~» Algdbre

Figure 3 Espace de contrainte3riangle de Sierpinski

L’EC permet de représenter les liens et tensionie daits et nécessités afin de
construire le concept de « parameétre » (ou de blardans un réle de parametre),
« ce qui fait la force de I'algébre » pour (Cheaal| 1989) et qui est fondamental



pour I'informatique. Les éleves du binbme, dontdesons de programmation et les
interactions langagieres permettent d’identifies faits et nécessités représentés
dans cet espace, construisent la nécessaire edstetiun objeto dénotant une
valeur arbitraire non définia priori (ici la valeur du parametifesure , on notera
6(0o) = d(mesure) ) ; disposant d’une représentaticis(o) dans le megiste
représentation sémiotiqee dans lequel on représamésolution du probleme, ici
le langage de programmation par bloc Snap! (Duv@f3, 2006) ; dont cette
représentation est manipulable dans une expreEo(o.b) de¢ qui détermine la
relation entre lanesureet le nombre d’itération des boucles, comme sial@ur
6(Rp(0)) était connue. On retrouve ici les 3 critéres daér&ant la pensée algébrique
selon (Radford, 2013) : « indeterminacy », « detr@ra», « analycity » et observer
que c’est la tension fixe-variable, ou unique-nmdtj qui, lors de la construction du
probléme par ces éléves, génere la nécessité damemnier temps dEs(0) : une
représentation fixe dR¢(b;)  (en I'occurrence la reprts®n d’un nombre) trace
une et une seule instan?'S(n)  (par exemplRo(b1) = 8 , aal@spond a
I'instance?'S(9) ), alors qu’« il faut trouver un prognar® pour aller pour toutes les
mesures », or « la par exemple si je metge8 |p valeur entrée par l'utilisateur,
définissant la mesure du TS a tracer], il fautlgu’en fasse 8, enfin un de mesure
8, mais sauf que la ¢a va m’en faire un de mes2isg 2t de méme pour une valeur
entrée de 3 ou de 22, « mais du coup [...] c’esté@ene programme ». On a ici une
mise en tension entre faits et nécessités qui dagncer les éléeves dans la
construction du probleme. Dans cet EC, on condmteonstruction de faits
d’origines différentes : ceux qui sont issus d’aisonnement, et ceux qui sont issus
d’'une mise en relation « action-effet de I'actionrCommeb; ne peut pas étre un
nombre, une nouvelle nécessité est construite : seuement il existe une
expressiorEs(0) mettant en relation la mesure et |eonemkitérations des boucles
b;, mais il faut aussi qu’il y ait «un bloc » quiprésente la valeur entrée par
I'utilisateur. Ainsi, I'EC représenté permet d'idéier les nécessités construites et
les tensions qu’elles entretiennent avec les {#&ts énoncés tenus pour vrai, au
moins momentanément). La construction de la nééedsi la représentation du
parameétre dans un registre sémiotique donné egtertnise par les nécessaires
conversions d'un systéme sémiotique multifonctionfl@angue naturelle et
représentation « non-iconique ») vers (et depurs)registre monofonctionnel
(langage informatique choisi) (Duval, 2006). Cesvarsions étant elles-mémes
impliquées par I'automatisation de la méthode deéfdénombrement : en restant
dans le langage naturel ou en n'automatisant paethode, il est probable que les
éleves ne puissent pas concevoir que, non seulee®meprésentations daas
permettent de résoudre le probléme, mais aussirgupeut en étre autrement.



Le cas de la résolution d’'un probleme de modélisath a la fin du lycée

Nous reprenons ici une étude de cas déja publiéekgin, Hersant, 2020) pour
illustrer les genéses que permettent d’étudierdP @Jn éléve de F° résout a voix
haute le probleme de modélisation du « Phare diesngaux » dont I'énoncé est :

Le phare des Baleineaux est une construction saéu&dm de la pointe du Phare
au nord-ouest de I'lle de Ré. Il était originellamh@révu que la tour mesure 50 m
mais finalement, avec les difficultés géographigleephare ne s’éleve qu'a 31 m.
Avec son feu il permet aux navires de repérer kitipm des zones dangereuses se
trouvant prés des cotes, ainsi que les ports nmaeisi. A quelle distance des cotes se
trouve le navire quand il apercoit la lumiere duaph pour la premiere fois ?

L’EC (Figure 4) met en évidence qu'il y a bien dpastion explicite de nécessités
donc problématisation a partir d’éléments empirggu2e quelles genéses rend-il
compte ? Dans ce schéma (Figure 4), ce qui figans dn cadre en pointillés dans
le registre empirique correspond a des éléementhifyar la chercheure a des
moments ou Jean est bloqué. Partons des nécems@ges construites par Jean
(cadre gris) pour comprendre comment il progresaresdla construction du
probleme. Au cours de son avancée dans le probEaeaécessités se précisent ou
se fissurent jusqu’a étre abandonnées ou explienémnejetées. Ainsi, au début de
la résolution du probléme, Jean considere que giagiement la distance au phare
qui va déterminer la possibilité ou pas de voildmiere du phare, comme si
I'intensité du rayon lumineux s’atténuait avec istahce.



..........................

REGISTRE On peut s’éloigner ¢ | Le rayon lumineux est perpendiculaire On peut ajouter un rayon dans le
EMPIRIQUE : Jjusqu'en Amérique. : a un rayon de la Terre. prolongement du phare (F)

On voit un phare a 10
km env..

On ne voit pas W
La Terre est plate de l'autre coté d=R/2: trop)
de la Terre grand
l L'angle doit étre petit. | A Il'y a un point de
contact.
La Terre est ronde C ost une
configuration de
Pythagore. /

C’est une tangente :
I'angle vaut 90°.
« On va étre tangent
y

longtemps et au bout on

finit par descendre » (D) 19.9 km
. ) Avoir 2 longueurs
Il faut connaitre une autre distance. > ne suffit pas »| |l faut un autre angle.
» —
REGISTRE D‘Ea\ e
MODELES
REX tangente, concept quotidien tangente, concept math

Lintensité lumineuse diminue avec la distance,

la distance empéche de voir le phare. Ce qui empéche de voir le phare c’est la courbure de la Terre.

Figure 4 : espace de contraintes poure phare des Baleineaux

Il cherche alors a trouver la valeur d’'un angldjtppour déterminer la distance a

laquelle on verra pour la premiére fois le phatas Petit a petit, il prend en compte

le fait que la Terre « se tord ». Cela 'améneristioire la nécessité que, puisque la
lumiére se déplace en ligne droite dans un milems 0bstacle, « on est tangent
longtemps » puis « qu’on a l'air tangent a la Teret enfin a considérer, en rupture
avec ces premieres nécessités, qu'il y a un seal ge tangence, conformément a
la définition mathématique de la tangente. Cetteppété de la tangente est

probablement rendue disponible par une des figyuiisconstruit.

A partir de 13, il ne cherche plus a déterminemiesure de I'angle pour avoir la

distance au phare mais a trouver la distance eatmoint de tangence et le phare.
Cette évolution est sous-tendue par une évolutoladacon dont Jean s’explique
le fait qu’on voit ou qu’on ne voit pas le phargst pourquoi nous avons distingué
deux registres explicatifs. D’abord, tout se passmme si, pour Jean, ce qui

empéche de voir le phare depuis le bateau esstandie, uniguement ; comme s'il

y avait une perte de I'intensité lumineuse avatistance. Cette explication renvoie
a une conception erronée de la diffusion de ladoengqui correspond plutbt a une
expérience terrestre et quotidienne d’'un piéton,lesiobstacles a la vue sont
nombreux et empéchent de percevoir la rondeur dera, et non a une expérience
marine. Mais, en association étroite avec une septation schématique de la



situation, Jean mobilise une autre explication dédn@mene : ce qui empéche de
voir le phare est la courbure de la Terre. Cettersgte explication correspond a une
explication scientifique, du phénomene. Le pass#igae explication a l'autre
marque son changement de point de vue sur le prereort sa modélisation. Il ne
se réalise pas de facon brutale, comme une soné&vétation a partir du moment
ou le fait que la Terre est ronde est explicité.

En effet, Jean remarque que la Terre est rondegaai&®st que bien plus tard qu'il
place sur sa figure un angle droit et qu'’il indiguearce que, vu que c’est la tangente
gui me permet de voir, je sais qu'il y a un angleitd>. Ce changement de REX
témoigne d’'un événement de problématisation (Ddussal., 2013 ; Doussot,
Hersant, Lhoste, Orange-Ravachol, 2022) et s’detictiroitement avec une
dynamique de problémes. En effet, Jean pose etradrmis problemes qui se font
écho dans son activité : quel est I'angle entredi@ctoire du bateau et le sommet
du phare ? quelle est la distance au phare lorsquarin le voit pour la premiere
fois ? et « combien de temps la Terre est-ellelat.

L’EC et la dynamique des problemes nous permediest de préciser la genese des
nécessités et du nouveau REX chez Jean. Un prestade associe le REX
« I'intensité lumineuse diminue avec la distana 1a nécessité, implicite dans le
raisonnement de Jean, que la Terre est plate. tbmdeassocie le méme REX a
deux nécessités : la Terre est ronde, qu’'on «red@igtemps tangent a la Terre » ;
la droite est perpendiculaire au rayon. Le troig@ssocie le REX « ce qui empéche
de voir la lumiére est la rondeur de Terre » adeessité que la Terre est ronde et
que le rayon lumineux est tangent a la Terre. loorse stade est intermédiaire
puisque, a la fois, Jean tient compte du fait quEdrre est ronde et gu’il va y avoir
un phénomene de tangence mais n’en tire pas plesragusion. Ici, Jean utilise
une conception de la tangente ou l'unicité du poorhmun entre le cercle et la
droite tangente est absente. Au stade 2, seulitlgu@a la droite est perpendiculaire
au rayon est pris en compte ; Jean ne fait pasrieehtre la perpendicularité avec le
rayon de la Terre, la tangence de la droite etditéhdu point de contact. Autrement
dit il ne mobilise pas le sens mathématique du «@ingent » mais un sens plus
commun. Cette représentation du probleme est sédia la fois pour la recherche
d’'un angle et pour la recherche d'une distance.e@aant, la recherche de la
distance conduit Jean a se poser la question «ieardb temps la Terre est plate ? »
car pour calculer la distance au phare il lui @éerminer un point de départ. A la
suite de cet épisode, Jean associe clairemenit guiala Terre est ronde et le sens
mathématique de la tangente, méme s'il oscilleedetisens trigopnométrique de ce
mot pour chercher I'angle et son sens géométrigue ghercher une distance. Un
déclic semble se produire lorsque Jean reprendiffésentes figures. Cela nous



conduit a penser que la conception, erronée eteicge de la tangente mobilisée
dans un contexte non mathématique, a fait obstdeldacon majeure. Mais
I'abandon du premier registre explicatif est aassiocié a 'abandon d’'une pensée
chronologique au profit d’'une pensée logique. Hetetlans les propos de Jean,
avant ce déclic, la notion de temps est prégnahtiherche une distance, un angle
ou un point en lien avec un déplacement dans Ipg@tl’espace qui explique qu’on
apercoive ou pas la lumiere du phare. D’'une cextigon, tout se passe comme s'il
y avait un avant et un apres a propos de la pdissite voir le phare plus que comme
s’il y avait une partie de la circonférence dedar® ou I'on voit le phare et une autre
ou on ne le voit pas. Sa question « combien degdanperre est-elle plate ? » est a
cet égard particulierement significative. On estche de I'obstacle chrono-causal
identifié en histoire par Doussot et Vézier (20H)on comprend alors I'importance
d’'une avancée dans le processus de modélisationmgropre avec ce raisonnement.
La genése des nécessités est étroitement liee XueRBux éléments empiriques
dont dispose Jean. La genese d’'un nouveau REX aguipren lien avec une
dynamique de problémes et le dépassement de cedistacles en appui sur des
schématisations du probleme (Hersant, 2020).

CONCLUSION

Nous avons présenté ici comment le CAP nous pedieavisager la question du
travail mathématique des éleves : pour nous leairav probléme par les éléves
correspond a un processus de problématisationegét une dimension cognitive
(Fabre, 1999) de construction du(des) probleme{@edimension incluant la mise
en tension de données et de conditions (Fabre) D20&e faits et d’idées (Orange,
2000). Les recherches présentées montrent commoest rendons compte de ce
travail du probleme par les éléeves a l'aide des (BE€ange, 2012). Ces EC
renseignent la fagcon dont I'éléve construit le pEote : des modeles, des nécessités
gu’il construit en lien avec des éléments empirggae un registre explicatif. La
catégorisation retenue pour construire ces espgcesntraintes les situe clairement
dans une analyse épistémologique. Ces EC permeitemtettre en évidence une
triple genése : celle des nécessités, celle daexeé@ks empiriques et celle du REX.
Les trois forment un systéeme d’interdépendancevdligion du REX peut
témoigner de la genése d'un nouveau REX par l'atvandiun autre, ou sa
transformation d’'un REX. Dans cette dynamique geaie une autre genese, celle
de nouveaux problémes.
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