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Résumé – Dans cet article, nous proposons l’application d’une nouvelle statistique de test, basée sur un test d’égalité entre les matrices de
covariance de L séries temporelles gaussiennes multivariées de dimensions M , à l’imagerie Synthetic-aperture radar (SAR). Cette statistique de
test se place dans le cas où les L matrices de covariances sont une perturbation de rang K de l’identité, assimilable à un modèle signal plus bruit.
Elle possède les propriétés de consistance et de taux de fausse alarme asymptotique constant dans le régime des grandes dimensions, lorsque la
dimension des pixels M et le nombre de pixels à l’étude N1, . . . , NL tendent vers l’infini au même rythme. Des simulations sur des données
réelles SAR, permettront de mettre en avant les bonnes performances du test développé.

Abstract – In this article we propose the application of a new test statistic, based on a test of equality between the covariance matrices of L
multivariate Gaussian time series of dimensions M , to the imagery resulting from Synthetic-aperture radar(SAR). This test statistic is placed
in the case where the L covariance matrices are a disturbance of rank K of the identity, comparable to a signal plus noise model. It has the
properties of consistency and a constant asymptotic false alarm rate in the high-dimensional regime, when the dimensions of the pixels M and
the number of pixels under study N1, . . . , NL tend towards infinity at the same rate. Simulations on SAR real data will make it possible to
highlight interesting performances.

1 Introduction
Dans cette étude, on considère L séries temporelles multi-

dimensionnelles (y1,n)n∈Z , . . . , (yL,n)n∈Z, où ((yℓ,n) est un
vecteur de taille M , et que l’on suppose mutuellement indépen-
dantes :

∀ℓ ∈ {1, . . . , L}, (yn,ℓ)n∈Z
i.i.d.∼ NCM (0,Rℓ)

Avec pour objectif de détecter les changements à travers la loi
de (yn,ℓ)n∈Z ∀ℓ ∈ {1, . . . , L}, on considère le test d’hypo-
thèse binaire suivant portant sur l’égalité de matrices de cova-
riance :

H0 : R1 = . . . = RL

H1 : ∃(i, j) ∈ {1, . . . , L}2 / Ri ̸= Rj

(1)

On suppose que les observations (yℓ,n)n=1,...,N1
∀ℓ ∈

{1, . . . , L} sont disponibles pour chaque série temporelle et on
note :

R̂ℓ :=
1

Nℓ

Nℓ∑
n=1

yn,ℓy
∗
n,ℓ, R̂ :=

L∑
ℓ=1

Nℓ

N
R̂ℓ

où R̂ℓ est l’estimateur empirique standard de Rℓ et R̂ la ma-
trice de covariance groupée sur les L séries temporelles, avec
N = N1 + · · · + NL. On retrouve dans la littérature (cf. [1])

l’écriture suivante pour définir la forme standard des statis-
tiques de test 1 pour (1) :

S =

L∑
ℓ=1

Nℓ

N

1

M

M∑
k=1

φ
Ä
λk(R̂ℓR̂

−1)
ä

(2)

où φ est une fonction continue sur ]0,+∞[. On retrouve no-
tamment à partir de cette expression (cf. [1]) le Generalised Li-
kelihood Ratio Test (GLRT) avec ϕ(x) = log(x). On peut éga-
lement souligner, dans le cas du régime asymptotique standard
où N1, . . . , NL −→ ∞ et M,L sont fixes, la propriété du taux
de fausse alarme constant (CFAR) pour les statistiques (2) qui
se traduit sous H0 par l’indépendance de S de R1, . . . ,RL,R
(cf. [2] pour le cas du GLRT). Cependant, un certain nombre
d’applications porte sur des données de grandes dimensions où
M ≫ 1, et où les changements potentiels dans les matrices de
covariance Rℓ se font sur une composante rang réduite [3]. On
considère ainsi le modèle suivant :

Rℓ = Γℓ + σ2I (3)

avec Γℓ représentant la matrice de covariance, de rang K < M ,
d’un signal utile et σ2I la matrice de covariance d’un bruit addi-

1. Pour une matrice hermitienne A de taille (M ×M), on note λ1(A) ≥
. . . ≥ λM (A) ses valeurs propres par ordre décroissant.



tif spatialement blanc. On se place alors alors le régime asymp-
totique des grandes dimensions où M,N1, . . . , NL −→ ∞ alors
que K,L restent fixes. Dans ce régime asymptotique et sous le
modèle (3),∀ℓ ̸= ℓ′ les matrices R−1

ℓ Rℓ′ sont une perturbation
de rang fixe de l’identité, il est alors possible de montrer que (2)
converge vers une même limite sous H0 et H1. Il est alors pro-
bable que ses performances soient fortement dégradées. Dans
ce cas, il peut être plus intéressant de développer un nouveau
test adapté au modèle (3). En dérivant le GLRT (φ = log dans
(2)) pour ce modèle, on obtient la forme suivante :

GLRTLR = −
L∑

ℓ=1

Nℓ

K∑
k=1

log

Ç
λk(R̂ℓ)

λk(R̂)

å
−N(M −K) log

á
1

M−K

L∑
ℓ=1

Nℓ

N

M∑
k=K+1

λk(R̂ℓ)

1
M−K

M∑
k=K+1

λk(R̂)

ë
(4)

Bien que cette statistique soit adaptée au modèle (3), sa loi sous
H0, difficile à étudier, n’est pas connue ce qui rend très com-
pliqué le choix d’une valeur de seuil de détection.

Dans cet article, en se basant sur le modèle (3), nous propo-
sons donc une statistique de test qui est une généralisation, de
celle présentée en [4], au cas K > 1 qui va se baser sur l’étude
des plus grandes valeurs propres des matrices R̂1, . . . , R̂L, R̂.
Nous mettrons en avant le fait que cette statistique est consis-
tante dans le régime asymptotique des grandes dimensions, on
étudiera son comportement au second ordre et finalement nous
montrerons enfin ses performances lorsque l’on utilise des don-
nées réelles SAR.

2 Statistique de Test

En repartant des travaux sur le spectre de R̂ (cf. Partie 2 [4]),
nous pouvons généraliser le Théorème 2 au cas K > 1. On
établit ainsi un théorème centrale limite conjoint sur les plus
grandes valeurs propres de R̂1, . . . , R̂L, R̂ :

Théorème 1. Sous H0 et l’hypothèse 2 de [4], on a :

√
M

(
λk

Ä
R̂
ä
− ϕc(γk, σ

2)Ä
λk

Ä
R̂ℓ

ä
− ϕcℓ(γk,ℓ, σ

2)
ä
ℓ=1,...,L

)
k=1,...,K

D−−−−→
M→∞

NRK(L+1) (0,Θ) ,

où Θ := bdiag (Θ1, . . . ,ΘK) avec :

Θk :=

à
θ2k,0 ϑk,1 . . . ϑk,L

ϑk,1
. . .

...
. . .

ϑk,L θ2k,L

í
et en notant c0 = c,

θ2k,ℓ = cℓ
(γ2

k − σ4cℓ)(γk + σ2)2

γ2
k

, ℓ ≥ 0

ϑk,ℓ = c0
(γ2

k − σ4cℓ)(γk + σ2)2

γ2
k

, ℓ ≥ 1

Nous allons maintenant exploiter les résultats de la partie 2 de
[4] et du Théorème 1 afin de construire notre statistique de test.

Il est possible sous le modèle (3) de changer la nature du test
(1) en utilisant le résultat du Lemme suivant.

Lemme 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Γ1 = . . . = ΓL

(b) For all k = 1, . . . ,K, ℓ = 1, . . . , L, λk (Γℓ) = λk (Γ).
Donc sous H1, il existe k, ℓ tel que γk ̸= γk,ℓ.

Ce Lemme souligne qu’un changement dans le signal et donc
dans les valeurs propres de Γ1, . . . ,ΓL implique un change-
ment dans celles de Γ. On peut donc ramener notre étude au
test suivant :

H0 : ∀k, ℓ, λk (Γℓ) = λk (Γ)

H1 : ∃k, ℓ : λk (Γℓ) ̸= λk (Γ)
(5)

Ainsi en se basant sur les résultats du Théorème 1 de [4]
on développe un nouveau test de détection en utilisant des
estimateurs consistant des valeurs propres γk,ℓ, γk ∀k ∈
{1, . . . ,K}, ℓ ∈ {1, . . . , L}. On posera donc γ̂k la plus grande
solution de l’équation ϕc(γk, σ

2) = λk(R̂) si λk(R̂) > σ2(1+√
c)2 ou γ̂k = σ2c sinon. On suivra le même raisonnement

pour γ̂k,ℓ en prenant soin de remplacer c, R̂ par cℓ, R̂ℓ et on
considérera σ̂2 l’estimateur de σ2 suivant :

σ̂2 :=

L∑
ℓ=1

Nℓ

N

1

M −K

M∑
k=K+1

λk

Ä
R̂ℓ

ä
.

En posant par la suite : γ̂ = (γ̂k − γ̂k,ℓ)k=1,...,K
ℓ=1,...,L

et en appli-

quant une Delta-Methode à partir des résultats de la partie 2 de
[4] et du Théorème 1 on montre sous H0 :

Corollaire 1.
√
M γ̂

D−−−−→
M→∞

NRKL

(
0,HΩHT

)
où H = bdiag

Ä
H̃, . . . , H̃

ä
, Ω = bdiag (Ω1, . . . ,ΩK) avec

H̃ la matrice L× (L+ 1) donné par :

H̃ =



1 −1 0 . . . . . . 0

1 0 −1
. . .

...
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
1 0 . . . . . . 0 −1


et avec

Ωk =

à
ω2
k,0 ξk . . . ξk

ξk
. . .

...
. . .

ξk ω2
k,L

í
où ω2

k,ℓ =
cℓγ

2
k(γk+σ2)2

γ2
k−σ4cℓ

et ξk =
c0γ

2
k(γk+σ2)2

γ2
k−σ4c0

.



A partir des résultats évoqués précédemment, on propose la
statistique de test suivante :

Tϵ = 1(ϵ,+∞)

Ä
∥γ̂∥22

ä
(6)

avec ϵ le seuil de contrôle sur la probabilité de fausse alarme
asymptotique choisi en conséquence du résultat suivant :

∥γ̂∥22
a.s.−−−−→

M→∞

®
0 sous H0

ϵ1 := ∥γ∥22 > 0 sous H1,

avec γ = (γk − γk,l)k=1,...,K
ℓ=1,...,L

. La statistique de test proposée

est donc consistante comme l’atteste le Théorème suivant.

Théorème 2. Sous les Hypothèses 1, 2 (cf. [4]), et ∀ϵ ∈ ]0, ϵ1[,

Pi

(
lim

M→∞
Tϵ = i

)
= 1,

ou Pi est la mesure de probabilité sous l’hypothèse Hi.

Ce nouveau test est intéressant en pratique car puisque nous
sommes en mesure d’obtenir Ω̂ un estimateur consistant de
Ω, en utilisant le Corollaire 1 et le Théorème 2 il est possible
de fixer un seuil de détection en fonction d’une probabilité de
fausse alarme.

3 Résultats sur données SAR
Nous présentons tout d’abord les résultats sur données simu-

lées. Afin de nous rapprocher le plus possible de ce que l’on
peut retrouver dans les données réelles qui vont suivre, nous
prenons L = 2 puis M = 12, N = 50, N1 = N2 = 25 et
K = 5. En ce qui concerne la définition des matrices de cova-
riance Γℓ on pose :

∀ℓ ∈ {1, 2} Γℓ = SNR× Gℓ + IM

avec SNR une constante pour agir sur le ratio signal sur bruit
et la décomposition en valeur singulière de la matrice Toeplitz
symétrique Tℓ (Tℓi,j = ρ

|i−j|
ℓ ) suivante Tℓ(ρℓ) = UℓSℓVℓ qui

donne ensuite Gℓ = [Uℓ(:, 1 : K)Sℓ(1 : K, 1 : K)Uℓ(:, 1 :
K)∗]. Nous considérons sous H0, ρ1 = ρ2 = 0.1 puis sous H1

ρ1 = 0.1 et ρ2 = 0.5.
Dans la Figure 1 nous faisons varier le ratio SNR puis dans
la Figure 2 nous sur-estimons ou sous-estimons K dans l’ex-
pression des statistiques afin de tester la robustesse face à une
mauvaise estimation du rang. La statistique de test Tϵ s’avère
plus résistante au bruit et très peu sensible à une mauvaise es-
timation du rang ce qui n’est pas le cas du GLRTLR.

On s’intéresse maintenant au dataset qui est une série
d’images SAR ([5], [6]) mise à disposition par NASA/JPL-
Caltech 2. Nous considérons dans ce papier 2 scènes différentes
de taille (2360 × 600) pixels pour la première et (2300 × 600)
pixels pour la seconde. Pour chacune de ces scènes la résolu-
tion en azimuth est de 0.6m et en distance de 1.67m. Le nombre
d’images pour chaque scène est L = 2 et chaque image est en
polarisation totale (HH, VV et HV). Comme nous sommes en

2. UAVSAR (SanAnd 26524 03 Segment 4), https ://uavsar.jpl.nasa.gov

FIGURE 1 – Courbes ROC, SNRdB ∈ {3, 7, 10}

FIGURE 2 – Courbes ROC, K ∈ {3, 4, 5, 6, 7}

haute résolution, il est possible d’utiliser une décomposition
en ondelette [7] pour mettre en valeur les propriétés spectro-
angulaires des diffuseurs. Finalement, la taille de chaque pixel
sera de M = 12. La mise en évidence des performances des
tests GLRTLR et Tϵ se fait à l’aide du calcul des courbes ROC
(Receiver Operating Characteristic).
Pour toutes les simulations qui suivent, après avoir étudié les
données en détails, nous avons décidé de prendre pour le rang
K = 5. Nous considérons également N1 = N2 = 25 et N =
50.

On présente en Figures 3 et 4 la représentation en RGB Pauli
des 2 scènes pour la date la plus ancienne (gauche) et la plus
récente (milieu) ainsi que la vérité terrain associée (droite) ou
les pixels ayant subi un changement sont en blanc.
On observe sur les Figures 5 et 6 les performances pour les
deux statistiques avec un avantage net pour Tϵ. On peut remar-
quer une différence de performance entre les deux simulations
pour la statistique Tϵ qui peut être justifier par la justesse de la
vérité terrain qui peut faire varier les performances de la statis-
tique. On notera également que ces résultats sont obtenus pour



FIGURE 3 – Scène 1 : 23 avril 2009 (gauche), 15 mai 2011
(milieu) et vérité terrain associée (droite).

FIGURE 4 – Scène 2 : 23 avril 2009 (gauche), 15 mai 2011
(milieu) et vérité terrain associée (droite).

des valeurs M,N1, N2, N faibles à modérées alors que l’ana-
lyse statistique conduisant au nouveau détecteur suppose être
en grande dimension.

FIGURE 5 – Courbes ROC pour la Scène 1

En plus de son bon comportement, il est important de rappe-

FIGURE 6 – Courbes ROC pour la Scène 2

ler que la statistique de test Tϵ est plus avantageuse du fait que
nous connaissions sa loi sous H0, ce qui nous permet en pra-
tique de fixer un seuil de détection en fonction d’une probabi-
lité de fausse alarme.

4 Conclusion
Dans cet article nous avons proposé une statistique de test al-

ternative au GLRTLR, adaptée à un modèle de matrice de co-
variance à rang réduit. Celle-ci s’avère plus performante sur des
données réelles issues de SAR que le test classique GLRTLR.
Il est intéressant de noter que les résultats sont obtenus pour des
dimensions modérées voir faibles alors que son étude théorique
est basée sur le régime des grandes dimensions.
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