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Résumé — Cet article étudie le comportement asymptotique du Kernel Least Square Support Vector Machine dans le contexte
de I’apprentissage multi-taches pour des modeles de mélange gaussien en grande dimension avec de nombreux échantillons. La
performance asymptotique de 1’algorithme, validée sur des données synthétiques et réelles, met en évidence la relation entre les
statistiques des données, les covariances en particulier, dans chaque tiche ainsi que les hyperparametres reliant les taches entre elles.
Plus important encore, 1’analyse permet d’améliorer la méthode en optimisant les labels.

Abstract — This article studies the asymptotic behavior of Kernel Least Square Support Vector Machine in the context of Multi
Task Learning for Gaussian mixture models of high dimension with numerous samples. The asymptotic performance of the
algorithm, validated on both synthetic and real data, sets forth the relation between the statistics of the data, covariances in particular,
in each task as well as the hyperparameters relating the tasks together. More importantly the analysis allows for an improvement of

the method by optimizing the labels.

1 Introduction

L’ apprentissage multi-tdches (ou multi-task learning, MTL)
consiste a apprendre simultanément plusieurs taches de pré-
diction liées les unes aux autres. L’hypothese sous-jacente est
que les informations communes pertinentes pour la prédiction
peuvent étre partagées entre ces tiches. Ainsi, I’apprentissage
conjoint de ces tiches permettrait une meilleure généralisa-
tion que 1’apprentissage indépendant de chacune d’entre elles.
L apprentissage multi-taches a été utilisé avec succes dans di-
verses applications de 1’apprentissage automatique : traitement
du langage naturel [1]], reconnaissance vocale [2],vision par
ordinateur [3]] et découverte de médicaments [4]].

Si, dans certains cas, de grandes améliorations ont été sig-
nalées par rapport a I’apprentissage d’une seule tache, les prati-
ciens ont également observé des résultats problématiques ; les
performances de certaines tiches ayant diminué en raison de
I’interférence des taches. Prévoir quand et pour quelle tiche
cela se produit est un défi exacerbé par le manque d’outils
analytiques.

Basées sur un ensemble d’outils issus de la théorie des
matrices aléatoires, les analyses statistiques en grande di-
mension ont émergé pour étudier un ensemble d’algorithmes
d’apprentissage automatique, notamment le clustering spectral
a noyaul[J]], 1a machine a vecteur de support des moindres car-
rés (ou least square support vector machine, LS-SVM) a tache
unique([6l], I’apprentissage semi supervisé[[7] et, plus intéres-
sant pour cet article, I’apprentissage a taches multiples[8].
Dans ce dernier, les auteurs étudient le comportement en
grande dimension d’un algorithme de machine a vecteurs de
support des moindres carrés & apprentissage multitiche (MTL
LS-SVM) dans le cas d’un noyau linéaire. L article met en
évidence la relation entre les statistiques de premier ordre des
données et les hyperparametres du modele. Cependant, le

modele linéaire pour le noyau ne permet pas de présenter les
statistiques suffisantes dans le cas d’un algorithme basé sur la
covariance. Dans cet article, nous essayons de combler cette la-
cune en fournissant une analyse théorique et une amélioration
dans le cas de la classification des caractéristiques basée sur la
covariance qui présente un grand intérét pour I’apprentissage
automatique et le traitement des signaux (classification EEG
[9], hyperspectrale [[10] et images SAR [[L1]], par exemple).

Ce travail fait suite a la récente analyse spectrale du noyau
du produit intérieur pour les caractéristiques basées sur la co-
variance effectuées pour une application dans le clustering [12].
Dans cet article, nous appliquons des techniques similaires a
celles utilisées dans [[12] pour gérer le cadre de 1’apprentissage
multitdche. Ainsi, les principales contributions de I’article
sont résumées comme suit :

* Nous étudions théoriquement le comportement asymptotique
de la machine a vecteur de support a moindre carré pour
I’apprentissage multitiche en prédisant les statistiques du
score de décision pour un modele de caractéristiques basé sur
la covariance.

* En conséquence, nous présentons les statistiques suffisantes
dans le fonctionnement interne du cadre d’apprentissage
multi-tiches et leur relation avec les hyperparametres du
modele. Nous définissons ensuite un test statistique précis
pour assigner une classe a de nouvelles données de test basées
sur les statistiques asymptotiques du score.

* Nous fournissons un schéma LSSVM amélioré en optimisant
les labels et nous effectuons des expériences sur des ensem-
bles de données réelles et synthétiques pour corroborer tous

les résultats précédents.
Notation. ||.||sp désigne la norme spectrale. e[g] € R™ est le vecteur canon-
[2k] _ [2K]
ij = €2(i—1)+j
A ® Bet A® B pour les matrices ou vecteurs A, B sont respectivement les

ique de R™ avec [e[ﬁ]]i = 0mi. De plus, e . Les notations

produits de Kronecker et de Hadamard. D, est la matrice diagonale contenant


mailto:cyprien.doz@centralesupelec.fr
mailto:
mailto:
mailto:

sur sa diagonale les éléments du vecteur z. Enfin, 1,, et I,, sont respec-
tivement le vecteur de tous les 1 de dimension m et la matrice identité de
dimension m X m. La paire d’indices ¢, j fait généralement référence a la
classe j dans la tache <.

2 Modele et hypotheses

Soit X = [X7,...,X%] € RP*™ la collection de n vecteurs
de données indépendants tirés de k£ “taches”. La tiche i est
un probleme de classification binaire a partir des échantillons
dapprentissage X; = X, Xx?] € RP™i avec X =
[Ti1,. ., Tin,;] € RP*™43 les n;; vecteurs de classe j € {1, 2}
pour la tache i.

La machine a vecteurs de support des moindres carrés a
apprentissage multitiche (MTL LS-SVM) vise a prédire un
résultat y € {—1,1} pour tout vecteur d’entrée z € RP. A
cette fin, MTL LS-SVM détermine k hyperplans de séparation ;
chaque hyperplan caractérise une tiche de classification définie
par w] =+ b;, avec w; le vecteur de direction de I"hyperplan de
séparation pour la -iéme tiche de classification et b; le terme
de biais.

Pour intégrer les liens entre les taches [13]], on considere
en outre que chaque vecteur w; peut étre écrit sous la forme

w; = v; + wg, ol wqg contient les informations “communes”

entre les taches et v; est spécialisé pour chaque tiche. Ainsi,
w; ~ wy lorsque les taches sont similaires tandis que w; ~ v;
lorsque les taches ne sont pas liées.

MTL LS-SVM est caractérisé par le probleme
d’optimisation contraint :

min j(w07viab)7 (1)
wo€RP v, ERP bERF
tq. & =y — (X wigin +0;), Vie {1,....k}, (2

L vill? | <
gy loll® + Z o + 57 |l

Dans ce probleme, A,y = (717 e fyk)T sont des
parametres de régularisation positifs et & mesure 1’erreur que
chacun des modeles w; fait sur les données d’apprentissage X;.
La fonction J (wo, v;, b) établit un compromis entre I’erreur de

ol J(W(),Uz’,b) =

classification d’apprentissage sur toutes les tiches Zle €)%
et la complexité du modele.

En introduisant le parametre lagrangien « et en résolvant la
formulation duale du probleme d’optimisation, la solution de
(T est explicite (voir plus de détails dans [8l Appendix A.1])
et se lit comme suit :

-
Wi lin = <€£k] ® I,

= Quinys-avecy = [yl ,y3,. ..
(D, +A1,1]) @ I,

) AZ agin, 3

oll oyin ,yp]T € R et:
Quin =(ZTAZ +1,)"" A=

X1
Z

Xy,

Pour une tache de classification 7, nous voulons déterminer
si une nouvelle donnée = appartient a la classe 71 ou 72. Nous
définissons la fonction de décision pour tout z € RP pour la
tache ¢ :

Giin(2) & Wl 4)

qui, apres avoir résolu le probleme Lagrangien mentionné
ci-dessus, devient

gi,lin(z) = a?;nZTA(egk] ® .CE) : ®)

Le comportement asymptotique de g; ;;, () a été largement
étudié dans [8]]. Cette étude ne discrimine toutefois les données
que sur la base de leurs moyennes. Lorsqu’il s’agit d’une
discrimination de caractéristiques basée sur la covariance, un
noyau non linéaire est nécessaire.

La version non linéaire de I’apprentissage multitiche peut
étre facilement dérivée de la version linéaire. Afin d’éviter
que le noyau non linéaire ne soit qu’une simple déformation
d’un noyau linéaire, le noyau matriciel aléatoire suivant a été
considéré dans [14}115,12] :

Kij=p "2 f(Vpa] x;) Gigy. (6)

ou f est une fonction continue dérivable. Pour une tiche
unique, la procédure d’entrainement repose sur la matrice
noyau K = &7 = (kp)=Y/2 f (\VEpXT X), ol c’est la
méme fonction f qui est appliqué élément par élément sur
Vkp X T X. La nouvelle fonction de décision, pour la tiche i,
avec le noyau non linéaire est alors semblable & (3) :

gi(z) = ri(2) T = k()T (P +1,)"

ot I’on utilise #;(z) = (kp)~'/2 f (\/ ZT A ( ®{L‘))
et® = (kp)~'/2 f (v/kp ZT A Z) alaplace du noyau linéaire

T
(egk] ® :v) AZetde ZT A Z utilisés dans I’équation (3).

En outre, une opération de centrage préliminaire est ef-
fectuée sur la matrice de données du noyau et sur les labels a
I’aide d’une matrice de centrage P = (In — nillnll). Cette
opération de centrage permet d’éliminer les biais et les termes
résiduels indésirables dans la dérivation théorique comme dans
[7,116]. Nous travaillerons donc systématiquement avec la ma-
trice a noyau centré :

ki(z) = Pki(z), P=POP.

Gréce a cette opération de centrage, la prédiction de la classe
de tout nouveau point de données x est alors obtenue a partir
du score de classification :

Gi(x) = ki(2)T (b 4+ 1,) ' Py, )

ou nous rappelons que kz(x) et & sont le vecteur et la ma-
trice de noyau centré. Il est maintenant nécessaire de dériver
I’expression analytique des performances en étudiant le com-
portement statistique du score de décision g;(x). Pour cela,
nous devons introduire les hypotheses suivantes sur la distribu-
tion des données et sur le taux de croissance de p et n.
Considérons x1,...,z, € RP une suite de vecteurs aléa-
toires gaussiens indépendants. Pour tout n11, ..., ngo tels que
ni1 + ...+ Nga = N, sUpposons que :
~ /\/’(Om‘lzij) avec Y11, ...,

pPXp
Tni_1y+..4nij Yr2 €R :

Définissons X0 = n~! Z n; 2 et pour chaque tiche 7 et
i,
classe j, Eij = X — 39, Les matrices X11, . . .,

en outre aux hypotheses suivantes :

Yo satisfont



Hypothese 1. Lorsque p — oo, les hypothéses suivantes sont
valables :

1. = 2% ¢y € (0,00), Vi € {1,...,k} et j € {1,2},

Nig /1 = Cij, Nij /= Cij, Nig /0 = Cij,
2% e {lL...k} e 4j e {1,2),
p~tr (E%Z?,j,) =0(p~1/?),

3. max

lim sup ||y
s limsup £, < o

impliquant (kp)~ltr (20)2 < ooet (kp)~'tr (20)4 < 00.
Le choix du noyau a été analysé dans [, [16], notamment
la fonction non linéaire f(z) = z? est asymptotiquement
optimale sous les hypotheses précédentes.
L’ objectif de cet article est d’étudier la fonction g;. Cette
fonction dépend de la matrice aléatoire Z a travers la matrice

o o -1 o
Q= (<I> + 21, p> appelée la résolvante de la matrice P.

3 Résultats asymptotiques

Sous I’hypothese [I] la performance de 1’algorithme MTL LS-
SVM pour le modele de caractéristiques basé sur la covariance
dépendra des hyperparametres par I’intermédiaire de la matrice
A, de la matrice des données X par I'intermédiaire de la
matrice 7 et du nombre d’échantillons 7,; par I’intermédiaire
de P, définies de la maniére suivante :

1
A=D,+A1,1}, Pe=— (D.—cc"),
Co

rEY L

=1

tr (Xi;Xap) €i5€ Ib

Les trois matrices A, T et P, sont combinées dans la matrice
principale :

1

D= (lLyp+7TP.) ,T=(A"?® 1L,1]))oT, 8

1
1+ cow?t
En relation avec les statistiques suffisantes 7', nous définis-
sons T(17) (défini pour chaque classe j dans la tiche ) qui
interviendra dans la variance du score :

T0) = (4224227 © 1,1]) o1,

avec 7 solution de I’équation 7 = —

T
(Eabzzjz ’b/E?]) [Qk]e[%lz]/ .

o
|

kp

’ /
a,b,a’ b

En outre, étant donné que x;1, . . ., Z;,, sont des vecteurs
de données i.i.d., nous imposons des scores égaux y;; =
= Yin, au sein de chaque classe. Ainsi, nous pouvons
redulre le vecteur de score total y € R™ sous la forme y =

[ylllnllw";kalnkz:l Poury = [yllw"aka} € R2k.
Théoréme 1. Avec les hypothéses[l|et les notations introduites

précédemment, pour un vecteur gaussien aléatoire x avec
E[z] = 0, et Cov[z] = X,;, on obtient :

Elgi(x)] = mij = 0, Varlgi(x)] = o7, = 0

on m = [mn, - ,mkg]T, m = (ng- — F) g} et
272 g g o

ok = LQTFK(”)FQ avec K) = ¢qP, T P, +

Deos — 2¢(c” ® ) + (c"0)ce + CP. avec © =
5 - 5 1 = cTow?r?
[D11, .-, Oka], Vap = %Tw)(ab) et C = T Zegr? et

w = \/2(kp)~1 tr (£0).

De méme que dans [8, Theorem 4], le theoreme|l|indique
que les statistiques (asymptotiques) des scores de classification
gi(z), pour 1 < i <k, se réduisent a une simple fonction de
vecteurs et de matrices déterministes a 2k-dimensions. En
particulier, les statistiques dépendent de la covariance des
données ¥;; par I'intermédiaire de la matrice 7 a la différence
de [8]] ou les statistiques suffisantes étaient les moyennes des
données, et les hyperparametres A, 71, . . .,y principalement
par ’intermédiaire de la matrice I' a 2k dimensions.

Ainsi, le théoréme [I|présente 7 comme la statistique suff-
isante de I’apprentissage multitdche pour les données de carac-
téristiques basées sur la covariance.

En fournissant les statistiques asymptotiques de premier
ordre et de second ordre du score de décision, on peut con-
cevoir un test de décision pour décider de 1’allocation de toute
nouvelle donnée x dans la tache 7+ comme suit :

y(z) = argmax 0’;1({)3‘ — mij)2 ,

: J
J
De plus, le résultat asymptotique du théoreéme |I| dépend
des labels y. On peut alors trouver le label’| y* =
(mi — m12)2
argmax ———5———
jER2k Oi1

donné par

N L5

=KD Ly - r)(eﬁ’“ e,

4 Simulations et Applications

4.1 Application aux données synthétiques

Nous considérons le cadre suivant a deux taches (k = 2) et
deux classes (m = 2) pour la tiche 1, mgl ~ N(0p, X1;) et

pour la tache 2, a: ~ N(0,,%5;). Dans la ﬁgure nous
étudions I’'impact de nombreuses tiches (k > 2) dans le cadre
d’une classification binaire, mettant ainsi 1’accent sur les effets
du transfert négatif et sa correction par 1’optimisation du label
d’entrée. La figure illustre que notre paramétrage proposé évite
le transfert négatif, puisque I’erreur de classification de MTL
n’augmente jamais avec le nombre de tiches a la différence
du schéma non optimisé qui souffre séverement du transfert
négatif.

4.2 Application a la classification d’images Pol-
SAR

Nous nous penchons ensuite sur la classification d’images de
radar polarimétrique a synthese d’ouverture (PolSAR). Dans la
classification des images PolSAR, la discrimination entre les
différentes classes se fait sur la base des matrices de covariance.

Ipuisque O' - n’est pas indépendant de la classe j. La prise en compte de
la classe j condulralt a un probleme d’optimisation non convexe.



0.4 -
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nombres de tiches

Figure 1: Erreur de classification pour un nombre croissant de tiches,
label optimisé vs. label classique. La tache unique est représen-
tée par "LSSVM" de parametres suivants : 3;; = «;;7(8:;5) avec
a1 = 4, Q2 = 5, Bil = 0.3, ,31'2 =0.2 p = 100. Méme nombre
d’échantillons par tache et par classe, v = 1x, A = 1.

—— Non Opt’

0.3 Opt .
=
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Figure 2: Erreur de classification en fonction de 1’écart-type o, du
bruit ajouté aux tiches sources. Apprentissage par transfert pour un
ensemble de 4 taches représentant la méme image pour 4 bandes
spectrales différentes. v = 1j, A = 1. Bruit gaussien de variance o7
ajouté a chaque échantillon xgl] ) de la classe j de la tache ¢ dans la
source, ¢ = [0.1616  0.0112],7 = 14, A = Letp = 216. 1,481

échantillons de test utilisés pour évaluer I’erreur de classification.

Nous utilisons le méme prétraitement que décrit dans [17] pour
vectoriser les images SA en un vecteur a 216 dimensions
pour chaque pixel. Nous considérons le probleme du trans-
fert de la classification des images PolSAR d’une bande de
fréquence a une autre. Pour ce faire, nous considérons quatre
bandes spectrales adjacentes obtenues en subdivisant la gamme
de fréquences (70 MHz) en quatre bandes de fréquences égale-
ment espacées. La classification dans la premiere bande est
considérée comme la tache cible tandis que les autres bandes
sont considérées comme trois sources pour "aider" la classi-
fication des taches. Nous ajoutons progressivement un bruit
gaussien a la tiche de données source et comparons le noyau
LSSVM avec des labels classiques a celui optimisé. Cette
comparaison est illustrée a la figure[2]

5 Conclusion

A travers I’exemple de I’ apprentissage multi-tiches appliqué
aux données de caractéristiques basées sur la covariance, cet
article démontre la capacité de la théorie des matrices aléa-
toires a prédire et a améliorer les performances des schémas

2acquises en bande X par le systtme ONERA-SAR a Brétigny, France.

avancés d’apprentissage automatique et de traitement des sig-
naux. Dans ce contexte de modele de mélange gaussien, on
peut supposer 1’optimalité des méthodes des moindres carrés,
ce qui ouvre la possibilité de prouver que 1’approche MTL LS-
SVM est probablement proche de 1’optimalité, méme dans un
contexte de données réelles. Les statistiques suffisantes dans
ce cadre peuvent donc étre utilisées pour dériver des limites
de la théorie de I’information sur I’apprentissage par transfert
pour un modele basé sur des caractéristiques de covariance.
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