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APPLICATION DES GROUPES DE LIE A LA RECHERCHE DES
SYMETRIES DES TISSUS IMPLICITES DU PLAN

JACKY CRESSON

Université de Pau et des Pays de I’Adour - E2S, Laboratoire de Mathématiques et de leurs
Applications, UMR CNRS 5142, Batiment IPRA, avenue de I’Université, 64000 Pau, France

JORDY PALAFOX

CY Tech, Département de Mathématiques, 2 Bd Lucien, 64000 Pau, France

ABSTRACT. On retrouve des résultats de Alain Hénaut sur les groupes de symétrie des tissus
implicites dans le cadre usuel des actions de groupes de Lie sur les équations différentielles.
On donne aussi un lien entre l'algébre de Lie des symétries d’un tissu et ’existence de
polynémes de Darboux.

1. INTRODUCTION

Dans [11], Alain Hénaut obtient via des outils de géométrie algébrique et/ou différentielle
une caractérisation des tissus du plan pararallélisables via la dimension de leur groupe
de symeétries. Dans cet article, nous donnons des démonstrations alternatives de ses résultats
dans le cadre classique des symétries d’équations différentielles exposé notamment par
P.J. Olver dans son livre [15]. Par ailleurs, 'algébre de Lie du groupe des symétries
d’un tissu est une sous-algébre de Lie du module de dérivation associé a la courbe dis-
criminante du tissu. Ce module posséde une interprétation dynamique : il correspond
a lensemble des champs de vecteurs laissant invariant (au sens dynamique) la courbe. On
montre que le discriminant de la courbe est un polynéme de Darboux pour ces champs.
L’article est organisé de la maniére suivante:

La Section 2 donne la définition des tissus implicites et les principaux objets qui y sont
attachés. Dans la Section 3, aprés un bref rappel sur les groupes de symétrie des équa-
tions différentielles suivant P-J. Olver [15]|, nous donnons une caractérisation explicite des
générateurs infinitésimaux des groupes de symétries d’'un tissu implicite en fonction de son
polynéme de présentation. Dans la Section 4, des exemples de calculs effectifs de ces groupes
de symétries sont donnés pour des tissus particuliers (parallele, de Clairaut, de Zariski, etc).
Dans la Section 5, nous explicitons le lien entre les symétries et I’algébre de dérivations de la
courbe discriminante en utilisant le théorie classique de Darboux sur les courbes invariantes
d’équations différentielles. Enfin la Section 6 discute quelques perspectives de ce travail.

E-mail addresses: jacky.cresson@univ-pau.fr, jordy.palafox@cyu.fr.
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2 SYMETRIES DE LIE ET TISSUS IMPLICITES DU PLAN

2. TIsSSuUS IMPLICITES DU PLAN

La géométrie des tissus est I’étude simultanée de feuilletages plongés dans un méme espace.
La référence classique est le livre de Bol et Blaschke [1]. On renvoie au livre de J.V. Pereira
et L. Pirio [17] pour une présentation moderne du sujet et plus de détails. On se limite dans
cet article aux tissus implicites définis par A. Hénaut dans [11].

On considére une équation différentielle du premier ordre polynomiale de degré d
a coefficients analytiques, définie par

(1) F(z,y,y) = aolz,y) ()" + ar(z, ) () + -+ + ag(z,y) = 0,

ouy = % et ou les coefficients a; € C{x,y} pour tout ¢ € {1,...,d} (anneau des fonctions
analytiques en x et y). On appelle polynéme de présentation de F' et on note Pp, le
polyndéme en la variable z et de paramétres x et y associé au tissu F' et défini par:

(2) PF(Z; xay) = aO(x’y)Zd + al(xvy)zd_l + ad(m,y).
On a F(x,y,y") = Pr(y';x,y). Le z-discriminant de ce polyndme, noté A est défini par:
(3) A=al? T iz,y) - pi(x,9))?,

1<i<j<d

ou les pi(z,y),...,pa(z,y) sont les racines de Pp(z;z,y) (voir [4, p. 403]) et le résultant
d(d—1)

est donné par : Rp, := Result(Pp,0.Pr) = (—1)" 2 apA. On supposera dans la suite
que l'on se place hors du lieu des singularités, c’est a dire Rp, # 0, appelée condition de
factorisation. En effet, le polynéme Pr admet alors d racines distinctes et on peut dans
ce cas factoriser le polynéme Pr par rapport a la variable z sous la forme Pp(z;z,y) =

d
ao(z,y) [[(z — pi(z,y)).. On déduit de cette construction la forme factorisée de I’équation

1=
différentielle initiale:
d
(4) F(z,y,y) = aolz,y) [ [Ailz, v,9),
i=1
ou Ai(z,y,y) =y — pi(x,y), qu'on appellera forme préparée de F.

Chaque équation différentielle A;(z,y,y’) = 0 induit un feuilletage F; du plan (z,y). La
forme préparée définie donc naturellement d-familles de feuilletages F; en position générale en
chaque point (z,y) € C? associé au systéme différentiel .7 = {A;(z,y,y') =0, i =1,...,d},
ce qui constitue un d-tissu (voir [17], Section 1.1 p.15). On a donc la définition suivante:

Définition 1 (d-tissu implicite [11]). On appelle d-tissu implicite associé & une équation
différentielle polynomial F(z,y,y") = 0 de degré d du premier ordre a coefficients analytiques
satisfaisant la condition de factorisation (4), le tissu noté #p(Fy, ..., Fy) ot chaque feuille F;
est associée a I'équation différentielle A;(x,y,y’) =0,

De maniére réciproque, la donnée d'un d-tissu explicite W(Fy, ..., Fy), ou les F; sont des
feuilletages en position générale, permet de définir un d-tissu implicite. Il suffit de considérer
la forme préparée définie par les racines :

(5) pi(e,y) = —
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L’intérét des tissus implicites est de posséder une représentation globale (I’équation dif-
férentielle). L’idée est donc de voir si des propriétés de cet objet global permettent de carac-
tériser certaines propriétés des tissus.

3. SYMETRIE DES TISSUS IMPLICITES

On caractérise les groupes de symétrie des tissus implicites en utilisant la théorie classique
sur les équations différentielles invariantes sous ’action d’un groupe de Lie telle que présentée
dans le livre de P-J. Olver [15|. On retrouve ainsi (Théoréme 2 et Théoréme 3) des résultats
énoncés par A. Hénaut (|11], (LS) section 2 p.118 et p.119).

3.1. Rappels sur les groupe de symétrie d’une équation différentielle. On rappelle
rapidement la notion de groupe de symétrie en suivant le livre de P-J. Olver 15| directement
appliqué aux équations différentielles d’ordre 1.

3.1.1. Groupes de symétries et générateurs infinitésimauz. Soit une équation différentielle
d’ordre 1 de la forme A(z,y,y") =y — p(x,y) = 0 avec 3y = %, xz, y € C.

Définition 2. Soit . une équation différentielle. Un groupe de symétries de .# est un groupe
local de transformations G agissant sur un sous-ensemble ouwvert M du produit cartésien C2
tel que siy : M — C est une solution de . et dés que g -y est définie pour g € G, alors
g-y(x) est aussi une solution du systéme.

Les groupes de transformations que 1'on considére dépendent d’un paramétre € tel que :

Ge:x € M ge - (z, f(2) = (V=(2, [(2)), ¢e (2, f(2)).

On peut voir 'action d'un élément du groupe comme 'action d’un champ de vecteurs X
sur R? par dérivation par rapport & ce paramétre € :

d(ge - x) d(ge - f(x))

de de
Le champ de vecteurs X est appelé générateur infinitésimal du groupe de symétrie G.
Si ge transforme y solution du systéme en ¢ une autre solution, on cherche a déterminer ’action
ge sur . Cette transformation est appelée prolongement et nous allons la caractériser sur
le champs de vecteurs X.

Comme les transformations sont tangentes & I'identité, on a & = x + eay(z, y) + O(e?) et
§ =y +eaz(z,y) + O(?). En notant D, la différentielle totale par rapport & x, on a :

dy _ Du(9)

= Dy =Y+ eDelos(a,y(a)) —y/ Deon(a,y(a)) + OE)

=y +en+ 0.

X = le=00x + le=00y = a1(x, )0 + az(x,y)0y.

En développant 1'expression de 7, on obtient :

1= Oa(0a(z,y) + 9 (9y(a(z,y) — du(ar(z,y)) — (¥)*0y(ax(z,y)).

Ce terme nous permet de définir le prolongateur de X a l'ordre 1 :

Définition 3. On apgzelle prolongateur & lordre 1 du champs de vecteurs X = aq(z,y)0: +
as(x,y)0y le champs X :

X = 0s + a0y + (Oa(02) + ¥/ (9y(02) — () — ()0 (0n)) Oy
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L’étude des d-tissus implicites fait intervenir seulement des équations différentielles d’ordre
1 de la forme 3’ = p(z,y). On a:

Théoréme 1. Un champ de vecteurs X = a0, + a0y est un générateur infinitésimal d’un
groupe de symétries G d’une équation différentielle de la forme y'(x) = p(x,y(x)) si et seule-
ment si les fonctions aq et ao en les variables x et y sont solutions de:

—0105(p) — @20y (p) + Du(a2) + (9y(a2) — Bx(01))p — y(on)p® = 0.

Ce théoréme est un cas particulier explicite du critére d’invariance général formulé par P-J.
Olver [15, Theorem 2.31, p.104] dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 1.

Le calcul explicite des groupes de symétrie dépend fortement de la forme du systéme
d’équations. Deux équations différentielles sont dites équivalentes s’il existe un changement
de variables qui transforme 'une en l'autre. Une question naturelle est donc de savoir si
les groupes de symétries calculés pour des équations différentielles équivalentes sont isomor-
phes. C’est le cas (voir [16, Proposition 6.13, p.185]) et nous utiliserons ce résultat a plusieurs
reprises pour simplifier nos calculs.

Proposition 1. Deuz équations différentielles équivalentes ont des groupes de symétries iso-
morphes.

L’ensemble des générateurs infinitésimaux d’un groupe de symétrie posséde une structure
classique d’algebre de Lie (voir [15, Corollary 2.40, p.115]) dont la dimension est un invariant.

3.2. Caractérisation des symétries d’un tissu implicite. On commence par définir le
groupe de symétrie d’un tissu du plan (voir [11]):

Définition 4. Soit W (F1, ..., Fy) un d-tissu. Un groupe G est un groupe de symétries du tissu
st et seulement si il laisse globalement invariant le tissu.

Le Lemme suivant permet le transfert de ’étude du feuilletage a celui de la famille d’équations
différentielles associées. Précisément, en utilisant le critére d’invariance formulé par P-J. Olver
([15], Theorem 2.71 p.161) on a le résultat suivant:

Lemme 1. Soit #p(Fh,...,Fy) le d-tissu implicite défini par F. Alors G est un groupe de
symétrie de Wr(F1,...,Fy) si et seulement si G est un groupe de symétrie de chacune des
équations différentielles Ai(z,y,y") =0 pouri=1,...,d.

En utilisant le lemme 1 et le théoréme 1 on obtient donc la carcatérisation suivante des
symétries d’un d-tissu:

Théoréme 2 (Groupe de symétries d'un d-tissu). Soit #p(Fi,..., Fy) le d-tissu implicite
associé a F'. Soit G un groupe de symétries de Wr, alors tout générateur infinitésimal X =
a1(x,y)0y + az(x,y)0y de G satisfait le systéme d’équations:

(6) —a195(pi) — 20y (pi) + Oy (a2) + (9y(az) — Dx(e1))pi — Iy(an)p? =0,

¥ aze —
ot pi(x,y) = o 1= 1,...,d.

Ce systéme peut se mettre sous forme "normale":
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2

L pi p;
On note V;.; les matrices de type Vandermonde définies par V;.,; = | 1 ¢ et M;.;
2
1 pj f
Ozpi Oyp;
les matrices définies par M;.; = : : . On note & = (a1, ). L’écriture matricielle
92pj  Oypj
du systéme (6) est donnée par
—0p0i2
—Myza+Viz | Orar — Oyaz | =0,
8 (05}
7 Y
(7) Oy
—My.q00 + Vg Oy — Gyag =0.
8ya1

La matrice Vj.3 est une matrice de Vandermonde qui est inversible car pi, p2 et p3 sont
deux & deux distincts. Le systéme est donc équivalent a la forme suivante:

—ag;ag
(8) —V1T31M1;3O¢ + 83604:9— 8ya2 =0,
y Q1
CdOé = 0,
ol
9) Cg = —Muyq + ViaVig M,

est appelée matrice de compatibilité.

On obtient donc le systéme noté (.) par A. Henaut:

Théoréme 3 (Equation normalisée du groupe de symétries d’un tissu implicite). Pourd > 3,
le systeme d’équations 6 peut s’écrire sous une forme normalisée:

( —0z () +gqor + hgag =0

Oz(01) — Oy(a2)  +ga—1a1 + hg_1a2 =0

8y(041) +gg_o01 + hg_oaa =0

(xa) 9gd—301 + hg_3ag =0
gioq + hiag = 0.

\
ot les coefficients g; et h;, pour i =1,...,d, dépendent des pentes p;.

On peut bien entendu expliciter les coefficients g; et h;. Par exemple, on obtient:
Pp2p3 p1p3 p1p2

g1 = — axpl + aa:p2 - axp?n
(103 —p1)(p2 —pl) (p3 —pz)(Pz —pl) (ps —pl)(pS —p2)
_ D2 + P3 p1+p3 DP1 + P2
(10) g2 = aa:pl - 895]?2 + 8wp37
(p3 — p1)(p2 — p1) (p3 — p2)(p2 — 1) (p3 — p1)(p3 — p2)
1 1 1
g3 = — arpl + 8&7])2 - 8mp37

(p3 — p1)(p2 — 1) (p3 — p2)(p2 — p1) (p3 — p1)(p3 — p2)
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et des expressions analogues pour hi, ho et h3 en remplacant les 0,p; par des 9yp;.
On calcule de maniére analogue les autres coefficients.

Le systéme ainsi formé est par ailleurs de la méme forme que celui obtenu par A. Henaut
([10], équation (%4) p.433) caractérisant les relations abéliennes d’un tissu.

Les relations Cya = 0 sont appelées relations de compatibilité par A. Hénaut.

L’étude des solutions de ce systéme peut s’effectuer dans le cadre du théoréme de Cauchy-
Kovaleskaya tel qu’exposé dans (|15], Chap.2, p.162) dont on reprend les notations. Pour
a = (a1,a2), on note al) = (01, a2, 0pau1, Opain, Oyarr, Oyaa).  Le systéme (%4) est donc
équivalent & d équations Aj(z, o) = 0,...,Ag(z,aV) = 0. Pour d > 3, on obtient un
systéme sur-déterminé au sens de P.J. Olver (|15], Definition 2.86,p.170-171). Les condi-
tions de compatibilité ainsi que la troisiéme relation peuvent étre vue comme des conditions
d’intégrabilité par rapport aux solutions du systéme

(11) —0z(a2) +gq01 + hgaz = 0,
Oz(a1) — Oy(a2) +gag—101 +hg_100 =0

Ces conditions vont compromettre la résolubilité des systémes (x4) pour d > 3. En partic-
ulier, on a:

Proposition 2. Pour d > 3, le systeme (6) n’admet génériquement pas de solutions.

Une autre fagon de formuler le résultat précédent est: Pour d > 3, un d-tissu générique
n‘admet pas de symétries.

Dans les sections suivantes, nous donnons des exemples de résolutions explicites du systéme
(%4) pour des tissus donnés.

4. EXEMPLES DE GROUPES DE SYMETRIES DE TISSUS

Nous calculons explicitement 1’algébre de Lie du groupe de symétries de d-tissus. Les cas
d =1 et d =2 sont triviaux et correspondent & des algébres de Lie de dimensions infinies.
Dans le cas d > 3, les algébres de Lie obtenues sont de dimension 1 ou 3 illustrant ainsi le
résultat général de A. Hénaut (|11],Proposition 1 p.124) montrant que 'algébre de Lie des
groupes de symétries d’un tissu implicite est toujours de dimension 0, 1 ou 3.

4.1. Cas des 1— et 2—tissus. Pour les tissus du plan, on voit le cas particulier des 1-tissus
et 2-tissus dont les algébres de Lie des symétries sont de dimension infinie:

Lemme 2 (1-tissu). L’algébre de Lie des symétries d’un 1-tissu est de dimension infinie,
chaque symétrie est de la forme X = ay1(x,y)0, + a2(y)0y, avec a1 € C{x,y} et an € C{y}.

Démonstration. Pour un 1-tissu, on peut supposer, quitte a faire un changement de variables,
que p; = 0. Ainsi le systéme (6) se réduit & 9,(ag) = 0 et aucune condition n’apparait sur
aq. L’algébre de Lie est de dimension infinie et engendrée par: X = oy (z,y)0; + aa2(y)9y ot
as(y) est analytique en y. La proposition 1 termine la démonstration. ]

Lemme 3 (2-tissu). L’algébre de Lie des symétries d’un 2-tissu est de dimension infinie.
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Démonstration. Pour d = 2, avec p; # ps on peut supposer, quitte a faire un changement
de variables "redressant" les feuilles, que p; = 0 et po = 1. On obtient les deux équations
Oz(az) = 0 pour p; = 0 et —0z(c2) + (0z(c1) — Oy(a2)) + dy(c1) = 0 pour p; = 1. Comme
pour le cas précédent, on a que ag est une fonction de la variable y. La seconde équation

est Oy(a1) + Oy(a1) = 9y(az). Si les solutions ont la forme générale oy = Y p;p2fy” et
k>0
as = gy’ alors la derniére équation implique Vi > 1, Vj > 0, pit1,;(i + 1) + pijs1(j +
j=0

1) =0etsii=0alors Vj > 1, p1; +poj+1(j +1) = gj+1(j + 1). Ces derniéres relations
définissent les relations sur les coefficients des symétries d’un 2-tissu. La proposition 1 termine
la démonstration. O

4.2. Le cas paralléle. Les tissus paralléles, donnés par des feuilletages de droites paralléles,
jouent un role particulier dans 1’étude des tissus.

Définition 5 (Tissu paralléle). Un d-tissu est dit parallele s’il est donné par la superposition
de d pinceaux de droites en position générale, écrit sous la forme W(arx — bry, ..., aqx — bay)
ot (a;,b;) € C?\ {0}. L’hypothese de position générale est équivalente a p; # pj, Vi # j ot
p; = —‘;—:, 1=1,...,d, représentent les pentes du pinceau.

La terminologie de tissu paralléle vient du fait que chaque feuilletage est constitué de droites
paralléles. Les symétries d’un tel tissu sont données par le Lemme suivant:

Lemme 4. Soit un d-tissu paralléle, avec d > 3, défini par les pentes constantes p;(x,y)
1 = 1,...,d. Alors son algébre de Lie des symétries est engendrée par les trois générateurs
infinitésimauxr § = {0y, Oy, €0y + yOy}.

Démonstration. Considérons un d-tissu paralléle avec d > 3, donné par des pentes constantes
pi(x,y). On a donc par définition M;.3 = 0 et My.q = 0 car ces matrices ne dépendent que
des dérivées des pentes, d’ott Cy = 0. Le systéme (%4) se réduit donc a:

—8;3(042) = 0, 83;(a1) — 8y(a2) = 0, 6y(a1) =0.

La fonction as ne dépend que de y et a1 de . On cherche des solutions du systéme dans la

k . m .
classe polynomiale. On pose aq(z) = > 12l et as(y) = > ¢jy*. On obtient a1 = ro +

7=0 7=0
et ag = qo + yq1 avec q1 = r1. L’algébre de Lie étant au maximum de dimension 3, on déduit
que les symétries sont engendrées par 0, 0y et 0, + y0,. O

4.3. Un 3-tissu donné par Elie Cartan. Cet exemple est donné par A.Hénaut dans [11].
On considére le 3-tissu donné par son polynoéme de présentation Pr(z;z,y) = (22—1)(z—u(z))
ol u est une fonction analytique de z.

Lemme 5. L’algébre de Lie des symétries du tissu de Cartan est donnée par g = {0y}.

Démonstration. Par définition du tissu, les pentes sont données par p1 = 1, po = —1 et
p3 = u(z). Une symétrie X = aq(x,y)0, + az(x,y) de ce 3-tissu doit satisfaire :

Os(az) = 0y(an), Ox(n) = Jy(az), (u? —1)9y(an) + x(u)ar = 0.

Les deux premiéres équations du systéme donnent :

e 2
(B(a:,y)Q + Oy (B(x,y) — <1L(1;)(211) )) a1 = 0.
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et les dérivées d’ordre 1 et 2 de «; donnent :

aﬂ@(al) = B(‘Tay>a17 83,:1:(051) = (BQ(x7y) +6I(B($,y))051,

02 ,(on) = <u(x)2_1>2 art,

o (2)

, /
ou B(z,y) = o) (u(w)2_1> y. On obtient finalement :

/ 2
(B(:E,y)Q + 0y (B(x,y) — <u(:1;)(2le> )) a; = 0.

Pour une fonction u = u(x) générique, on a oy = 0 et Jy(a2) = 0x(a2) = 0, alors ay est une
constante. O

4.4. Le tissu de Muzsnay. Dans [14], suite & une série d’articles dans l'optique de la ré-
solution de la conjecture de Blaschke sur la linéarisation des 3-tissus dans C?, Z. Muzsnay
considére le 3-tissu W)y donné par les trois feuilletages suivant:

(12) Fi(z,y) =z, Fa(z,y) ==y et F3(z,y) := (x +y)e *.

Ce tissu a fait 'objet de nombreux articles concernant sa linéarisation notamment [8] et [9].
Les différents auteurs ont donné des caractérisations des tissus linéarisables via des méthodes
différentes et ne donnent pas le méme résultat. Dans [14], 'auteur pour clore la controverse
exhibe un biholomorphisme de linéarisation explicite. Nous proposons ici le calcul de son
groupe de symétrie.

Le calcul des pentes du tissu fait apparaitre des pentes infinies. En effectuant le changement
de variables (x,y) — (x + y,y — ) = (u,v), on obtient ;

Lemme 6 (Forme préparée du tissu). Le tissu Wy est biholomorphiquement conjugué au tissu
donné par les trois feuilletages définis par Gi(x,y) = “5%, Ga(z,y) = "T‘H’ et Gs(x,y) ==

_u—v

ue 2 .

On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans ce nouveau systéme de coordon-
nées:

Lemme 7. L’algébre de Lie des symétries du tissu Wy mis sous forme préparée est donnée
par g = {0,} ou c est une fonction ne dépendant que de u.

Démonstration. Le calcul des trois pentes associées aux feuilletages donne p; =1, po = —1 et
p3 = “772 En introduisant ces pentes dans les équations définissant les symétries, on obtient
le systéme: Oyag = Oy, Oyarg = Oya1 et —2aq + (4u — 4)0, a1 = 0.

La troisiéme équation s’intégre directement et donne a;(u,v) = c(u)eﬁ ou c(u) est une
fonction qui dépend de u. En réintroduisant dans les deux premiéres équations, on obtient :

uzl) +2c (u)(u — 1)e2==1 + ¢ o ¢ est une constante. En procédant comme

a9 = (1 X (2 —
pour le tissu de Clairaut, on obtient I’équation différentielle a X (m — Ouf — 62) =0

avec 3 = CC/((;L)) — W Donc soit ary = 0 soit le second facteur est nul ce qui est impossible

par rapport aux degrés en u et v. Donc a3 = 0 et on récupére une unique symétrie cd,. [
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On peut conclure en vertu de la Proposition 1 que 'algébre de Lie des symétries du tissu
sous forme préparée étant isomorphe a celle de Wy, cette derniére ne compte qu’une unique
symétrie.

4.5. Tissu de Clairaut. Le tissu de Clairaut étudi¢ par A. Hénaut [11] est un 3-tissu
défini par les submersions Fi(z,y) ==y — x, Fa(z,y) ==z +y et F3(x,y) := L. Les trois
pentes associées sont p;1 = 1, po = 1 et p3 = % Le groupe de symétrie est donné par (voir

[11]):

Lemme 8. L’algébre de Lie des symétries du 3-tissu de Clairaut défini par les submersions
Fi=y—x, Fy =y+x et F3 =¥ est de dimension 3 et engendrée par les champs de vecteurs:

) (52))

Démonstration. D’apreés le théoréme 2 et par simplication du systéme, les symétries vérifient:

20y + YOy, YOy + 10y,

e e

Nous donnons ici une démonstration détaillée de ce résultat.

22— 22—

Ox(2) = Oy(an), Oy(az) = 0z(ar), —220, () + y28y(a1) —yag + zag = 0.

Les deux premieres lignes donnent 92 (1) — 82, (a1) = 0 et 92 (o) — 02, (c2) = 0. Les
symétries dans la classe polynomiale sont engendrées par les champs X = x0, + y0, et
Xo = Y0, + x0,.
Pour élargir la classe des symétries, on peut utiliser un résultat classique sur les équations
aux dérivées partielles du second ordre qui donne la forme générale d’une solution :
a; = filz +y) +gi(z —y), 1 =12,

ou f et g sont analytiques. Les deux premiéres équations de symétries impliquent f; = fo
et g1 = g2. On a donc oy et ag de la forme ay(z,y) = f(z +y) + g(z — y) et ag(z,y) =
f(z+y) — g(z —y). La troisiéme équation devient:

(—2)((z+9)f(x+y) —flxz+y)+(@+y) (e -y (x—y) —glz—y) =0.

Siy = x, on obtient xg(0) = 0 donc ¢g(0) = 0 et g est de la forme g(v) = vG(v) avec v =z —y
et G est une fonction de v sans terme constant. De la méme maniére en prenant y = —x on
obtient f(t) =tF(t) avec t = x + y et F' une fonction de la variable . On a donc:

oz, y) = (@+y)Fle+y) +(@-y)Glr—-y), aa=@+y)Fx+y) —(z-y)G@—y).
En remplacant dans la deuxiéme équation et en posant t =z +y et v=1x — y, on a:
tF'(t) +vG' (v) = 0,

ainsi tF'(t) = ¢ et vG'(v) = —c o ¢ est une constante dans C. En résolvant ces équations
différentielles F'(t) = ¢ ¢n(]t|) et G(v) = —c n(]v|). Finalement on obtient:
r+y
x—yl|)

a1 :xfn(< >+y€n (‘W> et a2:y€n<x2—y2D +az€n<
r—y

Ce qui termine la démonstration. ]

22—
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4.6. Le tissu de Zariski. Le tissu de Zariski est défini implicitement par F(z,y,p) = p® +
x™y™ avec m et n dans N. Ce tissu admet la factorisation suivante:
F(z,y,p) = (p+25y3)(p—esaiys)(p—e 5aiys)
Le Lemme suivant est donné sans démonstration dans (|11, Exemple 3 p.14]):

Lemme 9. Le 3-tissu de Zariski défini implicitement par F(x,y,p) = p> + admet les

algébres de Lie des symétries de dimension 3 définies par:

myn

o g ={x7"30,,y"/30y,, x(—n + 3)dy + y(3 +m)dy} sin # 3,

°og=— {x*m/?’@x,y@y, m?’—fg@m + yln(y)0y} sin = 3.

Démonstration. Une symétrie X = 10, + a0, doit satisfaire le systéme composé des trois
équations aux dérivées partielles suivantes aprés simplification : d,(ag) = 0, 9y(a1) = 0 et

1

m n m m n n m n
(Or(on) = Oy(a2))z3ys + gxg_lygal + gl’gyg_ az = 0.

Les deux premiéres conditions impliquent que a; = a3 () et aa = aa(y). La derniére équation
peut se mettre sous la forme : 9y(a1) — 9y(az) + gzo1 + g5z = 0 en dehors de zy = 0. Pour
déterminer a1, on doit résoudre Oy(a1) + zron + b(y) = 0 avec b(y) = —Jy(az) + 3.
De maniéere symétrique, on a dy(az) — gz + d(x) = 0 avec d(x) = Oz(a1) + gya1. Cela
revient & résoudre une équation différentielle de la forme 2’ + a% 4+ b = 0 pour z(t). Les

solutions pour a # —1 sont de la forme z(¢t) = ct™* + a%:lt et pour a = —1 sont données par
z(t) = —btln(t) + ct. Pour aq, la condition a = m/3 # 1 est toujours satisfaite, on a donc
a(x) = M:B_m/g + 5;?13, ce qui donne d(x) = §. Pour la composante a3, on doit distinguer
suivant le cas n # 3 i.e a = —1 ou n = 3. Pour n # 3, on obtient as(y) = yy™/® + %y et
as(y) = —0yl(y) + vy si n = 3. On obtient donc des champs de la forme :

X = p(z7™3,0) +4(0,5") + p(a(—n + 3), y(m + 3))
sin#3et X =pu(z"/3,0)+~(0,y"3) + u <Tr?jf3,y€(y)) sinon. O

4.7. Tissu hexagonal standard. En suivant [2|, p.103, on introduit une classe particuliére
de 3-tissus dits hexagonaur. On va se placer dans (C2,0) mais la construction reste valide
pour (R?,0).

Définition 6. Un 3-tissu dans (C?,0) est dit hexagonal si tout hevagone suffisamment petit
autour de 0 et passant par une feuille de chaque feuilletage est fermé.

Le 3-tissu hexagonal le plus simple est celui donné par les feuilletages Fi(z,y) = =,
Fy(z,y) =y et F3(x,y) = x +y. Cependant, comme pour la section "Sur un tissu linéarisa-
tion", 4.4, le calcul des pentes fait encore intervenir une pente infinie. Nous allons donc présen-
ter le tissu dans un nouveau systéme de coordonnées pour effectuer le calcul des symétries.

Lemme 10 (Mise sous forme préparée). Le tissu hexagonal donné par Fy, F et F3 est
biholomorphiquement conjugué au tissu donné par les feuilletages G1(z,y) = x+vy, Ga(z,y) =

y—x et G3(z,y) =y.
Démonstration. On utilise & nouveau le changement de variables u =z +y, v =y — x. 4

On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans son nouveau systéme de coor-
données:
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Lemme 11. L’algébre de Lie g des symétries de ce tissu hexagonal défint par les submersions
Gi(z,y) =z +y, Ga(v,y) =y —x et Ga(x,y) = y est donné par g = {0y, 0y, x0z + Y0y}

Démonstration. Les trois pentes p; = —1, po = 1 et p3 = 0, ainsi que les trois champs de
vecteurs X1 = 0, — 0y, Xo = 0, + 0y et X3 = 0,. Pour trouver les symétries de ce tissu, on
doit résoudre le systéme suivant:

—0z(a2) — Ox(01) + Oy(a2) + Oy(1) =0,
—8$<O¢2) + 835(041) — 8y(a2) + (9y(041) =0,
8z(042) =0
La troisiéme équation implique que ay = ao(y) est une fonction de la variable y. La

résolution implique que a; ne dépend que de la variable z. Enfin la condition 0;(a1) = 0y(a2)
implique a; = p + qz et as = p' + qy o p,p’, ¢ sont des constantes. En séparant en fonction
de constantes indépendantes, on obtient les trois générateurs. ]

5. SYMETRIES DES TISSUS IMPLICITES ET POLYNOME DE DARBOUX

Dans cette section aprés avoir fait des rappels sur les polynémes de Darboux, on passe
en revue les liens entre symétries et module de dérivations associé & un tissu via la courbe
discriminante du polynéme de présentation. Certains de ces résultats ont été obtenus par A.
Hénaut dans [11].

5.1. Autour du Théoréme de Darboux. Dans cette section, on rappelle des résultats clas-
siques sur la théorie de Darboux sur I'intégrabilité de champs de vecteurs polynomiaux. On
renvoie & [12] pour plus de détails. Dans la suite, on a K =R ou C.

d

Soit un champ de vecteurs X = 3 fi(x)9,, dans K¢ avec f;(z) € K[z], = = (1, ..., zq).
i=1

Définition 7. Une courbe algébrique € définie par {g = 0} avec g € K[z| est dite invariante

par le champ de vecteurs X s’il existe un polynome K € K|x], appelé cofacteur de €, tel que

X(g) = K.g. Une courbe est appelée polynome de Darboux pour le champ X s’il existe un

cofacteur.

Théoréme 4. Soit g € K[z] un polynome écrit sous forme irréductible g = g7'* - -- gi'" dans
K|[z]. Le champ de vecteurs X admet la courbe € = {g = 0} comme courbe invariante avec
un cofacteur noté K, si et seulement si chaque courbe €; = {g; = 0} est invariante avec un
cofacteur Ky, tel que Kg =n1 Ky +---+n, K, .

Le Théoréme classique suivant, appelé Théoréme de Darboux, donne une interprétation
dynamique de I'invariance en particulier en terme d’intégrabilité grace a ’existence de courbes
algébriques invariantes.

Théoréme 5 (Théoréme de Darboux). Soit un champ de vecteurs X = P(z,y)0, + Q(x,y)0,
ot P(x,y),Q(x,y) € K[z,y|]. Le degré du champ X est m = max(deg(P(x,y)),deg(Q(x,y)).
Supposons que X admet p courbes algébriques irréductibles invariantes {g; = 0} de cofacteurs
Ki 1= 1, e P
P
i) Il existe {\;}i=1,..p C K, \; non tous nuls tels que > N\ K; = 0 si et seulement si gf‘l...g;,\p
i=1
est une intégrale premiére de X.

P
ii) Sip> W + 1, alors il existe {\;}i=1,..p C K, \; non tous nuls tels que Y N\ K; = 0.
i=1
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5.2. Tissus implicites et Polyndme de Darboux. On redémontre ici le résultat présent
dans [11] qui permet de faire le lien entre la symétrie d’un tissu et la courbe discriminante,
qui s’avére étre un polynéme de Darboux de la symétrie.

Théoréme 6. Soit W(F') un d-tissu défini par le polynome de présentation Pp(z;x,y) =
ao(z,y)2¢ + ... + aq(z,y). Sile champ de vecteurs X = 10, + a0y est une symétrie du tissu
WI(F) alors le discriminant de Pr, noté A, est un polynome de Darboux de X .

Démonstration. On reprend les notations introduites dans la section 7?7. Le discriminant est

. 2d—2 2 2d—2 2 .
donné par A = a I[I (pi—pj) =qg I A7, avec A; j=p; —pj. Ona:
1<i<j<d 1<i<j<d

X.Aij = X(pi —pj) = X(pi) — X(pj) = a10:(pi) — @20y (pi) — 10:(p;j) + 20y (p;)-
Par invariance, en utilisant (6), on obtient:

105 (p;) + 20y (pi) = Oz (a2) + (9y(0r2) — Du(1))ps — Dy},

et la méme équation pour j. On a alors:

X(pi = pj) = —(Ou(a1) — Oy(a2)) (pi — p;) — Oy(ar) (b — p5),
= = [Ox(1) = 9y(az) — Oy (ar)(pi + pj)l (i — pj),
= AijAij,

ot \jj = —(0z(a1) — Oy(a2) — Oy(c1)(pi + pj)). Ainsi A; j est un polynéme de Darboux pour
tout < i < j < d, et en utilisant le théoréme de Darboux, on obtient que A est un polyndéme

de Darboux de cofacteur A = > \; ;. O
1<i<j<d

5.3. Module de dérivations et courbes discriminantes. Les géométres ont introduit un
objet algébrique, le module de dérivation, censé contenir I’essentiel de I’information topologique
sur le complémentaire d’une courbe algébrique dans C2. On renvoie & [18] pour plus de détails.
Le module de dérivation est défini par:

Définition 8. Soit € une courbe algébrique définie par un polynome g € K[z, y]. On note
Der (%) lensemble des champs de vecteurs logarithmiques, i.e. les champs de vecteurs tels que
g est un polynome de Darboux:

Der(¢) ={X € Der(C) | il existe un cofacteur K tel que X.g = K.g}.

Autrement dit, le module de dérivations est constitué des champs de vecteurs qui laisse
invariante la courbe g = 0. Le module de dérivations Der(%) est une algébre de Lie (voir
[18]). Un corollaire direct du Théoréme 6 est:

Théoréme 7. L’algébre de Lie des symétries d’un tissu est une sous-algébre de Lie de Der(A).

En effet, si X est un générateur infinitésimal d’une symétrie du tissu, alors X.A = AA par
le théoréme 6 et X € Der(A). La stabilité par crochet de Lie induit le théoréme.
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6. PERSPECTIVES

Les propriétés des tissus implicites peuvent en partie se lire dans leurs groupes de symétries.
Ces groupes sont obtenus comme groupes de symétries de ’équations différentielles polynomi-
ale a coefficients analytiques représentant le tissu. Un tissu est une distribution de champs
de vecteurs au sens d’Olver (voir [15], [16]). Il serait sans doute intéressant d’étudier les
G-structures associées a ces distributions via la méthode d’équivalence de Cartan.

Le probléme de la régularité des algébre de Lie des symétries entre dans 1’étude de la régu-
larité des solutions d’une équation aux dérivées partielles & coefficients analytiques. Il serait
bon de voir les théorémes de type Maillet (voir [5, 6], [7] et Section 4.5) existant afin de
préciser les intuitions d’Alain Hénaut sur ces objets.

Remerciements: Les auteurs remercient Alain Henaut pour les avoir introduit aux tissus,
les nombreuses discussions et remarques.
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