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Microstructures pour la réalisation de toute conductivité ou

compressibilité encadrée par les bornes de Hashin et Shtrikman

Qi-Chang HE and Hung LE QUANG

Laboratoire de Mécanique, Université de Marne-la-Vallée, Institut Navier

19 rue A. Nobel, 77420 Champs sur Marne, France

Résumé

La conductivité ou compressibilité d’un matériau composite isotrope constitué de deux phases
isotropes « bien ordonnées » est encadrée par les bornes inférieure et supérieure de Hashin et
Shtrikman. Ce travail consiste a construire deux nouvelles microstructures pouvant réaliser toute
compressibilité ou conductivité comprise entre ces derniéres. Les deux microstructures obtenues, plus
simples que celles présentées dans la littérature pour atteindre le méme obijectif, ont la propriété que la
variation de la conductivité ou compressibilité correspondante est strictement monotone par rapport au
paramétre géométrique qui les caractérise.

Abstract

The conductivity or bulk modulus of an isotropic composite consisting of two well-ordered isotropic
phases is situated between the lower and upper bounds of Hashin and Shtrikman. This work is
concerned with the construction of two new microstructures capable of realizing every conductivity or
bulk modulus comprised between these bounds. The two microstructures obtained, appearing to be
simpler than those presented in the literature to achieve the same purpose, have the property that the
variation of the corresponding conductivity or bulk modulus is strictly monotone with respect to the
geometric parameter characterizing them.

Mots-clés : Conductivité ; Module de compressibilité ; Bornes ; Microstructures
Keywords : Conductivity; Bulk modulus; Bounds; Microstructures

1 Introduction

La conductivité d’un composite isotrope formé de deux phases isotropes est encadrée par les
bornes inférieure et supérieure de Hashin et Shtrikman (1962). La compressibilité du composite
est également minorée et majorée par les bornes inférieure et supérieure correspondantes de
Hashin et Shtrikman (1963) quand les modules de compressibilité et de cisaillement des phases
sont bien ordonnés. L’optimalité de ces bornes de Hashin et Shtrikman a été¢ prouvée presque
en méme temps qu’elles ont été établies (Hashin, 1962 ; Hashin et Shtrikman, 1962). Mais, les
premiers travails consistant a savoir si toute compressibilit¢é ou conductivité située entre les
bornes peut étre réalisée par une microstructure furent entrepris beaucoup plus tard. En

considérant une microstructure constituée de spheres composites creuses emboitées, Milgrom
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et Shtrikman (1989) ont démontré que toutes les conductivités comprises entre les bornes
peuvent étre balayées via la variation d’un paramétre géométrique de la microstructure. Dans
un travail récent, Gilormini (2001) a construit une microstructure simple qui est capable de
réaliser toute compressibilité ou conductivité en question. He et Benveniste (2004) viennent de
montrer que la microstructure de Milgrom et Shtrikman permet également de réaliser toute

compressibilité.

Le présent travail propose deux nouvelles microstructures qui résultent d’une modification
directe de celle de Hashin (1962) et Hashin et Shtrikman (1962) et peuvent matérialiser toute
conductivit¢ ou compressibilit¢ susmentionnée. Par rapport a celles présentées dans la
littérature pour atteindre le méme objectif, les deux microstructures construites dans ce travail
semblent plus simples. D’autre part, nous montrons qu’elles ont la propriété que la variation de
la conductivité ou compressibilité correspondante est strictement monotone par rapport au

parametre géométrique qui les caractérise.

2 Assemblages de sphéres composites a double couche

Le composite en question est un matériau isotrope constitué de deux phases isotropes. La
conductivité k, de la phase 1, dont la fraction volumique est dénotée par c,, est supposée
supérieure a la conductivité k, de la phase 2 ayant la fraction volumique égale a ¢, =1—¢,.
D’aprés un résultat bien connu de Hashin et Shtrikman (1962), la conductivité effective £* du

composite est encadrée par
K™ <k™ <k™ (1)
ou les bornes inférieure et supérieure, k™ et k™, de Hashin et Shtrikman sont données par
K — k4 3¢,ky (ky —ky) ;S 3¢,k (ky — k)

_ 2 N n = kl + . (2)
3k, +¢,(k, —k,) 3k, + ¢ (k, —k))

Ces bornes, réalisables par deux assemblages des sphéres composites de Hashin (1962) et
Hashin et Shtrikman (1962), sont optimales.

Rappeler qu’un assemblage de sphéres composites (ASC) de Hashin est une microstructure
particuliére et correspond a un domaine tridimensionnel quelconque, qui est, & une mesure
volumique nulle pres, complétement rempli de spheres composites & une couche, similaires
mais de différentes tailles (Fig. 1). Par une sphére composite a une couche, nous entendons une
sphére de rayon b a l’intérieur de laquelle se trouve un noyau sphérique de rayon a, couvert
d’une couche sphérique d’épaisseur b —a . Deux sphéres composites sont dites similaires si (i)
leurs noyaux sont constitués d’'une méme phase, si leurs couches extérieures sont composées
d’une autre méme phase et si elles sont gé¢ométriquement homothétiques. Ainsi, le rapport a/b
et la fraction volumique de chaque phase sont identiques dans toutes les spheres composites

similaires. La borne supérieure k™ est réalisée par I’ASC quand la phase 2 (moins
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conductrice) est choisie pour les noyaux et la phase 1 (plus conductrice) est utilisée pour les
couches (Fig. 1a). En échangeant le role de la phase 1 contre celui de la phase 2, la borne
inférieure k™ est atteinte par I’ASC (Fig. 1b).

phase 1

[ ] phase?2

(ab)y=c,

(a) (b)

Figure 1. Assemblages de sphéres composites a une couche : réalisation des bornes supérieure
et inférieure de Hashin et Shtrikman par (a) et (b)

Maintenant, nous construisons une microstructure dans laquelle les fractions volumiques des
phases 1 et 2 sont égales respectivement a ¢, et c¢,, et qui permet de réaliser une conductivité
k" donnée mais encadrée par (1). Sans perte de généralité, nous écrivons (1) sous la forme

équivalente :
k' =ak™ +(1-a)k™, a<[0,1]. 3)

A notre fin, dans ’ASC de Hashin, I’élément de base, a savoir une spheére composite a une
couche, est remplacée par une sphére composite a double couche. Plus précisément, cette
derniére comporte un noyau sphérique formée de la phase 1, une premiére couche sphérique
constituée de la phase 2 et une deuxieéme couche composée de la phase 1 (Fig. 2). Le rayon 7,
du noyau et les rayons r, et r, des couches doivent étre fixés de manicre a retrouver les
fractions volumiques ¢, et ¢, des phases 1 et 2. Plus exactement, la fraction volumique ¢, de
la phase 1 est la somme de celle ¢, = S ¢, du noyau et de celle ¢/ =(1— f)c, de la couche
extérieure, la valeur de f étant comprise entre 0 et 1. Ainsi, un simple calcul montre que les

rayons 7;, 1, et r; doivent étre ajustés de telle sorte que

(:—1) = Be,, <:—2) = e, +e, (Bel01]). )
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Il est direct mais crucial de constater que I’ASC a une couche réalisant k+HS ou k™ est
retrouvé selon que =0 ou B =1. Ce constat nous conduit naturellement a poser les deux
question suivantes. Pour une valeur de & donnée, existe-il une valeur de S telle que ’ASC a
double couche réalise la conductivité k° précisée par (3)? Si la réponse est oui, la
correspondance entre S et o est-elle univoque ? La prochaine section a pour objectif de

répondre a ces deux questions.

phase 1
|| phase2

(/1) = Bc,

(/1) = Be+c,

Figure 2. Assemblage de sphéres composites a double couche : réalisation de toute

conductivité ou compressibilité

3 Résultats

La conductivité effective & de I’ASC a double couche décrit ci-dessus (Fig. 2) est fournie
par
3¢,(c, + ek (k, —ky)(k, +2k,)

k=Fk + .
: (L= B)eie, (k) — k) )k, +2k,) =3¢,k (k, +2k,) =9 B ¢ k\k,

()

Cette formule peut étre obtenue par 1’expression (2), de k™ dans laquelle ¢, est remplacé par
¢, + fc, et k, par
3p ¢k,

k, =k, + :
¢, =3(c, + Bk, (ky — k)

(6)

Cette derniére n’est que la formule (2); de k™ dans laquelle ¢, et ¢, sont respectivement

remplacés par fc, /(c, + fc,) et ¢, /(c, + fc,). En effet, ’ASC a double couche en question
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est équivalent a I’ASC a une couche dont le noyau de chaque sphére est lui-méme une sphére
composite a une couche. Sur ce point, le lecteur peut se référer a Milton (2002, § 7.2) pour plus
de détails. Noter que la formule (5) peut s’obtenir aussi directement de la formule de récurrence
(46) de Hervé et Zaoui (1993).

Ensuite, la conductivit¢ k£ déterminée par (5) est considérée comme une fonction du

parameétre [ . A partir de (5), nous obtenons

dk 6c,c2k, (ky — k) (k, +2k,)

= - (7)
df (1= p)ec, (k] +kk, =2k3) =3c,k (k, = k,) = (e, + Be) )k k, T’

Sous notre hypothése que k, > k,, il s’ensuit que
k. (8)
ap

ce qui montre que la conductivité £ donnée par (5) est une fonction strictement décroissante
du paramétre S . D’autre part, il est facile de vérifier que k = k™ quand B =0 etque k = k™
quand S =1. Ainsi, nous en déduisons qu’a toute conductivité k* donnée et encadrée par (1)
est associée une valeur unique de [ telle que la conductivité k& de ’ASC a double couche est

égale a k" . Plus précisément, en posant
k' =k 9)
et en substituant les expressions (3) et (5) de £” et k& dans (9), nous trouvons

e, a2k, +k, +c,(k, —k,)(k, +2k,)
91— a)kk, +¢,[(B—a)k? +Ba =3k k, + 2a k2 1+ c2alk, —k, )k, +2k,)

p= (10)
Cette expression satisfait les conditions suivantes : =0 pour ¢ =0 et =1 pour a =1. De
plus, nous pouvons montrer que df/da >0, 1.e. B est une fonction strictement croissante de

a.

En introduisant la valeur de [ déterminée par (10) dans (4), nous déterminons un
assemblage illustré par la Figure 2, dont la conductivité est égale précisément a une valeur de
k® fixée par l'intermédiaire de « . En faisant ¢ ou [ varier entre 0 et 1, toutes les
conductivités sont balayées de k™ a k™ | de facon continue et décroissante, par la

microstructure.

4 Remarques

Une alternative par rapport a la microstructure illustrée par la Figure 2 est la suivante. La
phase 1, plus conductrice que la phase 2, occupe uniquement la couche intermédiaire alors que
la phase 2 se trouve a la fois dans le noyau et dans la couche extérieure. Dans ce cas, nous

pouvons obtenir les résultats similaires a ceux de la Section 5, en utilisant la méme démarche.
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Concernant la compressibilité d’un composite isotrope formé de deux phases isotropes, si
les modules de compressibilité et cisaillement des phases, x; et y,, respectent les conditions
d’ordre x, > x, et y, = u,, alors tous les résultats présentés ci-dessus pour la conductivité

restent valables pour la compressibilité a condition de remplacer £~ Sk +HS , k., 3k, /12, k

HS

. H. *® . J4
et k, respectivement par k", K™ K., K;, U, K et k,. Le fait que les résultats pour la

conductivité sont transposables a la compressibilité par un changement approprié de parameétres

a également été employé¢ dans le travail de Gilormini (2001).

L’idée de base de notre travail réside dans le simple constat que 1’assemblage de la Figure 2
est une configuration intermédiaire de ceux de la Figure 1. Les auteurs de ce travail pensent
que ce constat doivent étre connu par beaucoup de chercheurs dans le domaine de la
micromécanique. Mais, a notre connaissance, dans la littérature ce constat n’a jamais été
explicitement exploité pour réaliser toute conductivité ou compressibilit¢ encadrée par les
bornes de Hashin et Shtrikman.

Remerciements : les auteurs sont reconnaissants a Y. Benveniste (Tel-Aviv University, Israel) pour les

discussions stimulantes.
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