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Résumé
Afin d’extraire des informations topologiques d’images nu-
mériques, l’arbre topologique des formes (ATdF) constitue
un invariant topologique et un descripteur puissant. Dans
cet article, nous présentons les étapes algorithmiques de
sa construction qui utilise l’arbre des formes (AdF), une
structure hiérarchique bien connue. Il est également ques-
tion de présenter les différentes structures hiérarchiques
intermédiaires faisant le lien entre l’AdF et l’ATdF. Nous
abordons ses différentes utilisations, notamment l’applica-
tion de filtres de simplification préservant la topologie.

Abstract
In order to extract topological information from digital
images, the topological tree of shapes (TToS) is a po-
werful topological descriptor and invariant. In this pa-
per, we present the algorithmic steps of its construction
using the tree of shapes (ToS), a well known hierarchical
structure. We also present the different intermediate hie-
rarchical structures linking the ToS and the TToS. We dis-
cuss its various uses, including the application of topology-
preserving simplification filters.
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tions topologiques.
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1 Introduction
Dans le domaine de l’imagerie numérique, l’application de
transformations géométriques, telles que les rotations, ne
peut s’effectuer sans une opération de discrétisation sus-
ceptible d’endommager la géométrie et/ou la topologie de
l’image résultante [11, 9]. Dans le but d’analyser, de quan-
tifier et éventuellement de réparer de telles dégradations,
il est crucial d’être en capacité de représenter et de dé-
composer les images. Nous nous intéressons dans cet ar-
ticle à la caractérisation topologique des images à niveaux
de gris. L’analyse topologique d’images numériques utilise
couramment des invariants plus ou moins puissants, allant
de la caractéristique d’Euler et des nombres de Betti à la
persistence homologique [8, 4]. Le but est alors d’obtenir

des informations et éventuellement comparer des images
du point de vue de leur topologie. La morphologie mathé-
matique [17] propose également de nombreuses structures
hiérarchiques (hiérarchies de partitions) permettant de mo-
déliser des données discrètes, et notamment des images nu-
mériques. Ces structures sont représentées sous forme de
graphes, souvent des arbres. Elles peuvent être utilisées de
différentes manières : comme outil de comparaison, de fil-
trage ou encore de débruitage.
Dans cet article, nous présentons la construction de l’arbre
topologique des formes (ATdF) [10]. Il s’agit d’une struc-
ture hiérarchique qui décrit une image à niveaux de gris,
mais également d’un invariant qui représente ses proprié-
tés topologiques.
L’ATdF peut être construit de différentes manières. For-
mellement, il est défini à partir des arbres de composantes
(min- et max-trees) [7, 16] d’une image à niveaux de gris,
ainsi que des arbres d’adjacence [14] de ses seuillages
successifs. Néanmoins, il est également possible de le
construire à partir d’une autre structure hiérarchique :
l’arbre des formes (AdF) [2].
Dans cet article, nous présentons l’ensemble des structures
permettant le calcul de l’ATdF, puis nous décrivons les
étapes algorithmiques de sa construction efficace à partir
de l’AdF. D’un point de vue expérimental, nous évaluons
le temps de construction de l’ATdF. Enfin, nous présen-
tons une application possible de l’ATdF comme outil de fil-
trage et plus précisément de compression d’image préser-
vant la topologie. Nous concluons en présentant ses limites
actuelles, qui nous amèneront à considérer son utilisation
afin d’effectuer des opérations de débruitage topologique
sur une image.

2 État de l’art
Afin de décrire et d’analyser une image à niveaux de gris,
il existe une grande variété de méthodes. Notamment, en
morphologie mathématique, il est possible de représenter
une telle image par une structure hiérarchique basée sur
sa décomposition par seuillages. Parmi ces structures, on
trouve les min- et max-tree, proposés par Jones [7] et po-
pularisés par Salembier et al. [16], ainsi que l’arbre des
formes, proposé par Caselles et al. [2]. En particulier, ces
arbres fournissent un modélisation (c’est-à-dire une repré-
sentation sans perte) des images, et permettent le dévelop-
pement et l’implantation efficace de nombreux opérateurs
de filtrage d’images.
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Concernant le min- et le max-tree, l’image est décom-
posée par seuillages successifs. Chaque seuillage résulte
en une image binaire contenant une ou plusieurs compo-
santes connexes. Par définition, l’image binaire obtenue
à un seuillage binaire à une valeur α sera incluse dans
l’image binaire obtenue à un seuillage binaire à une valeur
β si β < α. Cette relation d’inclusion s’applique non seule-
ment sur les images binaires, mais aussi leurs composantes
connexes. Cette relation aboutit aux min- et max-tree, qui
sont des arbres (graphes connexes acycliques) dont les
sommets (nommés nœuds) sont les composantes connexes,
et dont les arêtes dérivent de la relation d’inclusion entre
ces composantes. L’existence de deux arbres (min- et max-
tree) découle du fait que le seuillage des images peut se
faire par valeurs supérieures ou inférieures. De nombreux
algorithmes efficaces existent pour construire ces arbres
[1]. Une large littérature est également consacrée à leurs
différents usages en traitement et analyse d’images, notam-
ment par le biais d’approches par filtrage d’attributs [7] ou
par calcul de coupes optimales [6].
L’arbre des formes, également nommé « carte topogra-
phique », est une représentation hiérarchique de l’encercle-
ment des lignes de niveaux d’une image à niveaux de gris
[2]. Dans cet arbre, chaque nœud représente donc une ré-
gion connexe dont la frontière externe est une telle ligne
de niveau. L’arbre des formes décrit ainsi une image sous
la forme d’une collection de ces régions connexes structu-
rées par la relation d’inclusion. Il peut être calculé de ma-
nière efficace [5], et également stocké en mémoire à bas
coût [1]. L’arbre des formes est fortement lié au min- et
au max-tree, au sens où chacun de ses nœuds est la fer-
meture topologique d’un nœud de min-tree ou bien d’un
nœud de max-tree. Ainsi, l’AdF est auto-dual : contraire-
ment au min-tree et au max-tree, qui sont sensibles soit aux
minima soit aux maxima dans l’image, l’AdF permet de dé-
crire simultanément ces minima et maxima. Comme pour
les deux structures précédentes, l’AdF permet de recons-
truire l’image [3] mais sert également d’outil de filtrage
par les mêmes procédés que pour le min- et max-tree. Il
est à noter que l’AdF est la généralisation aux images à ni-
veaux de gris de l’arbre d’adjacence défini par Rosenfeld
[14] pour la modélisation des relations topologiques des
composantes connexes d’une image binaire.

3 Présentation des structures
Les différentes structures mises en jeu dans la construc-
tion de l’ATdF, mais également l’ensemble des propriétés
rappelées dans cette section ont été initialement présentées
dans [10]. Concernant les structures hiérarchiques, il s’agit
d’un graphe orienté acyclique (GOA) et de trois arbres :

— le graphe des formes valuées, GΞ ;
— l’arbre des formes valuées, TΞ ;
— l’arbre complet des formes, TΘ ;
— l’arbre topologique des formes, TH .

On note également le min-tree TΘ• , le max-tree TΘ◦ et
l’AdF TΘτ .

F

TΘ◦ TΘ•

TΞ◦ TΞ•

∆ × TΘv

FΞ

GΞ

TΞ

TΘ

TH TΘτ

F

Figure 1 – Liens entre les différentes structures hiérar-
chiques. F : image initiale. TΘ◦ , TΞ◦ : max-tree, max-tree
valué. TΘ• , TΞ• : min-tree, min-tree valué. ∆ : nombre de
niveaux de gris. TΘv : arbre d’adjacence au niveau v. GΞ :
graphe des formes valuées. TΞ : arbre des formes valuées.
TΘ : arbre complet des formes. TH : arbre topologique des
formes. TΘτ : arbres des formes. Liens noirs : algorithmes
de l’état de l’art. Liens bleus : construction par réduction
/ augmentation homéomorphique basée sur les intervalles.
Liens violets : construction par réduction homéomorphique
basée sur l’équivalence. Liens verts : construction par ag-
grégation. Liens rouges : construction par réduction / fer-
meture transitive. Liens roses : construction par isomor-
phisme.

La figure 1 présente ces nouvelles et anciennes structures
hiérarchiques et les liens de construction qui existent entre
elles. Ainsi, il est possible de naviguer entre l’ensemble
de ces arbres et graphes à travers des opérations de valua-
tion ou de dévaluation ainsi que par des opérations de ré-
duction ou d’augmentation homéomorphiques basées sur
des classes d’équivalence qui seront expliquées dans cette
section. On remarque que dans la plupart des cas, on peut
passer d’une structure à une autre et inversement (double
flèche). En revanche, la construction de TH ou de TΘτ à
partir de TΘ n’est possible que dans ce sens et ne permet
donc pas de revenir à TΘ. Il convient également de souli-
gner qu’il est possible de reconstruire l’image originale à
partir de n’importe quelle structure.

3.1 Définitions de base
Nous notons U = Zn (n ≥ 2). Nous considérons le cadre
usuel de topologie digitale appliquée aux images binaires
[15] qui utilise les couples d’adjacence standards (2n, 3n −

1) et (3n − 1, 2n) pour l’objet et le fond.



Soit K un ensemble de valeurs muni d’un ordre total 6K.
Soit F : U → K une image. On suppose qu’il existe un
sous-ensemble fini non nul S ⊂ U et deux valeurs ⊥ <K
> ∈ K tels que pour tout x ∈ U :ß

F (x) = ⊥ si x < S
⊥ <K F (x) <K > si x ∈ S (1)

On note V = F (S)∪{⊥,>} l’ensemble fini muni de l’ordre
total 6V induit par 6K.
Soit X un ensemble et ≤ un ordre sur X. On dit que ≤
est une relation d’ordre hiérarchique si ∀x ∈ X le sous-
ensemble x↑ = {y ∈ X | x < y} est totalement ordonné.
Soit A un ensemble fini et v une relation d’ordre hiérar-
chique sur A. Soit C la réduction réflexive-transitive de v ;
on note alors v ↘T C. Cette relation C est appelée relation
de Hasse associée à v et (A,C) est le diagramme de Hasse
de (A,v). La relation de Hasse C associée à v est une fonc-
tion de A vers A. Elle est alors appelée fonction de Hasse,
notée ζv : A→ A ou ζC : A→ A et définie par

ζv(a) = b⇐⇒ a C b (2)

On note ZC : 2A → 2A l’application définie par ZC(K) =
ζ−1
C (K).

Si G = (A,∝) est un graphe orienté et a ∈ A, le degré
entrant (resp. sortant) de a, noté d−∝(a) (resp. d+∝(a)) est égal
à |{b ∈ A | b ∝ a}| (resp. |{b ∈ A | a ∝ b}|). Le degré
entrant (resp. sortant) d’un graphe G = (A,∝), noté d−(G)
ou d−(∝) (resp. d+(G) ou d+(∝)) est égal à

∨≤{d−∝(a)}a∈A

(resp.
∨≤{d+∝(a)}a∈A).

3.2 Le graphe des formes valuées
Le graphe des formes valuées est une structure fondamen-
tale pour la construction de TH . Il est en effet nécessaire de
connaître sa structure pour la construction de l’arbre com-
plet des formes, TΘ, puis de TH .
Soient 6◦=6V et 6•=>V. On note 6◦↘T C

◦ et 6•↘T C
•.

Soit v ∈ V. On définit les ensembles des seuillages de F
comme suit :

Λ◦v(F ) = {x ∈ U | v 6◦ F (x)}
Λ•v(F ) = {x ∈ U | v <• F (x)} (3)

Soit X ⊆ U. On note Π[X] ⊂ 2U l’ensemble des compo-
santes connexes de X. Pour tout v ∈ V, on définit les en-
sembles suivants :

Ξ◦v = Θ
◦
v × {v} Θ◦v = Π[Λ◦v(F )]

Ξ•v = Θ
•
v × {v} avec Θ•v = Π[Λ•v(F )]

Ξv = Θv × {v} Θv = Θ
◦
v ∪ Θ

•
v

(4)

ainsi que

Ξ◦ =
⋃

v∈V Ξ
◦
v Θ◦ =

⋃
v∈V Θ

◦
v

Ξ• =
⋃

v∈V Ξ
•
v et Θ• =

⋃
v∈V Θ

•
v

Ξ = Ξ◦ ∪ Ξ• Θ = Θ◦ ∪ Θ• =
⋃

v∈VΘv

(5)

On identifie (U,⊥) et (U,>), considérés comme un unique
élément de Ξ noté ∞. De plus, pour tout v ∈ V \ {>} (resp.
V \ {⊥}), on note σ◦(v) = ζC◦ (v) (resp. σ•(v) = ζC• (v)).

Par la suite, ? désignera indifféremment ◦ et •.
On considère deux applications � : Θ → {◦, •} et � : Θ →
{◦, •} définies de telle sorte que X ∈ Θ�(X) et X < Θ�(X).
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note � (resp. �) à la
place de �(X) (resp. �(X)).
On définit les ordres partiels v◦ sur Ξ◦ et v• sur Ξ• tels
que :

((X, v) v◦ (Y,w))⇔ (X ⊆ Y ∧ w 6◦ v)
((X, v) v• (Y,w))⇔ (X ⊆ Y ∧ w 6• v) (6)

On définit l’ordre vϕ comme l’union de v◦ et v•. On définit
l’ordre vv sur Ξv comme suit :

((X, v) vv (Y, v))⇔ τ(X) ⊆ τ(Y) (7)

où τ : 2U → 2U est l’application (fermeture topologique)
définie par τ(X) = X∪

⋃
Z où Z ⊆ Π[X] est l’ensemble des

composantes connexes finies de X = U \ X.
On définit l’ordre vψ sur Ξ comme vψ =

⋃
v∈V v

v.
On note Cϕ et Cψ les relations de Hasse associées à vϕ et
vψ. Enfin, on définit JΞ = Cϕ ∪ Cψ.

Definition 1 Le graphe des formes valuées est défini par
le couple GΞ = (Ξ,JΞ).

Dans la suite de l’article, on notera ϕ = ζvϕ et Φ = Zvϕ ,
ψ = ζvψ et Ψ = Zvψ .
Par ailleurs, pour tout X ∈ Θ, on définit la partie propre
externe de X comme

ρΘX = X \
⋃

X=ζvΘ (Y)

τ(Y) (8)

Pour chaque x ∈ U, il existe un unique X ∈ Θ tel que
x ∈ ρΘX .
Soit X ∈ Θ�. Il existe αΘ

�

X , ωΘ
�

X ∈ V tels que

~αΘ
�

X , ωΘ
�

X �6� = {v ∈ V | X ∈ Θ
�
v } (9)

Enfin, pour tout X ∈ Θ�, on note IΘ
�

X = ~α
Θ�

X , ωΘ
�

X �6� et on
définit la dynamique de X comme le cardinal de IΘ

�

X :

δΘ
�

X = |I
Θ�

X | (10)

3.3 L’arbre des formes valuées
L’arbre des formes valuées est la réduction transitive de
GΞ. On identifie exactement trois configurations de transi-
tivité au sein de JΞ, avec P ∈ Ξ :

ψ(P) = [ϕ ◦ ψ ◦ ϕ](P) (11)
ϕ(P) = [ϕ ◦ ψ ◦ ψ](P) (12)

ϕ(P) = [ϕ|V|−2 ◦ ψ](P) (13)

On note CΞ la relation sur Ξ définie comme la réduction
transitive de JΞ, obtenue via ces trois configurations.

Definition 2 L’arbre des formes valuées est défini par le
couple TΞ = (Ξ,CΞ).



3.4 L’arbre complet des formes
Soit πΘ : Ξ → Θ la fonction définie par πΘ((X, v)) = X.
Soit ∼Θ la relation d’équivalence définie par

P ∼Θ Q⇔ πΘ(P) = πΘ(Q) (14)

Par ailleurs, la fonction π̃Θ : Ξ/∼Θ → Θ est définie par
π̃Θ([P]∼Θ ) = πΘ(P).
Soit vΞ/∼Θ la relation d’ordre sur Ξ/∼Θ définie par

J vΞ/∼Θ K ⇐⇒
vΞ∧

J vΞ
vΞ∧

K (15)

Le couple (Ξ/∼Θ,CΞ/∼Θ ) est notamment un arbre.

Definition 3 L’arbre complet des formes est défini par le
couple TΘ = (Ξ/∼Θ,CΞ/∼Θ ).

Il est à noter que Ξ/∼Θ etΘ sont en bijection. On note donc
plus synthétiquement (Θ,CΘ) au lieu de (Ξ/∼Θ,CΞ/∼Θ ).

3.5 L’arbre topologique des formes
L’arbre topologique des formes TH est une compression
de l’arbre complet des formes TΘ. Soient X,Y ⊂ U avec
Y ⊂ X. Pour construire TH , on regroupe X et Y s’ils sont
équivalents au sens de la forte supprimabilité [13].

Definition 4 Soit Λ ⊆ U. Soit D ⊂ Λ. Soit ι : Π[Λ \ D] →
Π[Λ] et ι : Π[Λ]→ Π[Λ \ D] l’application définie par X ⊆
ι(X) et Y ⊆ ι(Y). On dit que D est un ensemble fortement
supprimable si ι et ι sont bijectives.

Soient P = (X, v),Q = (Y,w) ∈ Ξ tels que ζvΞ (P) = Q. Si
ZvΞ (Q) = {P} et Y \ X est un ensemble fortement suppri-
mable pour Y , on note Q↘D P.
De plus, soit P ∈ Ξ, A = Φ(ϕ(P))∪Ψ(ϕ(P)) et B = {ϕ(P)}∪
Ψ(P). On a ϕ(P) ↘D P ssi l’application ϕ|A : A → B est
une bijection de A vers B.
On note ∼H la relation d’équivalence sur Ξ définie comme
la fermeture réflexive, transitive et symétrique de↘D.
On note H = Ξ/∼H .
Soit vH la relation d’ordre sur H définie par

J vH K ⇐⇒
vΞ∧

J vΞ
vΞ∧

K (16)

et vH ↘T CH .
Le couple (H,CH) est un arbre.

Definition 5 L’arbre topologique des formes est le couple
TH = (H,CH).

4 Algorithmes de construction
Nous identifions deux manières de calculer TH , comme
présenté dans la figure 2. Dans [10], le calcul initialement
proposé est basé sur la liaison du min-tree, du max-tree et
de l’arbre d’adjacence d’une image (figure 2(a)). Dans cet
article, nous présentons une méthode alternative pour obte-
nir TH à partir de TΘτ (figure 2(b)).

Algorithme 1 : De (Θ,CΘτ ) à (Ξ,CΞτ )
Input : (Θ,CΘτ )
Output : (Ξ,CΞτ )

1 Ξ := ∅
2 CΞ := ∅
3 foreach X ∈ Θ do
4 foreach v ∈ IΘX do
5 Ξ← (X, v)
6 if v , ωΘX then
7 CΞ ← ((X, σ�(v)), (X, v))

8 if v = αΘX and X , U then
9 Y := ζCΘ (X)

10 CΞ ← ((X, αΘX ), (Y, ωΘY ))

Algorithme 2 : De (Ξ,CΞ) à (Ξ,JΞ)
Input : (Ξ,CΞ)
Output : JΞ = (ϕ, ψ)

1 JΞ := CΞ
2 L := {∞}
3 while L , ∅ do
4 L → P = (X, v)
5 if P , ∞ then
6 Q = (Y,w) := ζCΞ (P)
7 if v = w, i.e. (P,Q) ∈ ψ then
8 JΞ ← (P, [ϕ ◦ ψ ◦ ψ](P)) ∈ ϕ

9 else
10 if ψ(Q) exists then
11 JΞ ← (P, [ϕ ◦ ψ ◦ ϕ](P)) ∈ ψ

12 foreach R ∈ ZCΞ (P) do
13 L ← R

4.1 Valuation de l’arbre des formes
Dans l’arbre des formes, chaque nœud représente une com-
posante connexe dont la frontière est une ligne de niveau.
Un algorithme permet sa construction avec une complexité
O(n log n) [5] où n est le nombre de pixels.
L’objectif de cette étape est, pour un nœud X ∈ Θτ, de du-
pliquer X à chaque niveau de seuillage dans lequel la ligne
de niveau définie pour X par TΘτ existe. Alg. 1 présente les
étapes de cette valuation, qui peut aussi être effectuée lors
du calcul de l’arbre des formes, et présente alors une com-
plexité en O(1). Il est à noter que la valuation de TΘτ donne
un arbre TΞτ qui est isomorphe à TΞ.

4.2 Construction de GΞ
Le graphe des formes valuées GΞ est construit à partir de
la valuation de TΘτ . Une fois les relations entre les nœuds
déterminées vis-à-vis des relations Cϕ et Cψ, il est possible
de déterminer pour chaque nœud son parent manquant dans
GΞ. Enfin, la dynamique moyenne δ ∈ Q de l’image F est
définie par

δ =
1
|Θ|

∑
X∈Θ

δΘ
�

X (17)

Alg. 2 présente les étapes du calcul de GΞ. Cette construc-
tion est effectuée avec une complexité en temps de O(n.δ).
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∆ × TΘv
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(a) Approche initiale.
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(b) Approche alternative.

Figure 2 – Stratégies de construction de l’arbre topologique des formes. (a) Approche proposée dans [10]. (b) Approche
alternative basée sur l’arbre des formes. TΘτ → TΞτ : Alg. 1. TΞτ → GΞτ : Alg. 2. TΞ → TΘ : Alg. 3. TΘ → TH : Alg. 4. Le
lien en pointillés orange indique que l’information des configurations des nœuds GΞ est nécessaire pour construire TH .

Algorithme 3 : De (Ξ,CΞ) à (Θ,CΘ)
Input : (Ξ,CΞ)
Output : (Θ,CΘ)

1 Θ := ∅
2 CΘ := ∅
3 L ← {(∞, ∅)}
4 while L , ∅ do
5 L → ((X, v),Y)
6 P := (X, v)
7 b = true
8 while b do
9 C := ZCΞ (P)

10 if |C| = 1 then
11 C → (Z,w)
12 if X = Z then
13 P := (Z,w)

14 else
15 C ← (Z,w)
16 b = f alse

17 else
18 b = f alse

19 foreach Q ∈ C do
20 L ← (Q, X)

21 Θ← X
22 if Y , ∅ then
23 CΘ ← (X,Y)

Algorithme 4 : De (Θ,CΘ) et (Ξ,JΞ) à (H,CH)
Input : (Θ,CΘ) and (Ξ,JΞ)
Output : (H,CH)

1 H := ∅
2 CH := ∅
3 L := {(U, ∅)}
4 while L , ∅ do
5 L → (X, J)
6 P := (X, ωΘX )
7 K := {X}
8 b = true
9 while b do

10 C := ZCΘ (X)
11 if |C| = 1 then
12 C → Y
13 Q = (Y, αΘY )
14 if ϕ(Ψ(P)) = Ψ(Q) and |Ψ(P)| = |Ψ(Q)| then
15 K ← Y
16 P := Q

17 else
18 C ← Y
19 b = f alse

20 else
21 b = f alse

22 foreach Z ∈ C do
23 L ← (Z,K)

24 H ← K
25 if J , ∅ then
26 CH ← (K, J)



4.3 Construction de TΘ et de TH

L’arbre complet des formes TΘ est une compression de
TΘτ . Cette structure est obtenue en regroupant les nœuds
représentant la même composante connexe. En d’autres
termes, on regroupe deux nœuds si leurs bords externes
(i.e. l’information calculée par TΘτ ) et leurs bords internes
sont les mêmes. Ce calcul est détaillé dans Alg. 3, dont la
complexité temporelle est O(n.δ).
A partir de TΘ (et GΞ qui complète l’information topo-
logique), on construit l’arbre topologique des formes TH .
Alg. 4 présente les étapes de cette construction. La com-
plexité temporelle de cet algorithme est O(n.d−(ψ)).

4.4 Détails d’implantation
La construction de TΘτ est initialement effectuée à l’aide
de la bibliothèque Higra [12].

Valuation de TΘτ . Il convient de souligner que les nœuds
de TΘτ appartiennent au max-tree ou au min-tree.Cette
identification est faite lors du parcours initial de TΘτ . De
même, la nature des relations entre les nœuds (relation is-
sue du min- ou max-tree ou issue de l’arbre d’adjacence)
est également déterminable pendant ce parcours.
Dans le max-tree (resp. min-tree), un nœud parent a une va-
leur numériquement inférieure (resp. supérieure) à celle de
ses enfants. On parcourt TΘτ de la racine vers les feuilles,
en considérant, pour des raisons pratiques, que le premier
nœud de TΘτ est un nœud du max-tree. Tant que les nœuds
parcourus sont d’une valeur supérieure à celle du nœud
précédent, on reste dans le max-tree et on a une relation
du max-tree. Si l’on rencontre un nœud d’une valeur infé-
rieure (i.e. un “trou”), alors on a une relation d’adjacence
entre les deux composantes connexes (i.e. la relation appar-
tient à l’arbre d’adjacence). On reprend alors le parcours à
partir du dernier nœud en sachant que l’on se trouve dé-
sormais dans le min-tree et que la logique de parcours est
inversée, et ainsi de suite.

Graphe des formes valuées. L’information collectée
lors du calcul de GΞ est réutilisée au moins deux fois lors
du calcul de TΘ et de TH . À cet effet, il est important de sto-
cker la configuration de voisins de chaque nœud dans une
table de hachage. De cette manière, il est possible d’accé-
der à l’information complète des trous d’un noeud en O(1).
Cet accès est nécessaire lors de la construction de TH .

Structure d’un nœud. Afin de pouvoir accéder, avec un
coût algorithmique faible, aux données propres à un nœud
lors de la construction de n’importe laquelle des structures
hiérarchiques, un maximum d’information est codée dans
chaque nœud.
Ainsi, un nœud connaît sa valeur, ses éventuels parents et
enfants et la nature de ces liens (min-, max-tree, arbre d’ad-
jacence). Afin de pouvoir réaliser facilement les opérations
de compression et de reconstruction, chaque nœud liste
également l’ensemble des nœuds éventuellement compres-
sés pour la construction de TΘ ou de TH . Il est également
possible d’accéder au nœud « contenant » un nœud com-

pressé. L’intervalle de valeurs (résultant de la compression
de nœuds) est également accessible.

5 Reconstruction d’image
La construction de TH préservant l’information topolo-
gique de l’image initiale, il est possible de la reconstruire
à partir de TH de plusieurs manières. Différentes straté-
gies sont envisageables, résultant en la reconstruction de
l’image à l’identique ou en un filtrage de l’image préser-
vant sa topologie. Cette conservation de la topologie est
vérifiable simplement en calculant l’arbre TH des images
filtrées, qui est alors isomorphe entre l’image initiale et
l’image finale. On note ΥΘH : Θ → H la fonction définie
telle que si x ∈ ρΘX et x ∈ ρH

Y , alors ΥΘH(X) = Y .
Des reconstructions possibles d’une image “F par TH sont
définies par des fonctions η

p
K : IK −→ V, pour tout

K ∈ ΥΘH(Θ), où IK = [[αK , ωK]] ⊆ V est l’intervalle des va-
leurs associées aux nœuds de K. Pour chaque nœud K ∈ H,
on note ici J ∈ H le nœud tel que J = ζCH (K) (avec, par
convention, J = K si K = {∞}).
Plusieurs stratégies de reconstruction peuvent être propo-
sées. On définit ici 6 politiques de reconstruction :∣∣ η0

K : v 7→ v (18)∣∣ η1
K : v 7→ ωK (19)∣∣∣∣ η2
K : v 7→

ß
ωJ si αK 6

� v <� ωK

ωK si v = ωK
(20)∣∣∣∣∣∣ η3

K : v 7→

 ωJ si αK 6
� v <� ωK et �(K) = •

ωK si αK 6
� v <� ωK et �(K) = ◦

ωK si v = ωK

(21)∣∣∣∣∣∣ η4
K : v 7→

 ωJ si αK 6
� v <� ωK et �(K) = ◦

ωK si αK 6
� v <� ωK et �(K) = •

ωK si v = ωK

(22)∣∣∣∣ η5
K : v 7→

ß
ωJ si |~αK , v�6� | < |~v, ωK�6� |
ωK si |~αK , v�6� | ≥ |~v, ωK�6� |

(23)

On remarque que η0
K reconstruit l’image à l’identique. On

remarque également que pour toutes ces fonctions, on a
η

p
K(ωK) = ωK .

Les résultats de ces stratégies de reconstruction sont illus-
trés dans la section suivante.

6 Expérimentations
6.1 Filtrage et simplification d’image
Les résultats de l’application des différentes stratégies de
reconstruction peuvent être observés sur une image synthé-
tique construite par combinaison linéaire de noyaux gaus-
siens, dans la figure 3. Ces stratégies peuvent s’apparen-
ter à des opérations de compression, avec une réduction
du nombre de niveaux de gris de l’image résultante, no-
tamment par une réduction du nombre de zone plates. Cer-
taines de ces opérations se comportent localement ou glo-



(a) “Fη0 (b) “Fη5

(c) “Fη1 (d) “Fη2

(e) “Fη3 (f) “Fη4

Figure 3 – Simplification d’une image (synthétique) à ni-
veaux de gris à partir de l’arbre topologique des formes.
(a) Reconstruction de l’image initiale. (b–f) Cinq images
résultant des stratégies de reconstruction η1 à η5.

balement comme des érosions et/ou des dilatations préser-
vant la topologie de l’image. Ainsi, η3 s’apparente à une
érosion : on réduit (resp. accroît) la taille des composantes
connexes claires (resp. sombres). A l’inverse, η4 s’appa-
rente à une dilatation : on réduit (resp. accroît) la taille des
composantes connexes sombres (resp. claires). La fonction
η1 se comporte comme une dilatation (resp. une érosion)
sur les zones de gradient positif (resp. négatif), aboutis-
sant à un accroissement des zones de maxima et de mi-
nima (augmentant le contraste). A l’inverse, η2 se comporte
comme une érosion (resp. une dilatation) sur les zones de
gradient positif (resp. négatif), aboutissant à une réduction
des zones de maxima et de minima (réduisant le contraste).
La stratégie η5 agit pour sa part comme un filtre de sim-
plification de type médian qui vise à minimiser les zones
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Figure 4 – Nombre de nœuds de TH en fonction du nombre
de nœuds de TΘτ . Les images sont toutes des paysages
gaussiens (de taille 202×202 en rouge ; 402×402 en vert).
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Figure 5 – Temps de construction de GΞ, de TΘ et de TH

en fonction du nombre de nœuds dans TΘτ .

plates dans l’image en minimisant les altérations des ni-
veaux de gris. Il est à noter que toutes ces images possèdent
des ATdF isomorphes, ce qui traduit la préservation de la
topologie avant et après filtrage.

Il est également intéressant de discuter de la capacité de
compression de l’ATdF. Dans la figure 4, nous présentons
le rapport entre le nombre de nœuds dans TΘτ et dans TH .
Pour ce type d’image synthétique, l’ATdF semble avoir une
capacité de compression élevée : dans la plupart des cas,
plus de 90%. Néanmoins, ce taux de compression semble
varier en fonction de la taille de l’image. Il est ici plus
élevé pour des images de taille 402 × 402 que pour des
images de taille 202 × 202. Il est probable que la méthode
de génération des images soit à la source de cette diffé-
rence. En effet, un nombre de gaussiennes élevé dans un
espace plus restreint induit naturellement de plus hautes
fréquences de signal provoquant plus de variations topo-
logiques. Ces petites zones incompressibles peuvent s’ap-
parenter à une notion de bruit topologique. Une analyse
plus poussée de l’impact d’un tel bruit sur la compressibi-
lité semble opportune.



6.2 Temps de calcul (construction de TH)
Dans cette section, nous présentons les temps de calcul re-
quis pour obtenir les structures GΞ, TΘ et TH à partir de
l’AdF. Les mesures sont effectuées à partir d’une machine
munie d’un processeur i7-1185G7 de huit cœurs cadencés
à 3 GHz ainsi que 32 Go de mémoire vive cadencée à 3200
MT/s. Pour chaque image, nous effectuons vingt mesures
et prenons la valeur médiane de cette série, qui représente
un point dans le graphique. Les moustaches de ce point re-
présentent l’écart type de la série.
Les images considérées sont des images synthétiques si-
milaires à l’image considérée pour l’illustration de la fi-
gure 3(a). De telles images permettent d’influencer le
nombre de nœuds de l’arbre des formes TΘτ . En revanche,
leur nature synthétique et leur faible hétérogénéité géomé-
trique ne permet pas de mener une analyse fine de l’im-
pact du nombre de pixels ou de la dynamique des images
(cette étude sera menée ultérieurement sur des images na-
turelles). Les résultats proposés ici mettent donc en évi-
dence l’impact de la taille de l’arbre de formes TΘτ sur
le temps de calcul requis pour construire GΞ, de TΘ et de
TH . Les résultats de cette analyse sont exposés dans la fi-
gure 5. On observe un tracé très légèrement superlinéaire.
Cette tendance sera néanmoins à confirmer par une analyse
plus complète et à valider par une étude fine de la com-
plexité théorique, non seulement sur la base de la taille de
l’AdF, mais également au regard des informations de taille
et de dynamique des images. Néanmoins, la procédure de
construction des structures proposées semble d’ores et déjà
efficace en termes de coût calculatoire.

7 Conclusion
Dans cet article, une algorithmique et son implantation ont
été proposés pour les structures de données liées à l’ATdF,
permettant de les construire à partir de l’arbre des formes.
Du point de vue de leur construction, il serait envisageable
de l’améliorer à partir de l’arbre des formes, en compres-
sant aussi tôt que possible les parties redondantes des struc-
tures de données. Il serait également opportun de réfléchir
à une construction de l’ATdF à partir des images, sans né-
cessairement transiter par une construction de l’AdF.
Du point de vue de leur utilisation, les premières expéri-
mentations ont montré que l’ATdF est non seulement un
invariant topologique pertinent, mais qu’il peut aussi per-
mettre le développement de filtres morphologiques à même
de transformer une image sans altérer sa topologie. Les
premiers résultats obtenus dans ce contexte mettent néan-
moins en évidence la sensibilité de ces filtres. En effet,
sur des images naturelles, le bruit qui affecte le signal in-
duit des modifications topologiques minimes mais nom-
breuses. Dans ce contexte, la préservation de la topologie
complète de l’image est un verrou à sa simplification. Ces
considérations nous amènent à envisager l’ATdF comme
un outil à même de permettre aussi le filtrage topologique
des images, c’est-à-dire une simplification topologique de
l’image qui affecte au minimum son signal, par réduction

du bruit topologique.
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