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Résumé :

L’étude numérique détaillée des transitoires de I'instabilité de Couette-Taylor a la montée et a la descente fonction
de la longueur des cylindres montre différents comportements d’échelle dont interprétation ne cadre pas avec la
théorie de Landau naive d’une bifurcation supercritique imparfaite.

Abstract :

The detailed numerical study of onset and decay transients of the Couette-Taylor instability as a function of the
length of the cylinders shows different scaling behaviors that do not fit the naive Landau theory at an imperfect
supercritical bifurcation.

Mots-clefs :
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1 Contexte

La théorie de Landau au voisinage du seuil d’une bifurcation supercritique ne pose a priori
pas de probleme dans le cas simple d’une instabilité cellulaire (mode normal stationnaire de
vecteur d’onde critique non nul). La convection de Rayleigh—Bénard d’une couche fluide au
repos chauffée par le bas ou I’instabilité de Couette—Taylor de I’écoulement entre deux cylindres
coaxiaux en rotation différentielle, en sont de bons exemples a condition de se limiter a la
considération de solutions uniformes en milieu infini, idéalement périodiques et de longueur
d’onde donnée a I’avance. Les choses se compliquent des que 1”on sort de ce cadre, en particulier
des que les effets de bord induisent des modulations, ce qui est toujours le cas quand 1’extension
latérale du systeme autorise un nombre de cellules élémentaires qui dépasse quelque unités. Ces
problemes ont ¢té bien compris dans les années 1980, en particulier grace au développement
explicite des formalismes d’enveloppe (cf. [1, chap. 8 a 10]). On aurait pu penser que les choses
en resteraient 1a mais une étude récente relative a 1’instabilité de Couette—Taylor montre que
cela n’est pas tout a fait le cas [2].

La difficulté principale vient de ce que, dans la réalisation concrete d’une expérience de
Couette, I’entrefer des cylindres est généralement fermé a ses extrémités par des disques fixés
au cylindre intérieur ou au cylindre extéricur, disques dont la présence déforme le profil de
I’écoulement de base. Le pompage d’Ekman induit par ces disques génere des perturbations qui
rendent la bifurcation imparfaite. Ces perturbations sont a priori d’ordre r° sir = (R— R.)/R.
est le parametre de contrdle réduit, R le nombre de Reynolds de 1’écoulement et R. la valeur
critique correspondant au seuil d’instabilité en milieu infini. L’ origine de la difficulté tient a
ce que, bien que “grandes” ces perturbations sont localisées dans le voisinage immédiat des
disques, de sorte que leur effet global reste “petit” si le systcme est assez long. Ceci n’est vrai
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qu’en ce qui concerne le mode primaire “normal” qui dérive par continuité de I’état de base
car d’autres difficultés sont liées a la présence de cellules dites “anormales” appartenant a des
branches bifurquées déconnectées de la branche principale. Une ré-analyse des conséquences de
ces difficultés sur le régime stationnaire a été¢ développée récemment par Rucklidge et Champ-
neys [3]. Les expériences d” Abshagen et coll. [2] concernent au contraire le régime transitoire
qui voit la solution converger vers les états stationnaires de la branche normale.

Lorsque seul le cylindre intérieur tourne, le parametre de contrdle naturel est le nombre de
Reynolds R = w;rid/v, ol w; est le taux de rotation du cylindre intérieur de rayon r;, d 1’entrefer,
v la viscosité cinématique du fluide. La valeur critique R, correspond au seuil de la bifurcation
parfaite correspondante, valeur qui ne dépend alors que du rapport des rayons n = r;/(r; + d).
Les résultats expérimentaux et numériques pour n = 0.5 rapportés dans [2] ont ¢té analysés
dans le cadre d’une théorie de Landau pour une amplitude A gouvernée par :

oA =rA— A%JA, (1)

ou r est le parametre de contrdle réduit défini plus haut, 7o et Ay des facteurs fixant les
échelles de temps et d’amplitude. Comme on le sait, les changements d’échelle ¢ +— |r| ™ ot,
A e[t 2 49 A mettent (1) sous forme universelle. La vitesse radiale & mi- gap et a mi-longueur
des cylindres, notée plus loin V,,,, a été jugée représentative de I’amplitude A et des temps ca-
ractéristiques ont été tirés de 1’enregistrement de son évolution fonction du temps par ajustement
sur la solution théorique du probleme aux valeurs initiales issu de (1). Ces temps caractéristiques
ont ¢t¢ déterminés pour différentes valeurs de r a la “montée” et a la “descente,” ¢’est-a-dire
lorsque, partant d’une solution stabilisée pour R; < R., on impose brutalement Ry > R. dans
le cas de la montée, intervertissant 1; et Iy dans le cas de la descente. 11 découle de la mise
sous forme universelle de (1) que ces temps caractéristiques devraient étre identiques des lors
que les valeurs de R; et de Ry sont disposées symétriquement par rapport a R.. Les expériences
ont montré que cela n’était le cas que si I’on adoptait des conditions aux limites fictives sur les
disques d’extrémité autorisant le glissement, de manicre a préserver le caractere “parfait” de la
bifurcation décrite par (1). Restant dans le cadre strict de la théorie de Landau, il aurait donc
fallu ajuster I’évolution des transitoires sur la solution du probleme modifié :

rodA=rA—A*/A}+ H, 2)

introduisant un parametre supplémentaire // mesurant I’imperfection introduite par le processus
d’induction au bord. L’universalité de 1a description ne se retrouve alors qu’au prix d’une mise a
1’échelle supplémentaire H — Ag|r|*/ 2{, ce qui complique 1I’ajustement mais ne peut toujours
pas rendre compte de 1’effet observé le plus remarquable, celui de la dépendance des temps
caractéristiques en I' = 2h/d, 2h mesurant le longueur des cylindres.

La figure 4 de [2] et le travail rapporté dans [3] conduisent a penser que les observa-
tions expérimentales et notamment I’allongement des temps caractéristiques observés, résultent
du fait que la théorie de Landau stricto sensu, sous-jacente a (1,2), n’est pas applicable car
elle repose sur un découplage des dépendances spatiale et temporelle de la solution physique
v(x,t) = A(t)o(x) qui n’est pas valide, la partie spatiale de 1’expression fonctionnelle de la so-
lution ne cessant d’évoluer tout au long du transitoire. Nous avons donc focalisé notre attention
sur les aspects quantitatifs de cette évolution :

e D¢s que I est suffisamment grand, pour la montée, on assiste tout d’abord a la propagation
d’un front avancant des extrémités vers I'intérieur. Lorsque les fronts se sont rejoints au centre,
I’amplitude s’uniformise sur toute la longueur du systéme et I’on observe une évolution de la
longueur d’onde a amplitude quasi-constante selon une loi diffusive [1].
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e | ¢ transitoire de descente ne comporte a premicre vue qu’une seule phase correspondant a
un effondrement sur place de I’amplitude. On aurait pu s’ attendre a ce que cet effondrement soit
indépendant de la longueur du systeme mais une étude fine montre que la relaxation finale de la
solution est caractérisée par un temps convergeant vers la valeur attendue en milicu infini selon
une loi en I‘e}_f2 ou Iy = ' — 4T, T rendant compte de la présence des tourbillons d’Ekman
qui forcent I’écoulement de base aux extrémités du dispositif.

2 Outils utilisés

Disposant d’une implémentation numérique satisfaisante des équations de Navier—Stokes en
géométrie de Couette, nous avons préféré analyser la dynamique transitoire de 1’instabilité de
Taylor quantitativement sur cette base plutdt que semi-quantitativement en utilisant un modele
phénoménologique présentant des caractéristiques analogues comme dans [3]. L’approche
numérique tire en effet profit d’un important travail antérieur de simulation effectué a Marseille.
L’ ¢écoulement pres du seuil restant axisymétrique, ¢’est une version bidimensionnelle en r et z
du code utilisé dans [4] qui a ét¢ mise en ceuvre. A la différence des études menées dans [2]
ou un parametre d”’homotopie permettait d’interpoler entre les cas avec et sans glissement, nous
nous sommes limités au cas réaliste de conditions de non-glissement aux disques d’extrémité,
supposés fixes. La méthode numérique repose sur une approximation des champs hydrodyna-
miques représentés par des séries tronquées de la forme S0 7ot SNy (T, (7Y T (27),
oules T, T,, sont les polyndmes de Chebyshev fonction des coordonnées réduites r* € [—1, 1]
et z* € [-1,1], ¥,,,, les amplitudes correspondantes (V,,,,(¢)  A(t) de sorte qu’espace et
temps sont effectivement découplés) et ou N, et N, définissent le raffinement d’une grille de
Gauss—Lobatto. Fixant N, = 31, pour les différentes valeurs de I' considérées, nous avons
choisi les valeurs de N, données dans le tableau suivant

r 8 12 16 24 32 40
N, 151 181 201 251 301 351

Dans le cadre d’une méthode pseudo-spectrale, le schéma temporel est semi-implicite du second
ordre en temps, le terme de dérivation temporelle est évalué par un schéma d’Euler implicite,
les termes non-linéaires par un schéma d’Adams—Bashforth explicite et les termes visqueux
par une formule implicite. Le couplage vitesse-pression est traité par un schéma de projection-
correction.

Nous avons travaillé principalement avec les profils de solution a mi-gap, V(z,t) = v,(r =
ri+df2,z,t) = v.(r* = 0,2, ¢) mais aussi avec I’enveloppe de ce profil extraite par trans-
formée de Hilbert (procédure hilbert.m sous MATLAB). Nous avons également suivi la vi-
tesse au milieu de I’écoulement V;,(¢) = |V (0, )|, ainsi que la position z, des nceuds successifs
de la vitesse radiale a mi-gap pour mettre en évidence 1’absence de découplage entre I’espace et
le temps. Lorsque ¢ tend vers Iinfini, I’'une quelconque de ces observables, notée b tend vers une
limite b, de sorte nous pouvons écrire b(t) = b, + ¢b(t). Pour nous affranchir de la constante
b, nous avons systématiquement considéré la dérivée %b et ¢tudié plus particulicrement le taux
instantané d’évolution donné par la dérivée logarithmique < (Inb) = b='<Lb en fonction de t.
Dans ce contexte, une relaxation asymptotiquement exponentielle se traduit par des taux ins-
tantanés qui tendent vers des constantes. Si, comme nous 1’escomptons, la relaxation est bien
gouvernée par un processus global, I’ensemble de ces taux doit se réduire a une seule valeur,
quelle que soit la grandeur considérée.
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3 Résultats

Comportement a lamontée. Comme il ressort déja de la figure 4 de [2], en premiére approxi-
mation le transitoire de montée s’interpréte comme résultant de la propagation de la solution
bifurquée induite par le for¢age d’Ekman aux extrémités de la cellule vers 'intérieur ou, si
celle-ci est assez longue, 1’¢écoulement est encore dans 1’état de base [S]. Ce phénomene est
illustré sur la figure 1(a) pour I' = 40 en portant le logarithme de 1’enveloppe de la solution
en fonction de z. Pour ¢ ~ 500 on peut considérer que les fronts issus des extrémités se sont
rejoints au centre. La vitesse d’avancée ne dépend a priori que de la distance au seuil mais le
temps nécessaire pour atteindre la vitesse de croisiere est long de sorte que, pour les tailles qui
nous intéressent ici, il n’est pas facile de mettre en évidence le scaling en [' qui gouverne ce
processus. Puis I’amplitude s’uniformise, cf. figure 1(b), apres quoi I’évolution se fait a ampli-
tude sensiblement constante, cf. figure 1(c). Cette dernicre étape est marquée par une dérive de
la position des zéros de la vitesse radiale a mi-gap a un taux qui, asymptotiquement ne dépend
pas du z¢ro considéré, cf. figure 1(d). Ce phénomene est caractéristique d’une dynamique de
phase diffusive [1]. De la dérive des z€ros en fonction du temps on trouve ici 745 ~ 1032 par
la méthode illustrée plus loin sur la figure 2(a).
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F1G. 1 —Montée de R; = 67.2 & Ry = 68.7 pour [' = 40 partant d’une solution stationnaire a
R = R;. (a,b,¢) Evolution de I’enveloppe. (a) t = 100 a 500, At = 100. (b) ¢ = 600 a 1500,
At =100. (¢c) t = 1600 a 4600, At = 500. (d) Relaxation des zéros de V' aux temps long tiré de
la dérivée de leur position fonction du temps en échelle semi-logarithmique. (e,f) L’ amplitude
au centre et sa dérivée fonction du temps.

Par raison de symétrie, la valeur de V;, est un bon indicateur de I’amplitude au centre de
la cellule. Comme on le voit sur la figure 1(e), celle-ci croit exponentiellement (temps ca-
ractéristique 7; ~ 100) puis sature. L’ observation de la dérivée de Vi, par rapport au temps,
cf. figure 1(f), permet d’identifier les différentes étapes ultérieures de son évolution. Apres étre
passé par un maximum pour ¢ ~ 945 (point d’inflexion pour V4,), celle-ci décroit d’abord ra-
pidement puis plus lentement. Le temps caractéristique déduit du taux local d’évolution passe

4
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par un minimum 7y, ~ 200 en ¢t ~ 1500 puis ré-augmente pour atteindre 7 ~ 1000 en accord
raisonnable avec la détermination directe déduite de la dérive de la position des zéros. Passé le
point d’inflexion, 1’étape initiale de décroissance rapide est conforme a ce que 1’on attend de la
théorie de Landau naive car a une croissance exponentielle initiale de taux /7, correspond une
relaxation vers le point fixe attracteur a un taux 2r /7. Le ralentissement observé se manifeste
alors que I’enveloppe a pratiquement atteint sa forme définitive pour ¢ ~ 1500, ce qui corres-
pond bien au passage vers un régime ou 1’évolution est commandée par la phase de la solution.
L’amplitude reste alors esclave de cette derni¢re, ce que confirme la valeur trouvée pour 7¢. Le
fait que la solution ne cesse d’¢évoluer et que la valeur de ’amplitude au centre mesurée par
Vin n’est pas un bon traceur de la dynamique globale explique que 7, ne soit pas égal a 7;/2
comme le voudrait la théorie naive.

La méme analyse a ét¢ pratiquée pour les autres valeurs de I' considérées. La figure 2(a)
montre comment ont été extraits les temps caractéristiques partant de la dérive des zéros de V,
plus précisément de la pente des courbes portant la dérivée de leur position en fonction du temps
en coordonnées semi-logarithmiques. La figure 2(b) qui présente les temps caractéristiques de
la relaxation terminale mis a 1’échelle par le carré de I, pour I' variant de 8 a 40, supporte
notre interprétation de la relaxation terminale en termes d’un processus de diffusion de phase
sur un mode de longueur d’onde la plus grande possible dans le systtme, et donc a un temps
caractéristique variant en I'?. Le rapport 74;¢ /T varie rapidement jusque vers ' ~ 20, valeur
au dela de laquelle il semble rester sensiblement constant, ce qui montre que le comportement
qui vient d’€étre décrit ne vaut que pour I' > 16, conformément a I’analyse au cas par cas des
évolutions observées qualitativement.

1.2 Tdiﬁ/r‘z

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 10 20 30 40 50

F1G. 2 — (a) Exemple de détermination du temps de relaxation 74;¢ en phase diffusive pour
' = 24, ici T4 ~ 381. (b) Temps de relaxation normalisé 74;¢ /T fonction de T' = 8 a 40.

Comportement a la descente. Nous n’illustrons ici la descente que pour I' = 40, le com-
portement pour les autres valeurs considérées étant a premicre vue similaire. L'équidistance des
courbes en coordonnées semi-logarithmiques sur la figure 3(a) semble montrer que le transitoire
consiste essentiellement en une relaxation exponentielle sur place de 1’enveloppe de la solution,
ce que confirmerait le comportement de In(|V;,|) pour les différentes valeurs de I' considérées.
Lorsque ¢ augmente, les |V;,| convergent cependant vers des valeurs finies mais petites, reli-
quats au centre de I’effet d’induction par le pompage d’Ekman au bord. L’étude de la dérivée
par rapport au temps de V4, sur la figure 3(b) montre un effet de taille supplémentaire inattendu.
En effet, si le temps initial de décroissance apparait bien indépendant de [ aux temps courts,
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le systeme finit par “sentir” la présence des extrémités. Asymptotiquement, le taux de relaxa-
tion 1/7 rejoint alors sa valeur limite pour I' — oo par une loi en 1/7 ~ TI'7, dans laquelle
[Fer = I' — 6. La quantité I se présente comme un facteur de forme effectif qui rend compte
de la présence des tourbillons d’Ekman, tourbillons dont la largeur —sensiblement constante
car ils sont peu modifi€s par le mécanisme de 1’instabilité de Taylor— vient réduire d’autant la
longueur I' du systeme. Ce comportement est bien illustré sur la figure 3(c) qui correspond a un
ajustement empirique donnant 6T" ~ 1.95.
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F1G. 3 — Descente de R; = 68.7 a Ry = 67.2 pour I' = 40. (a) Relaxation de I’amplitude de la
solution fonction de la coordonnée axiale = a différents instants. (b) Variation de | %Vm| fonction
du temps. (c) Valeur asymptotique du taux de relaxation de |V}, | en fonction de I'_;.

Conclusion. L’ensemble de ces résultats nous place dans une posture favorable en vue de 1’in-
terprétation théorique des expériences d’ Abshagen et al. [2] et justific pleinement notre intuition
sur les limites d’une interprétation trop naive de la théorie de Landau lorsque des perturbations
locales fortes sont responsables de la faible imperfection d’une bifurcation supercritique, telle
que celle induite par les tourbillons d’Ekman sur 1’instabilité de Taylor de 1’¢écoulement de
Couette cylindrique.
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