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Reésune :

Dans le but de respecter les proptés physiques dedtoulement (lois dchelle, lois de conservation, ...) lors de
la simulation, on construit une classe de rated de sous-maille conservant le groupe deé&dyimdeséquations
de Navier-Stokes. On raffine ensuite cette classe de tetie goe les motles satisfassent le second principe de
la thermodynamique et qu'ils soient capables de prendreoempte la cascade inverseétiergie.

Un moctle simple de la classe est testans le cas d'uigcoulement dans une chambre védilLes premiers
calculs donnent desesultats nettement meilleurs que ceux obtenus avec leélendd Smagorinsky et le nid
dynamique.

Abstract :

In order to preserve physical properties of the flow (scalags, conservation laws, ...) during the simulation, a

class of subgrid-scale models respecting the symmetrypgrbMavier-Stokes equations is built. The class is then
refined such that models satisfy the second law of thermadigsaand are suited to take into account the inverse
energy cascade.

A simple model belonging to the class is tested and bettaittsehan those provided by the Smagorinsky and
dynamic models are obtained.

Mots-clefs :

turbulence, modele de sous-maille, groupe de syetrie

1 Introduction

Leséquations de Navier-Stokes admettent des transformagsoinges variables de temps,
d’espace, de vitesse, et de pression) qui conservent leos. L'ensemble de ces transfor-
mations est @nomné groupe de syitrie destquations de Navier-Stokes. Ce groupe joue un
role important dans I'existence des lois de conservatioar{tié de mouvemengnergie, ...)
et des lois cechelle.

La mocklisation de la turbulence par approche L.E.S. congistiftrer leséquations de
Navier-Stokes et mockliser les termes supghentaires apparaissant lors du filtrage. Une
mocklisation consistante de ces termes devrait respecteoiggrde syratrie desequations
d’origine, afin d’assurer la conservation des grandeursighgs contenues dans ces dengs.
Malheureusement, de nombreux rnetes de sous-maille existant dans laélieiture (Smago-
rinsky, ...) ne respectent pas ce groupe de&yie, comme I'a mon& Oberlack dans [1]. Par
ailleurs, parmi les magles courants, beaucoup ne satisfont pas le second prideifzether-
modynamique car ils induisent une dissipati@gative (moéle dynamique, ...). Un forcage
posterioridevient alors indispensable.

Dans cette communication, on propose une classe dele®dui,a la fois, peservent le
groupe de syi@trie desequations de Navier-Stokes et respectent naturellemeettend prin-
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cipe de la thermodynamique. Ce document sera orgasosime suit. Dans la section 2, on
rappellera les sygtries dequations de Navier-Stokes. On construira ensuite, desection

3, une classe de metks respectant ce groupe de &me. Puis, on raffinera cette classe dans
la section 4 de maarea ne retenir que les metks qui satisfont le second principe de la ther-
modynamique et on conclura avec une simulation éedulement dans une chambre veil

2 Groupe de synetrie deséquations de Navier-Stokes

Consicerons un fluide newtonien incompressible, de dénsit de viscosé cirematique
v. Le mouvement de ce fluide e€tgi par lequations de Navier-Stokes :

ou ) 1 )
e + div(u ® u) + —Vp = divr
p
1)
divu =0
ou 7 est le tenseur des contraintes visqueuses, quigieaitele au tenseur des taux defdr-
mationS = (Vu + Vu")/2 par

_ o
TS
1 étant un potentiel convexe positiéfini par :
Y =v trS°

Soity = (t, z,u, p). Appelons transformatiorssun pararatre les transformations de la forme :
To:y—9=9(y,a)

dependant de ma@ie C*° du parangtrea. On dit alors quéel, est une syratrie de (1) si elle
transforme une solution de (1) en une autre solution.

Gracea la theorie des groupes de Lie ([2]), on peut calculer toutes le®syesa un pa-
rametre de€quations de Navier-Stokes. Ces §jries sont :

— la translation temporelle

(t7$7u7p)'_)(t+a7x7u7p)? (2)
a €tant un paragtre,
— la translation de pression
(t, @, u,p) = (¢, z,u,p+ ((1)) ®3)
ou ¢ est une fonction arbitraire du temps,
— larotation:
(t,x,u,p) — (¢, Rz, Ru,p), 4

R étant une matrice (constante) de rotation,
— la transformation galiéenne gréralisée:

(t,x,u,p) — (t,x+at),u+ ' (t),p—px.a"(t)) (5)

ou « est une fonction arbitraire,
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— et le changement dthelle:
(t, 2, u,p) v (P, az,a  u,a 2 p). (6)

Ces synetries ont un @le important dans la description deseplonenes physiques. Elles
traduisent I'existence de lois de conservation via &tbme de Ncether ([3]). Elles servent aussi
a trouver des lois @&chelle ([4]) ou néme des solutions exactes ([5]), ou encaretrouver le
spectre de Kolmogorov ([6]). Aussi, il est important quenesdles de turbulence (RANS ou
LES) conservent ces syatries. Pourtant, beaucoup de retab de sous-maille existant dans la
littérature (voir [7]) ne respectent pas cette pregricomme I'a moné Oberlack ([1]).

Dans la section suivante, on va alors construire une classeadkles de sous-maille qui
conservent toutes les sytnies de (1) mentiorges pecedemment.

3 Construction d’une classe de modles invariants

Apres filtrage, legquations de Navier-Stokesstivent :

ou , 1 :
— + div@®@u) + -Vp = div(T + 7om)
ot P
(7)
divu =0
ou
Tem = —U XU+ U R U.

Il s’agit maintenant de maaliserr,,, de manérea ce que chaque syatrie de (1) soit aussi une
synetrie de (7). On dira que,,, est invariant par rappog une syratrie T, de (1) lorsquel,
est aussi une syatrie de (7).

On suppose que,,, est uniquement fonction de:

Tem = F(5).

De cette mandre, I'invariance de,, par rapport aux transformations (2), (3) et (5) est assur
D’autre part, on montre que leébeme de Cayley-Hamilton et I'invariance par la rotation
(4) imposea 7 la forme suivante :
Tom = A, ¢) S+ B(x, ) Adj* S

sm

olly = trS- et¢ = det S sont les invariants fondamentaux e Adj est 'opérateur adjug@
défini par
(AdjS)S = (det 5) 1y
et M désigne le @viateurM® = M — £ (tr M)I; d'un endomorphismé/.
Enfin, pour quer,,, soit invariant par le changement&dhelle (6), il faut que

Tom = G 2Tam.
Cette condition, &crite pourA et B, devient :

11 11 ,
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En cerivant par rapporaa et en prenant = 1, il suit :

LA A LOB 0B

Pour satisfaire cesgalies, on peut prendre

A(x,¢) = A (%) B(x,¢) = % B, (%)

Finalement, si on note = % alors on obtient
X

. — A ) S+ %Bm Adj'S. ®)

Un mockle de sous-maille de la forme (8) respecte da@uessairement le groupe de stne
deséquations de Navier-Stokes.

Revenons maintenart des consigrations plus sicifiquesa la L.E.S. On sait que,,,
repiesente echange dnergie entre legchelles esolues et leéchelles de sous-maille. 1l en-
gendre donc une certaine dissipation. Mais pour satiglasecond principe de la thermodyna-
mique, il faut s’assurer que la dissipation totale restétipesce qui n’est pas toujoursvifié
par les modles existant dans la ltature. En vue de satisfaire cette condition, on va raffaner
classe (8).

4 Consquences du second principe de la thermodynamique

Al échelle madculaire, la contrainte visqueuse vaut :

_ W
= o5

Le « potentiel» ¢ = v tr S? est convexe et positif, ce qui assure que la dissipationosstiye :

T

¢ = tr(rS) > 0.

De son été, 7, peutétre consiére comme une contrainte de sous-maille induisant une dissi-
pation B
Oy, = tr(7s,5).
Pour rester compatible avec léguations de Navier-Stokes, on va supposer qu'il a émm
forme quer :
Osm

= 9

53 9)
ou 1, est un potentiel @pendant des invariangset (. Cette hypothse va restreindre la classe
(8) de la margére suivante.

Commetr S = 0, de (9), on &duit :

Tsm

s — Oy —
d _ 9 sm sm A .d '
TS Iy S+ ac dj* s
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En comparand (8), on tire :

Cela entrine que
0 (1 4 o[ 1 B
ac 2 1(U) - aX \/X 1(1)) .
Si g est une primitive dé3,, cetteéquation a pour solution :
Ay (v) = 2g(v) = 3vg'(v) et Bi(v) =g'(v). (10)

L'hypothese (9) se traduit simplement donc par I'existence d’unetfong telle que :

T = [29(1}) — 31}9/(21)}? + % g(v) Adj?S. (11

Notons maintenanb la dissipation totale. On a :

O = tr[(T + 7sm)S)-
En utilisant (8) et (10), on montre alors que

Or >0 & v+ A(v)+3vBi(v) >0

< v+g(v) >0.

En réesung, pour peu que
v+g2>0, (12)

un mockle appartenarit la classe (11) est un mélé respectant le groupe de sstme de (1) et
vérifiant le second principe de la thermodynamique.

Notons queb,,, peut prendre des valeurggatives. Les mages sont donc apteésprendre
en compte la cascade inverseérgie. Par ailleurs, on peut montrer queest bor. Par
congquent, on n'a besoin de satisfaire (12) que sur un interalire.

5 Test numeérique et conclusion

Le mockle (qu’on d@signera pak mockle invariant) aété tesé dans le cas simplaig est

linéaire :

g(v) = Cuw, et C =v(C/0)%
C, étant la constante de Smagorinskya longueur de coupure étune longueur deéférence
liéea la taille du domaine. Il &te valice sur unécoulement tridimensionnel dans une chambre
ventilee (la cavié de Nielsen), pour lequel on dispose ésultats deéaférence, et qui nous
intéresse pour les applications dansatifent. La @onétrie de la chambre est ré&gzenée sur
la figure FG. 1. Le nombre de Reynolds est d’environ 500@st priségala 1m.

La figure HG. 2 donne une comparaison des profils de vitesse au deux éidasahgueur
de la chambre, €t la demi-largeur. On peut y constater que &suitats obtenus avec le nadd
invariant sont nettement meilleurs que ceux despar le modle de Smagorinsky et le mel
dynamique, sans que le calcul du coefficient ait besoin dltrade test.

5
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Uref < o\ vitesse d'entrée :
£ Uref =0.455m/s
o
é hauteur d'entrée : 0.168 m
_ hauteur de sortie : 0.46 m
L=9m
FIG. 1 — Geonetrie de la chambre ventié
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FIG. 2 — Profil de la vitesse horizontale au 2/3 de la longueur dbdanbre

On peut esprer qu'uneétude plus fine sur la fonction conduiraa des esultats encore
meilleurs. On pourrait aussi introduire d’autres grandeoomme la pseudo-dissipation, dans
les moeles. Mais au dal de ces validations, I'approche qu’on a choisie permebstita
construction de magles LES consistants avec les préigs desquations de Navier-Stokes.
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