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Introduction

* Pourquoi cette séance ?

NANSYS

1 ABAQUS

cas ou vous en ayez besoin pour plus tard...)

([
un logiciel EF
([
([
e Peut aider pour I'examen
25/09/2023
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code aster
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COMSOL v

Permettre de mieux comprendre ce qu’il se passe dans

Mieux utiliser les logiciels open-source ou « ouvert »

Donner les bases d'implémentation de la méthode (au

FreeFem++
Femm
Onelab
FEnICS
Cast3m
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Ansys Autodyn

Ansys Autodyn PrepPost

Ansys Autodyn Single Task

Ansys Composite PrepPost

Ansys Design Space
Ansys Explicit STR
Ansys Fatigue Module

Ansys Mechanical

Ansys Mechanical CFD-Flo

Ansys Mechanical Emag

Ansys Mechanical PrepPost

Ansys Mechanical Solver

Ansys Multiphysics Solver

Ansys Professional NLS

Ansys Professional NLT

Ansys Rigid Body Dynamics

Ansys Structural

Ansys Structural Solver

$59K
$4K
$27K
$12K
$5K
$13K
$4K
$22K
$29K
$29K
$9K
$22K
$43K
$10K
$8.5K
$4K
$18K
$15K

Prix licences Ansys 2013

mécanique uniquement !

https://www.howmuchisit.org/h

ow-much-does-ansys-cost/
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1) Formulation du probleme

Exemple de I'électrostatique (cas le plus simple en EF)

* Equations de Maxwell :

°div5=p
*TotE =0

Equation de comportement :

—

D=EOE+ﬁ

- -
Si le matériau est linéaire, P = egyE d'ou

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr
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1)

* On obtient assez facilement deux équations:

Justiication Théoréme de Helmoltz Hodge

. div(eﬁ) =p v U,34, Elqb tel que
U = grad ¢ + rot A

On a une expression (pas unique) de cette

— —
eTrotE =0 = 3V, E = —grad V décomposition qui fait intervenir rot U

27?7 dans I'expression de AetdivU pour ¢.

Certaines hypotheses non
détaillées sont nécessaires,

Solution : on introduit le potentiel scalaire électrique V' RiSEREENSIRERCIEEICEE
du domaineourotE = 0.

ﬁ
1¢" probléme : 2 équations, une seule « inconnue » E.

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 5
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1) Formulation du probleme

* On obtient | ’équation forte du probleme :

—div(e gr?i V) =p

L'utilisation du potentiel IV est tres pratique : osssas.  fobor

* Réduction du nombre d’équations : imposition forte d’une contrainte.
e Réduction du nombre d’inconnues (vecteur — scalaire)

On résout directement ?

 Si € scalaire et constant : équation de Poisson, qu’on peut résoudre avec les différences finies.
* Si € matriciel ou variable, c’est plus compliqué...

* Sile domaine est un peu tordu, c’est compliqué de faire les différences finies...

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 6
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1) Formulation du probleme

Formulation faible

La méthode des éléments finis se base sur |la résolution de |la formulation
faible du probleme, qui est le projeté de I'équation forte sur une base de
fonctions tests v:

VveH, fvdiv(egradV)+fvp=O
Q Q

H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (f, g) = fog.

Les théorémes de Lax-Milgram et/ou Stampacchia garantissent I'existence
d’une solution unique.
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1) Formulation du probleme

Formulation faible

_—
On a des dérivées secondes (div grad), on préfere avoir des dérivées
simples. Pour cela, on utilise:

e u.div(v) = div(u v) — grad (u).v (formule de Leibniz)
s [, div(¥) = [, V.7 (théoréme de la divergence)

. de bord
Pour obtenir : Terme de bor

I
- N

VveH ,f vegradV .n —fegradV.gradv+fvp=O
510} Q Q
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1) Formulation du probleme

Conditions limites

Dans de nombreux cas (mais pas toujours), le terme de bord est nul. C’est le cas des
conditions limites:

 De Dirichlet : In

_—

o V est fixé mais pas grad V, donc v est imposée nulle.
o La dimension de I'espace fonctionnel H est donc « restreinte ».

 De Neumann homogene :

o V n’est pas fixé, donc c’est I'autre terme grad V.7 qui doit étre nul.
o La dimension de I'espace n’est pas restreinte, V reste une inconnue.

On obtient donc:
I'p

VvEH ,fgrad(v).egradV—jvp=0
Q Q0

Probléeme : tout cela est bien beau, mais cela reste un probléme continu.
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1) Formulation du probleme

On suppose qu’on veut résoudre un probleme
électrostatique sans termes de bord, qui s’écrit : Iy

VvEH ,fgrad(v).egradV—fvp=O
Q Q

Avec V le potentiel scalaire électrique, et v les fonctions tests appartenant a

. I
I'espace de Hilbert H, nulles sur I'p ; cf cours. D

Probleme : cela reste un probleme continu qu’il faut discrétiser.



1) Formulation du prob

Discrétisation

Il faut discrétiser deux choses :
e Les fonctions tests v

eme

Pl v
g W o
A
LIRS ﬁ\%‘f:: i
b -.'.' o :r. .
R "‘ﬁiﬁﬂhﬂﬂﬁiiéi;,

a1 M

it
e
o, P

: \ f 2 N
* Uinconnue du probléme V e N

S
£y Pl el
*‘t Pk ol ]
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o
SRR
e o

Le plus simple est de discrétiser le support de ces fonctions () (espace
géométrique) en un pavage de polygones.

25/09/2023

C’est I'étape de maillage.

theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr
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2) Maillage

Ensemble de polygones qui discrétisent un espace continu.

Il en existe une grande diversité. Un méme maillage

peut contenir différents types de polygones. tétraddre
'y
s
Structuré : il
i 1:? triangle prisme
Non structuré : quadrilatére hexaedre

12
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2) Maillage SUA e
Ces polygones sont pleinement caractérisés par les coordonnées de leurs sommets.

La représentation informatique d’un maillage contient deux éléments de base :

* La liste des coordonnées des nceuds
* La table de connectivité du maillage = sommets des polygones

Ex 2D, triangles :

liste de coordonnées des nceuds Table de connectivité

1 2 3
: 1 X . 2 Y . ! o 2 Ex : Elément n°1 constitués des noeuds 313,
2 0.3000 0 ; 70 7 563 564 et 722, dont les coordonnées peuvent
3 0.3000| 0.2000] : = = = étre trouvées resp. a la 313¢ ,564¢ et 722¢
4 0 0.2000 : 531 540 50 lignes de la liste des coordonnées des nceuds.
5 0.71000 0.0a00 7 207 504 708

Ex mailleurs gratuits : GMSH, Netgen, mmg3d, Triangle (mailleur de FEMM)...

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 13
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Le maillage est une étape tres importante,
c’est I'élément principal qui déterminera la
gualité de la solution dans les logiciels
commerciaux.

* Souvent, des étapes de remaillage sont
nécessaires, et peuvent étre réalisées de
maniere automatique.

* || faut mailler finement les zones soumises a
de fortes variations de champ, en particulier
au voisinage d’une singularité.

Mais le « maillage » ne fait pas tout ... —

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 14




3) Assemblage WG

* Retour sur la formulatilc\?n faible discrétisée sur les N, ;; polygones Tj,.
elt

VvEH, zjgrad(v).egradVTk—fvp=O
k=1"Tk

Il faut désormais discrétiser (et choisir) la base des v, ainsi que V.

Méthode de Galerkin : on choisit d’exprimer I/ sur |la base des v. On a

donc fonctions tests = fonctions d’interpolation (ou de forme)

: i
r 1 gr&ﬂ.‘xgrwi.k ol
V\\\.
\\
I
i . ) /,4/'('/ 7 |
gradj. xgradj.;
gradj.; xgradj,;

Il est important de choisir une base de fonctions adaptée au probleme !

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 15

On peut jouer sur :
* Leur type (Whitney, XFEM,...)
* Leur ordre




3) Assemblage WG

* En électrostatique, on choisit comme fonction d’interpolation les coordonnées
barycentriques associées a un nceud sur les éléments adjacents (cf cours!).

Dans un élément 77, :

Potentiel inconnu au

3
Vi (x,y) = Z A (x, y)Vl-Tk‘/ nceuds i de I'élément T,
i=1

(0,0,1)

(3

E /11' (X, y ) =1

i=1

3 (0,1/2,1/2) (1/4,1/4,1/2) (1/2,0,1/2)

®
\ § A (x y )x i =X (1/31‘31 ;3)
=1 o« e
3 (1/4,4/2,174) | (1121/4,1/4)
A (Y)Y =y i

U= 1 (0,1,0) (1/2,1/2,0) (1,0,0)

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 16



3) Assemblage WG

* On peut alors projeter I'équation faible sur chaque fonction test :

Neit

Vv €EH, , Z j grad(v;).e grad 'y, — f v;p=20
k=1"Tk

Tk

On obtient autant d’équations que de nceuds : systeme matriciel AV = B
Comment l'obtenir en pratique?

* ldée 1: Naivement, on fait pour chaque nceud la somme de toutes les
intégrales sur tous les éléments.

Probleme :
Complexité : O(Nejts X Npoeuds) ; OF Neits X Npoeuas # 10°7°

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 17



3) Assemblage WG

* [dée 2 : On remarque que les v; ont un support limité. Pour chaque
noeud, on veut se limiter au calcul des intégrales non nulles, sur les
éléments adjacents au noceud .

VviEHd ,

N
z j grad(v;).€ grad Vp, — f v; p=0
Tk Yoo

On peut réécrire I'équation faible :
i
ki=1 ki ki

N \ Numérotation
locale, qui dépend Probleme : il faut déterminer les

Somme sur les
éléments adjacents du nceud considére. éléments adjacents au nceud i

(en nombre variable) : pénible.



3) Assemblage WG

* Idée 3 : Au lieu de trouver |es eléements adjacent a un nceuds, on trouve les
noeuds qui appartiennent a un élément. On fait donc :

Contribution de I'élément Ty, Contribution de I'élement T},
a la matrice EF au second membre

— /_/H
/ ™~

VT, € Q, ,calculer: [grad(vik). e grad Vr, ] etf vk ]
Ty Tk

Numérotation locale
a l'élément T,

Une fois toutes ces contributions calculées, il faut les assembler |

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 19



3) Assemblage WG
Matrice élémentaire

Pour des éléments triangulaires, on a trois contributions par élément du type :
f [ grad(vik). € grad Vk]
Tk

On peut écrire le produit scalaire dans l'intégrale comme le produit :

[grad(v;,)] € grad v

On peut facilement calculer [grad(vik)] et grad V;, dans un élément de référence.



3) Assemblage HnIversite

Matrice élémentaire

2 niveau de numérotation :

On rappelle, dans un élément Ty
* vy (0, y) = Ai(x,y)

locale et globale

Vi (o y) = Eieg 4, y) Vi 71 =}
(1,0) 2 . i — 0] Vecteur
Dans ce cas simple, on a: VA, = 1 €
| ] d’inconnues
- 1 locales a Ty
° Al (X, y) — X \7/13 - 1] [Vik, Vo, Vak]"
3 1 L(x,y) =y = /
e Is3(x,y)=1—x—y

(0,0) (0,1)

N

V= 2 7 (x,v) Vi, = G Vg = cste

3
Ty = Elément de référence i—1

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 21



3) Assemblage HnIversite

Matrice élémentaire
* Les trois projections dans |I'élément de référence Ty s’écrivent :

rf _\711_ Te GV, Que vaut le reésultat analytique de l'integrale ?
Tes 11—,
7a,] f1=j f 1 dA, dA,
< fTK-V/IZ- €G Vk = I A
J. _|7/13'Te G Vi On trouve l'aire du triangle = 1/2
k TK‘ _

Elles peuvent s’ecrire sous la forme d’un produit d’'une matrice élémentaire M g
avec le vecteur d’inconnues local Vy .
K

A

1
E GTE G VK
Et lorsque T est un triangle quelconque difféerent de I'élément de référence ?

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 22



3) Assemblage SUA e
Matrice élémentaire

Si Ty est un triangle quelconque, il faut effectuer un changement de
variable dans l'intégrale pour se ramener a I'élément de référence Ty

s cste
j GkEGk VK= j |det]k|GT]];1TE]ElGVK
Tk Tk
X1, 90 _ |det]k|
2
X2,Y2
Ji. est la matrice jacobienne :
. det Jkl ~77;-1T_ ;-1 X1 —X3 Y13
D'ou | My = G € :[ ]
K 2 Ji Ji Ji X2 —X3 Y2—Y3

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 23



3) Assemblage

Explication jacobienne :

fx = X1/11 + x2/12 + Xglg

y =y1d1 + Y245 + y34;3
L 1321_/11_&2

A

Gradient dans les
coordonnées G = grad, )=
barycentriques

Dol : grad, = J71G

o
universite

PARIS-SACLAY

On applique ensuite la formule de changement de variables :

—~

Tk\

jj} fendrdy = || flgGua)

9(T) G]—T E]—lG VK

25/09/2023
/09 constante

"dx 0y
|04y 0A| X1 —X3 Y1~ Y3
=/ = dx 0y _[xz—X3 }’2—3’3]
5_12 0_/12 Constante par élément
" d 1 [Ox Oyron
oA | |0A, oA ||ox| A=
o |7 |ax ayl|lo|™/ 8%
91,1 lar, aa,1loy.
det Jo(hn,22) | dhadZ, = [Idet If (9, A2)) || _1dMmd2,
/ Con;{tante C\'alcul;gcéder/rt

]g =]

24



3) Assemblage HnIversite
Second membre élémentaire
Les trois projections dans |I'élément de référence Ty s’écrivent :

ff AMp Que vaut le résultat analytique de I'intégrale ?
Tk 1 1-1,
< fTK /12p /11 — f j /11 d/ll dﬂ.z
.1’7.‘1} Az=0 A]_:O
fTK /13:0 - 4z
\ On trouve 1/6 pour les 3 intégrales
1 1
Elles peuvent s’écrire sous la forme d’un vecteur élémentaire : P 1
1.

Et lorsque T est un triangle quelconque difféerent de I'élément de référence ?

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 25



3) Assemblage WG

Second membre élémentaire

Si Ty est un triangle quelconque, il faut effectuer un changement de
variable dans l'intégrale par rapport a celle dans I'élément de référence Ty

dety| [T
Ap= | Apldetj| =——p |1
Tk Tk 1.

On a donc les contributions de chaque élément au systeme global sous
forme de matrice et de vecteur élémentaire.



3) Assemblage université

PARIS-SACLAY

Cas général (éléments quelconques (quadrangles, etc) et/ou d’ordre > 1)

* Le calcul analytique precédent n’est possible que dans le cas de triangles d’ordre 1. Si ce
n’est pas le cas, on utilise :

o Le formalisme des éléments isoparamétrique : expression de la « déformation » de I'élement a l'aide
des fonctions de formes N (données par la littérature avec leurs dérivées) — J n’est plus constante

o La methode de calcul d’intégrale par quadrature de Gauss — nécessite les coordonnées de points de
Gauss A; dans I'élément de référence et des poids associés w; (donnés dans la littérature)

En pratique les formules sont presque les mémes. La procédure est la suivante :

X1
Mx .« Coordonnées des nceuds |x,
or, M :

1. Calcul de J aux points de Gauss : /g, = Ykenoeuds

2. Calcul des matrices / second membre élémentaires par une somme sur les points de Gauss :

dN (4¢)
-T 71—1

IN)T ON(A) i ON(Ag)"
o 2 |detJ ()] d7 = Z We 8’

Gep.de Gauss




3) Assemblage WG

On a calculé les contributions élémentaires. Comment construire le systeme global ?

* i¢ ligne de la matrice élémentaire = projection sur la fonction test associée au i® sommet dans la
numeérotation locale de I'élément.

* j€ colonne associée a I'inconnue associée au j¢ sommet dans la numérotation locale de I'élément.
» Lien entre numérotation locale et globale ? — table de connectivité

Obtention de |la matrice EF et du second membre par somme de ses termes élémentaires.

ns

Mg11 Mgqp ( Mgq3) EEE .

Mgo1  Mgoo K23 ’ ' ; 14 -I-M
MK31 MK32 MK33- Ke |igne n]_ nz n3 K13 :

Matrice élementaire de I'éléement K

Table de connectivité L : : L

(issue du maillage) Matrice élément finis
25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 28
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3) Assemblage el
o - 3 wt:l?ermlque
Optimisations : W |
‘[ (?\ \N\'
« Mémoire : matrices EF creuses, on |a eEE e

stocke sous forme de « sparse matrix » :
seuls les éléments non nuls sont stockes,
avec leur position dans la matrice.

LA

Magnéto- Magnéto-
dynamique électrique
CPU (Multiple Cores) GPU (Hundreds of Cores)

* Parallélisation : Calcul des matrices
élémentaires indépendants, qui peuvent
étre lancés en méme temps sur plusieurs
coeurs de calculs (notamment sur GPU)

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 29



3) Assemblage WG

Résumeé : On procede élément par élément:

Puis on assemble le systeme global élément par éléments a 'aide de
_ [xl — X3 3’3] la table de connectivité du maillage.

X2 — X3 — Y3 N,

e M |det]k| T 1T Mg 14 MKlZ EE :
k - ]k E]k M M 7] : : 3
K21 K22 K23 ' ' ; T Y +MK13
Mks33 S

Mgz1  Mga; K®ligne | ny n; 13 wmp
__|det J I P
i b k — Matrice élémentaire de I'élément K o : :
Table de connectivité Matrice élément finis
(issue du maillage)

Exemples Matlab

Comparaison code naif et code optimisé.
e Assemblage naif (boucle for)

* Assemblage optimisé

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 30


codes/NAIF/Assemblage_naif_timer.m
codes/OPTIMISE/Analyse_assemblage_optimise.m

4) Imposition des contraintes

Situation : Apres I'lassemblage, on doit inverser une
matrice carrée de taille N maisderang < N

Il faut prendre en compte des conditions limites et/ou
d’autres contraintes pour pouvoir résoudre.

* Condition de Neumann : on n’a rien de plus a faire,
I'annulation du terme de bord entraine naturellement
grad V.n =0

 Conditions de Dirichlet et autres contraintes linéaires :
Plusieurs méthodes sont possibles.

I'p

@
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o , universite
4) Imposition des contraintes

Substitution

 |dée intuitive (Dirichlet) : on connait certaines inconnues du systeme :

ai1 a12 a13)[Xp by A11Xp + Ay2X; + Aq3X3 = by
A1 Az Q3| |X2| = |by| = {ax1Xp + azyx, + azzx3z = by
a31 a32 a33 x3 b3 a31xD + a32x2 + a33X3 = b3

On a un systeme a 3 équations mais 2 inconnues.
Ai2X; + ay3x3 = by — a1 xp

= {AppXy + dp3X3 = by — az1Xp
d33Xy + A33X3 = b3 — az1Xp

Une ligne est combinaison linéaire des autres ! Peut-on supprimer n’importe laquelle?
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4) Imposition des contraintes

Substitution
Iy

NON ! Contre-exemple simple : { [, , si on supprime [; on ne peut pas résoudre.
21,

Condition d’annulation du terme de bord : la fonction test associée a un nceud de Dirichlet est nulle.

L'information de la projection sur cette fonction test est donc inutile (elle vaut 0 !). Or la projection sur une fonction
test i est associée a la ligne i de la matrice. Ici, ip = 1:

Ap2Xy + Ap3X3 = by — Az Xp
a33Xy + A33X3 = b3 — azXp

lazz azs] lle _ [bz — a21xD]
a3z Az3llX3 b; —laz1xp

La nouvelle matrice EF est égale a I'ancienne a laquelle on a enlevé la i ligne et la if colonne.

Attention : Le second membre change aussi !
25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 33



4) Imposition des contraintes

Substitution

Et pour les conditions autres contraintes linéaires?
e périodicité (champ dans les machines électriques)
» égalité (potentiel sur une électrode)

On peut les écrire sous la forme :

Cx=d

C n’est pas carrée, elle comporte autant de lignes que
de contraintes.

L'idée génerale de |a substitution est de réduire la
dimension du systeme en exprimant certaines
inconnues en fonction des autres.

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr

0.091

0.08

0.07f

0.06

0.05F

0.041

0.03

0.02

0.01f
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Induction magnetique [T]

..—--o\\\\\\,\
T NN

e NS

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1




" . universite
4) Imposition des contraintes

Substitution (méthode générale)
On réécrit les contraintes Cx = d sous la forme :

Inconnues qui

o v=~Cu-—d;
seront éliminées

* On peut reorganlser les inconnues et le systeme pour avoir x = [C U — d]

A, A
e Lasolutionde | ,** " " x = [ ] minimise aussi « I'énergie » :
Avu Avv b 1 Dans le cours on a vu la version
_ T T « continue » de I'énergie sous
E = Ex A X — b X la forme d’une fonctionnelle :
1
Le résultat de la minimisation de E donne pour 4 symétrique : J(v) =5 {Av,v) — (b, v}

[Auu + AquS + CST Avu + CSTAUUCS]u — [bu + CsTbv + Auvbv + CsTAvvbv]




o , universite
4) Imposition des contraintes

Pénalisation

Le principe est toujours de minimiser E, a laquelle on a rajouté un terme qui
pénalise plus ou moins fortement toute solution qui s’éloigne des contraintes par
un coelfficient g.Clestla Sflution la plus simple, mais pas la plus robuste...

E = ExTATx —xTh + 59 (Cx—b)'(Cx—b)=>|[A+gC'Clx=b+ gC"h

Probléme : choix de g... EXEMPLE MATLAB

‘= 5 -
VN _
AR SRS 5
| fjf’f'r]’-\‘”ﬂ! 1'"1&&%\: -
3 i kgl VRSN
NS R

o LA SO =N

! S o e
. 2 Ozl OK [ssrAry s Trop grand

H [ 3
g 0 TS P 7 ST e g 07 #‘1“%‘hﬂﬂﬁwﬂ‘rr_i'[f_i'wr':"T‘Jjﬂﬂﬂf#-‘%‘ & 07 e
S D 5 <A M 7 e 77 S
& LSRR © SR * I —=
S SN e== LN
] A i\ 4 . 1 L1 LA | i1l I
S SN SN Il
SR SN
-3 — i ; =X ! |’|’Tj b 0.2
il
‘/D'z - o AT 0.1
. '; D:JS 011 I | | 0.1 o oos o Warning :ri nI:IatIZ‘J:.X is close to singular or badlv scaled.
- : 0.15 0.2 0.25 03 : : 0.15 02 025 0.30 Results may be ilnaccurate. RCOND = 2.636848e-23.
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codes/OPTIMISE/coeff_penalisation.m

o , universite
4) Imposition des contraintes

Géomeétriquement :

Multiplicateurs de Lagrange y

Meéthode tirée de I'optimisation sous contrainte.
On cherche le point selle du Lagrangien défini par :

1
L(x,2) = ExTATx —xTh+ AT (Cx — d)

(oL )
Ix =Ax—b+C'A=0
VL =0 = < X oL
—=Cx—-d=0
L 04 x
N A C Trx . b Amélioration possible : Lagrangien augmenté
C 0 Al d (mélange de Lagrange et pénalisation).

A est appelé « multiplicateur de Lagrange », et sa valeur peut avoir une signification physique (grandeur duale).
Dimensionnellement : A est la grandeur conjuguée de x car le produit de A et x donne une énergie. Cela peut
permettre d’obtenir ces grandeurs intéressantes sans post-traitement ; mais cela rajoute des inconnues.
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4) Imposition des contraintes

Comparaisons des méthodes d'imposition des contraintes

C . 0.025 . : 2000
Ompar a IS On substitution
— — — pénalisation 11800
---------- mult. Lagrange
0.02 - 11600
o 11400 &
~ o
3 0.015 ©
S 11200 ¢ poyr un solveur
@ . oy 7 .
S 11000 © itératif (qmr)
24 0
e 0.01 g
2 800 <
0.005 1%%
1400
0 i - | . L ' : 200

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Taille systeme (DDL)
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o
Ces solveurs ne calculent jamais directement [RYIAINAIEUES
5 ) Ca |C u | ’: - N PARIS-SACLAY
I'inverse de la matrice du probleme EF car ce
Deux types de solveurs serait trop lent et gourmand en mémoire!

_______  Direts | ltératifs (Krylov)

Plus stables, rapide pour les petits Souvent plus rapide lorsque les
Avantages systemes ; peu sensible au systemes sont grands, pas besoin de
conditionnemment jauge (1)

Inadaptés aux gros systemes
Inconvénients complexité en n3 (2)
Inadapté si grande largeur de bande

Tres sensible au conditionnement :
nécessite un préconditionneur

Exemples LU, Cholesky Gradient conjugué, QMR

Reégle simple : direct pour 1D /2D — itératif pour 3D (3).

Bibliothéque de solveurs gratuits (C/C++) open source : PETSc https://www.mcs.anl.qov/petsc/documentation/linearsolvertable.html|
(1) Z.Ren, Influence of the RHS on the convergence behaviour of the curl-curl equation

(2) http://mms2.ensmp.fr/ef paris/technologie/transparents/systemes lineaires vc.pdf
(3) htE)/PWiBsam.math.ethz.ch/~mhg/talks/KSS05.pdf ~ theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 39



https://www.mcs.anl.gov/petsc/documentation/linearsolvertable.html
https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/497323/
http://mms2.ensmp.fr/ef_paris/technologie/transparents/systemes_lineaires_vc.pdf
http://www.sam.math.ethz.ch/~mhg/talks/KSS05.pdf

5) Calcul université
Préconditionnement
Objectif : Donner au solveur itératif une matrice

« facile a inverser » sans changer le probleme

Qu’est ce que le conditionnement ?

|P(x+€)—P(x)|
<
0] < cond(P)e + o(€)

* D’une matrice : cond(4) = ||A7|| ||A]l|, dépend de la norme choisie.

 D’un probleme :

Les deux sont reliés !

Exemples :
€ provient des erreurs d’arrondis de tout ordinateur !

Jacobi, factorisation LU incomplete,
complément de Schur...

Principe du préconditionneur P :
Ax = b © PAx = Pb a condition que P soit inversible.
Il faut donc déterminer (rapidement) un P tel que cond(PA) « cond(4).
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5) Calcul

Exemples Matlab

Solveurs - préconditionnement
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codes/OPTIMISE/preconditionneur.m

5) Calcul HDEBle

Matrices S(DP) en multiphysique, ex courants de Foucault

Formulation 1 (« naive », inconnues 4 et ¢) : Formulation 2 (symétrique, inconnues A et & = ft Q) :
[ Tot Aot d + jwGA.d + [ (Fgrad §).d =0 [, 7 rot A.rot A* + jwGA. A + jw [,(Fgrad @) . A% =
joo|f,7A.grad ¢ + [ (7 grad ¢) .grad ¢ =0 jow ,GA.grad ¢ + jw fQ(E grad @) .grad ¢ =0
5000 Nombre d'itérations selon le solveur (résidu relatif 1e-6) 80 Temps de calcul selon le solveur (résidu relatif 1e-6)
I b symétrique I b symétrique
I pb dissymétrique 70 I pb dissymétrique

5000
60
4000
@ N 50
o 0
© Py
B =
pd 30
2000
20 r
1000
10
0 0
bicg gmr bicgstab bicg gmr bicgstab
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6) Post-traitements HDErslLe

* Champ électrique

E = —grad V |
En pratm\ue IV s’écrit dans chaque élément k grace aux fonctions d’interpolation. On a vu dans R NNRE S ;/ __
I'assemblage |'expression de son gradient : AR il r.l. W~
Ex = =] 'GVy

Avec V. le vecteur des degrés de libertés associés au tétraedre k (juste 3 si on est en 2D : triangle).

* Energie AR g -
. Ny , . s . e s . 1= = N Tl ‘2‘1'1 | \ l] '|r
On sait que la densité d’énergie dans un matériau linéaire vaut w = ED'E' d’ou : o .__:__>s,if~',]1},l|1)l||i{l1 (i ."' lﬁ.r.ltUIJ}l' ulllﬂm“.u aﬁf
1 —_ = 1 |det | ’ 'I. " | |
W = —f D.E = —z —]"V,ZGT],nge],glc; A
2 Jq 24, 2

iy 1
On peut alors calculer la capacité d’un condensateur (par exemple) : W = > CU?=|(C=2—

Parallélisation possible.
On peut réutiliser les calculs de I'assemblage (jacobiens notamment).
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6) Post-traltement Exemples Matlab : Condensateur plan

Objectif : calculer |a capacité du condensateur ci-dessous

1) Comment tester la validité du modele élément fini ?

+5V Avec quelles conditions limites sur les
bords droit et gauche ?

v

= Neumann

S5V

2) Discuter I'influence des conditions limites (Dirichlet,

Neumann) dans d’autres configurations.

Comment expliquer la (grosse) différence avec le calcul analytique de capacité

. e Se . . .
« condensateur plan infini » C = — notamment avec des conditions de Dirichlet?


codes/OPTIMISE/MAIN_opt.m
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/) Traitement des non-linearites
\M

* Tres utile en magnétostatique. Equation en 2D :

—div (4! grad a) = j + div ([_01 3] ul B_{) one de saturation

La perméabilité u est variable, elle dépend du champ B.

p N Coude de saturation
Comment alors résoudre le probleme ?

Zone linéaire H
» |l faut itérer et en résolvant une succession de problémes -
. , . . . . https://dossier.univ-st-etienne.fr/destoucn/www/Enseignements/CMmagn%C3%A9tismeND.pdf
linéaires Il existe plusieurs fagcons de faire.
A u,:ﬁ' =l+y
On prend un exemple simple pour illustrer graphiguement les 5000
methodes : on cherche champ B supposé uniforme dans un tore, -
qui vérifie d’apres le théoreme d’Ampere:
B Nl 3000
‘u(B) L 2000
1000
Comme u est globalement décroissante, B/u(B) est croissant 5
0 0,5 1 15

http://www.est-usmba.ac.ma/coursenligne/Chapitre3 C-Magnetiques.pdf 46
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/) Traitement des non-linearites

Load ramping (« piecewise »)

T.A. Do. Modélisation multiphysique des matériaux magnétoélectriques de seconde génération :
Application aux objets nomades connectés. PhD thesis, Sorbonne Université, 2019

By
u(B)
Erreur, qui diminue
Ni '/ avec le pas de charge
Lo+ e
s IR Ai
Bl BZ B3 Bfinal B
%(%)=#_1z(#—33—g)=V+BZ—;=Z—Z=”—1‘1,avecv=i=%laréluctivité.
25/09/2023

theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr

On part d’une charge tres faible, on résout le systeme linéaire,
puis on incrémente la charge, on remplace les perméabilités
1 = B/H par les perméabilités différentielles u; = dB /dH,
on résout, on additionne au résultat précédent et on
recommence jusqu’a atteindre la bonne charge...

Avantages :

* Convergence garantie

* Fonctionne quelle que soit la loi de comportement

Inconvénients :

* Tres lent si on veut une bonne précision

* Lerreur dépend du pas (pas forcément fixe, ni
connu a l'avance)

Mais : méthode la plus rapide si on veut calculer les réponses a toutes les sollicitations i

47
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/) Traitement des non-linearites

Picard (« méthode de |a Séca nte » = point fixe) http://onelab.info/wiki/Nonlinear problems in GetDP

On résout le systeme toujours avec la méme charge, mais en mettant a

jour les perméabilités 1 a chaque itération en fonction du champ
trouveé a l'itération précédente.

u(B)

Avantage :

* Plus rapide que le load ramping pur

Inconvénients :

 Atendance a osciller et a converger lentement

e Convergence pas garantie(ex : caractéristique
composée de 2 segments de droite).

[P
’
. A
1

B, B, ~ B B B, B Onpeutaccélérer en choisissant une moyenne pondérée de u,,_4 et

u(By,) pour u,, ce qui permet souvent d’aller beaucoup plus vite en
limitant les oscillations (« relaxation »).
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/) Traitement des non-linearites

Newton-Raphson On résout a chaque itération B, .; = a(Bng;(B")) ( ; i) + B,
u(Bn)
Comme pour le load ramping, on remplace les perméabilités u = B /H par les
B 1 | perméabilités différentielles u; = dB/dH.
u(B) / C’est la méthode sur laquelle se basent les solveurs commerciaux.

Inconvénient :
e Convergence pas garantie.

Note : Lopérateur tangent d’un systeme EF magnétostatique est une
matrice, qui s’écrit :

 dans la formulation faible — + B® d( /“)

(qui remplace 1/u dans le

L N calcul des matrices eIementalres) [1]
B4 Bg Bz Bl B

aKlk

* directement sur le systeme linéaire : K;; + Zk Ay

. . [1] Gangl, P. (2016). Sensitivity-Based Topology and Shape Optimization with Application
25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay. to Electric Motors. p24-26. https://doi.org/10.1007/978-1-4939-8636-1_9 49
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/) Traitement des non-linearites

Compa raison On peut coupler les méthodes précédentes :

“a?’idjé de convergence des méthodes (tolérance = 1%) par exemple, en cas de non convergence de Newton-Raphson, on peut
i | | diminuer la charge, et appliquer un macro-load ramping a l'intérieur

|| - duquel on résout par Newton-Raphson :
40 - _— .
— Load ramping
35¢F | - Picard (« = 0,3) i ) )
/ Picard (a = 0,2) https://www.comsol.com/blogs/load-ramping-nonlinear-problems/

30 | Newton i
25 - /o -
of /| - >
15 ;'f |I L~ . ramping

||ll .\\
b /7] |

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

B imposé (T)
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7) Traitement des non-linéarités

Comparaison en multiphysigue (magnéto-thermique)

solveur monolithique : itération lente solveurs partitionnés : itération rapide
Newton - diff champ B - n =1, résidu relatif = 1.00e-04, relax = 0.8 Picard - log{diff champ B) - n = 1, résidu relatif = 1.00e-04, relax = ﬂ.%
0.06 0 0.06 |

0.05 -1 0.05F

0.041 1-2 0.04 |

0.03 1.3 0.03

0.02 ooz b

001 0.01F

0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.1 0.12 0.06 0.0v7 0.08 0.09 0.1 0.11

Newton-Raphson plus long sur 1 itération, mais le nombre d’itération est bien plus réduit !
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Conclusion, ouverture SRS

Autres physiques : Mécanique, thermique, multiphysique...
107 Lignes de champ }ﬂ, Sigd

D’apres les codes de Z.Qin et T.A Do
Autres méthodes : XFEM, BEM, volumes finis, méthodes sans maillage...

BEME FDME . FEME
Example of an orthogonal dual §
mesh doublets
Dual mesh
V7,
Incident matrices
DT, CT, GT

Primal mesh _
o Incident matrices: Meshless?

G,C,D Methods?)

1l ng Ren (2019)
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Conclusion, ouverture

Applications possibles des EF : optimisation topologique

Optimization results in Stage 1 Optimization results in Stage 2

Iteration: 0 Density
0.0+ 0.6

iteration 100

without filtering scheme Increment of the rg,., (¥ (see Table 4)
(a) (b) (c) (d)

Lee & Jang, 2022, SAMO, DOI : 10.1007/s00158-022-03367-x

https://www.digitalengineering247.com/article/a-contemplation-on-topology-optimization/

nique Actionneurs électromagnétiques

https://images.math.cnrs.fr/Design-et-formes-optimales-I.html

http://www.ogiraldo.com/research
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https://doi.org/10.1007/s00158-022-03367-x
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Merci pour votre attention.

Questions?

25/09/2023 theodore.cherriere@ens-paris-saclay.fr 54



Annexes pouvant étre utiles SN

In 3D, the Whitney elements of different order (nodal, edge, facet and volume) are given

Structure mathématique de’ I'électromagnétisme v
. .« 7 w(]:?\'is
et fonctions de forme associées (3D) =00l — 2.d

W2 = 2(Ldhadhy + Ayddy, AdA, + Rydh; AdL),
w? = 6(dAadi; Adhy)

Tonti’s diagram in electromagnetism Whitney elements
Faraday’s system Constitutive laws Ampere’s system elements dof conformity | continuity inclusion
3-form wWo L
dd = nodal point value [W° < H(grad) c we we
0-form v o, =P (0-form) grad G
a - *5 J 2-form —
e=—20a+dv j=2 w 1 _ 1 —
| form . — dh=j+0od edge circulation |W' = H(curl)| tangential | W W
=
b ¢ h | -form (1-form) curl C
de=—-0,b b=u*h W2 -
>-form f h=0u+dg¢ facet flux W? c H(div)| normal |W? W2
db=0 0 @ 0-form (2-form) div D
weber ampere W
3-form volume @ charge W3 1.2 PIECEWISE | 373 w3
volt coulomb constant
. (3-form)
Cours Zhuoxiang Ren Zhwoig Ren (2019

Zhuoxiang Ren (2019)
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e Formulaires
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Formules de Leibniz Formule de Gauss IPP généralisée
= -~ — ———y———
.'-.'1‘.11“-&1'1}} rllm{a 1;'} p,rml{.w}.? > ]' s.dive/ [ o 5 $. 7.1 _,‘“grml{ﬁ}, v
rot( mi' _;';g“‘fT? JM v ,'; Iui' ) qu’) 7)
div( x _1" )+ T, tur ol _f}' x ). 7 4 Jo, ¥ 7 rol i
Nom Symbole | Expression 2D Expression 3D
ey Ly — &g Y1 —Ha 21 A
Jacobienne J [j' B i{ _f:’“ B _f:j'{] Lo — T4 Y2 — Y4 Za— Z4
“8— % BT Ty — Ty Yz —UYg 23— 24
o | L 00 —1 : . .
Gradient O-forme G L0 -1 010 —1 Type d’intégrande | Résultat 2D | Résultat 3D
¢léement de référence ! 0 1 —1 00 1 —1 | 1/2 L/6
Rotationnel 1for 0 1 —1 0 0 0 2 -2 2 A= i /6 L/24
(’-1;31:1:::1'1[[":[1:: r't'*l:{*:ilq]j]{l'i; R -1 0 1] 0-—2 2 0 0 -2 ik 1,*'{‘|-3 1)”'}”
o ' S dégénérescence (-forme 2 0 =20 2 0 Aidj = i 1/24 1/120
| | . [ 1 2 0 11 , s s
Intégration I-forme W B [ L2 15 0 1 1 a1 Intégrales sur I'élément de référence
élément de référence —1 1 2] 0 -1 1 -1 1 9 des coordonnées barycentriques

25/09/2023
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E Cas de la mécanique

La mécanique a la particularité de choisir comme fonction de forme un champ de
vecteurs composé de trois O-formes de Whitney orthogonales ; de plus elle fait intervenir
la notation de Voigt ainsi que Vopérateur gradient symétrique. On donne dans le tableau
suivant les matrices courantes en mécanique [21]. Ces matrices sont valables lorsque le

g s T ; .
vecteur des DDL local 8'éerit : U = [u}“ uy' udtoupt ow)? ;) -u.j'].
Nom Symb. Expression 2D Expression 3D
: ' Matrice 6 x 12
Matrice 3 x 9 Fr o1y
[J G 0 0

17
G, 0 0 [J71G]ay 0

Ciradient 0 [J G
symétrique [/ [J71G)

répéter i droite en inerémentant -
lindice de droite jusqu'a 3

20 1 0 1 0

o 2 0 1 0 1
[elet T L0 2 0 1 0

24 ‘ ) ‘ ] ‘

Matrice de 010201 M) (06, 5+ Gujys + Oiga + oo
- M L O 1 0 20 L2 W W

masse 046 + Oipey + 0o + Oigoy)

01010 2

2(5,'.} | hil'&.f + ...
...n"Jf"l,'.g } 1‘"”4.,;‘ | f\’f\}M

”l

0 0 [J'G)n

0 [J'Gls [J7'G
[ 0 [~ G
[J1CQ) 0 [J'G)
répéter a droite en inerémentant

I'indice de droite jusqu’a 4

Matrice de K ldetd| T 1yevpy ' est le tenseur des constantes élastiques en
rigidité i . notation de Voigt
Matrice o’
amortissement 'y ol + AM .« et §sont les coellicients de Rayleigh
(Rayleigh)
T <
. Sy
Ky 7o les for Tol avee T les forces
Second membre I |.|¢;:.f| T avec JI", l.h‘ [ll(.(.h. %llﬂ Jy| ave j.l. W. lur_uh
281 volumiques planes f,| volumigues 3D
Jo it
fo
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Petite bibliotheque d’éléments
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Pts de Gauss dans

Agll

Ag2

Coord.des nceuds

Apercu et 1
de I'elt de ref [ "1]
An2

dénomination

I'elt de réf.[

. B3 [1 0 0 [1/3]
X 01 0 1/3
©.0) R
Iy
O\ t 01005 05 0 111 4 1 1
- 0 01 0 05 05 5[1 1 4] G
X X _
- -
q42L
1 - — —1 1 —1

25/09/2023

Poids d
S ee Fonct. de forme N
Gauss Wy
T
1 ;1
9 2
2 =2,
(1= =201 24, ~24)) —3+ 401, +
L] on 1 344Gt
M1 =2, -1, _
6 6 4 (14/11/12 ) s _23/111
42,1 =2 = 12) i
(11— 201 =T
1 (1+ ’11)(1 — /12) —(1-21y)
111] = 144
-(1 o }{1)(1 + /12)-
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. . . N
Dérivée des fonct. de forme —

i Y}

1 0 -1
0O 1 -1
1) —1+4A, 0
A2) 0 —1+41,
— 1) 4, —42,
42, 41— A —24y)

1-24, 142, —(1+41)

—(142) 1+4 1-X4
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