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L’objet de cette note est d’établir les formules suivantes
2177
In(m) = 7+ 3 2o, (1)
p=2 p

et, pour m € N*,

n(r) = 23" In(k) + 2m+1)(y - Z%) + 22(7”;2)')(4@) Y kip) L@
k=1 k=1 p=2 k=1

ou In désigne le logarithme népérien, 7 le rapport de la circonférence d’un cercle a son diametre,
~ la constante d’Euler et ¢ la fonction zéta de Riemann. On rappelle que, pour s € R avec
s>1,

) = Yo 3)
k=1

ol la série converge absolument. L’identité (1) est une interprétation adéquate de I'identité (2)
pour m = 0.

La formule (1) découle d’une formule connue concernant la fonction strictement positive T’
définie, pour s € R avec s > 0, par

—+o0
T'(s) :/ ts et dt
0

En effet, il suffit de prendre s = § dans lidentité connue suivante (cf. [AS, WW, Wi])
- ¢(p)
Vsel- 11, I(T(1-s)) = s+ =L gP
1;2 p

sachant que I'(3) = /7. L’auteur n’a pas trouvé de trace des égalités (2) pour m € N* dans
la littérature mathématique. Cependant, il est peut-étre possible de les relier a des formules
connues sur la fonction I'.

La preuve proposée des identités (1) et (2) ne fait pas explicitement intervenir la fonction
I" et repose sur des techniques élémentaires du niveau de deuxieéme année universitaire. En
particulier, il semble raisonnable de tirer de cette derniére un sujet de concours pour les grandes
écoles.

Le reste de la note est consacré a la preuve des relations (1) et (2). La preuve proposée de
la formule (2) couvre en fait celle de la formule (1) mais, pour plus de clareté, on a choisi de
présenter la preuve de (1) dans la partie 1 et celle du cas général dans la partie 2.



1 Preuve de la premiere formule.

On counsidere la suite de fonctions (f,)nen+ définies sur R par

Fult) = <1+t§>n _ enin(145) (4)

En utilisant la formule de binéme de Newton, on vérifie que, pour tout n € N* et tout ¢t € R,

2\"
(1+> > 14t%,
n

ce qui donne la domination 0 < f,, < f1, avec f; intégrable sur R. (En étudiant les variations
de In(fp+1/fn), on peut méme montrer que (f,)nen+ est décroissante pour I'ordre habituel sur
les fonctions). A Taide du développement limité & 1'ordre 1 de la fonction In, on montre que
(fa)nen+ converge simplement vers la gaussienne g : R — R donnée par g(t) = e~*". Par le
théoreme de convergence dominée, on en déduit que

A f = /Rw (5)

11 est bien connu que Uintégrale de g sur R est /7. (Ce résultat peut se montrer en utilisant
des intégrables doubles). On va maintenant calculer la limite dans (5) d’une autre maniere, ce
qui donnera la formule (1).

Pour n € N* et z > 0, on pose

]()f/wi ot I /Jroodt
mET )y ey mT L a+er

Comme n > 1, I, est fini. En effectuant le changement de variable ¢ = wy/n, on vérifie que,
pour n € N* et z > 0,

/:fn(t)dt = Vi ().

et, en prenant la limite quand x — +oco et en utilisant la parité de f,, on obtient

Vn e N7, / fo = 2yl . (6)
R

En utilisant une intégration par parties appropriée, on montre que, pour n € N* et x > 0,

1
2n

x

L (2) = (1f et

)In(z) +

En passant a la limite x — 400 dans cette égalité, on obtient la relation de récurrence

Vne N, I, = (17%)%'

Comme I; = 7/2, on montre alors par récurrence que

Vn € N*, In:g«H(lfi). (7)

En utilisant le développement en série entiere de la fonction | —1; 1[3 ¢ — — In(1 — ¢) donné par

vtel—1;1], —In(1-—1) :it;, (8)



on obtient, pour tout n € N*, en partant de (7),

In(2y/nl,) = In(r) + In(vn Zln(l— —)

— In(r) + kzlpz; pkp
1 n—1 oo
= In(m) + 5(111(71) - Z ) ;Z pk;p

= lIn(n) + % + %(111(71) kz ) ZZW. 9)

On utilise maintenant le résultat bien connu qui définit la constante d’Euler. Il existe v € R

(en fait v €]0; 1]) tel que
. ~1
. ( B >> -
k=1

En reportant dans (9) et en tenant compte de (5) et de (6), on voit que le dernier terme de (9)
a une limite finie donnée par

n—1 oo

fm S 20— (m) - 3 - n(vA) = g lnt) -

lclp?

(10)

o2

En utilisant un résultat sur les séries doubles & termes positifs (une version discrete du théoreme
de Fubini en fait), on redémontre la convergence de la série Y, -, (p2PkP)~*, pour tout p > 2,

et on a la formule
Z =3 = Z C( )
=1
ns (1

pB) Pt i

k=1p= 2 p=2

p=2

d’apres (3). En reportant cette information d 0) et en multipliant par 2, on obtient (1).

2 Preuve de la formule générale.

Pour montrer la formule (2), on suit la méme démarche que précédemment en utilisant la
transformée de Fourier de la gaussienne g définie par

+oo ) 5

VEeR, G(&) = / e e dt . (11)
— 00

Aprés avoir montré la régularité de G (la classe C! suffit), on peut, & I'aide d'une équation

différentielle et de la valeur de I'intégrale de g sur R, la calculer explicitement et on trouve

m£2m

m' 4m
en utilisant le développement en série entiere de la fonction exponentielle. Ici m! est défini par

récurrence en posant 0! = 1 et, pour m > 1, m! = m-(m—1)!. En particulier, pour tout m € N,
la dérivée (2m + 1)-iéme de G s’annule en 0 et

GPm(0) = ﬁw : (13)

On considere la suite de fonctions (F},),en+ définies sur R? par

) t2 -n . +2
Fo(t:§) = e_lt£<1+n> = o) (14)



On remarque que, pour tout ¢t € R et tout n € N*| F,,(¢;0) = f,(t), ou f, est donnée par (4).
Pour m € N, pour tout (¢;€) € R2, on a, en utilisant la convergence simple de (f,,)nen+,

OmE (7it)m67it§ i 2
agmn W ayd (—it)™e e, (15)

(t:6) =

uniformément par rapport a £ et ponctuellement en ¢. Pour m € N, posons N,,, = F (mT'H) +1,
oll E/ désigne la fonction partie entiere. On a N,,, = 7 + 1 si m est pair et N, = mT_l +1sim
est impair. En utilisant la décroissance de la suite de fonctions (| f,|)nen+, on vérifie que, pour
m € N, pour n € N* avec n > N,,, pour tout (t;£) € R?,

O™F,
ogm

0™FN,,
ogm

o) < | (t:0)

; (16)

le majorant étant une fonction indépendante de n et de £ et intégrable en ¢t sur R. Par le
théoreme de convergence dominée a ¢ fixé,

o"F, \m—ité —t?

;&) dt — (—it)™e e dt. (17)
R 8§m n—oo [p

On vérifie que cette convergence est en fait uniforme par rapport a £ dans R. Par le théoreme

de dérivation des intégrales généralisées, G est de classe C*° et, pour tout m € N,

VEeR, GM(¢) = / (—it)me et gt . (18)
R

Ce méme théoréme permet de montrer que le membre de gauche de la formule (17) est continu
en £. Par le théoréme de la double limite, on déduit de la converge uniforme dans (17) que,
pour tout m € N,

. omF,
lim

OmF,
A | g (t;0)dt = lim lim

n—00 {—0 R afm

Gt = m G = G0).  (19)

Lorsque m est impair, cette égalité n’est pas intéressante puisque le terme le plus a gauche et
le terme le plus a droite sont nuls. En revanche, on va exploiter ’égalité, pour m € N,

. an Fn
lim —_—

dm | e (t;0)dt = G@™(0). (20)

Comme dans la premieére partie, la formule (2) cherchée va découler de (13), de (20) et d'un
calcul explicite du membre de gauche de (20).

Soit m € N et n > Ny, = m + 1. En faisant le changement de variable ¢ = uy/n sur un
intervalle [—T'; T] puis en faisant tendre T vers 400, on obtient

an Fn
R ang

+oo 2m
u
Tnim = .
’ /_oo T+ a2

En effectuant une intégration par parties sur un intervalle [—T'; T'] puis en faisant tendre T" vers
400, on vérifie la relation

(t,O)dt = (_1)mnm+%<}n;m7 (21)

ou

2m +1
2n
ce qui conduit & la relation de récurrence, pour m € N* et n > Na,,, = m + 1,

Jn;m = Jn+1l;m + Jn;ma

2m+1
2n

Jnitom = (1— )Jmm.



Par récurrence sur n, on en déduit que

n—1
2 1
Yn >m+1 ) Jn;m = Jm+l;m H - TT;]:— ) . (22)
k=m+1

En effectuant une intégration par parties sur un intervalle [—T'; T'] puis en faisant tendre T" vers
400, on montre la relation, pour m > 1,
2m — 1

Jm+1;m = om Jm;m—1~

Sachant que Ji,0 = I; =, on voit, par récurrence sur m, que

2]—1 2m—-1)2m —3)---3-1 m(2m)!
v EN,  Jmirim = Jio- H B (2m~221(n—1)')'-4~2 B 4m((m'))2' 29)
Jj=1 )

En tenant compte de (21), (22) et (23), on obtient, pour m € Net n > m + 1,

4m m' H ( 2m + 1) . (24)

k=m+1

0*mF,
8§2m

T (t:0)dt = (—1)"n" 7tz

En combinant (13), (20) et (24), on obtient

n—1
2 1
limv, = m! enposant v, = \/En””%o H (17 W;]—: ), pourn >m-+1.
k=m++1

Maintenant, en utilisant (8), on écrit, pour n > m + 1,

In(v,) = %ln(w) + (m+ %) In(n) + i ln(l - 2”;2_ 1)
k=m+1
= —lIn(m) + (m+ %) In(n) — nil i (mpzpz)p
k=m+1p=1
= —lIn(m) + (m—|— %) (ln(n) — Z %) _ Z Z (mp—;;)p
k=m+1 k=m-+1p=2
= %ln(ﬂ) + (er %) i% + <m+ %) (% +1In(n) — Z%) _ nz Z (mp‘]:pé)p
k=1 k=1 =m+1p=2
m n—1 oo »
In(m!) = %ln(ﬂ') + (m + %) (Zli _,y> _ Z Z (mp::p;) + o), (25)

lorsque n tend vers U'infini. En utilisant un résultat sur les séries doubles & termes positifs (une
version discrete du théoréme de Fubini en fait), on obtient la formule

m+ L (m+ 3P S 2 (m+ 4P 1
el S ¢y -3 ),
k=m+1 p=2 p=2 =m+ p=2 k=1

d’apres (3). En reportant cette information dans (25) et en multipliant par 2, on obtient la
formule (2) puisque

In(m!) = > In(k).
k=1
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