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La Geometria de la Teoria de los Conjuntos (Pitch-Class Set)

The Geometry of Pitch-Class Set

Por Josué Alexis Lugos Abarca
Centro Universitario de Musica Fermatta

josuealexis22@agmail.com

Resumen

En el presente articulo, se formalizara ain mas la teoria de los conjuntos (mejor conocida
como pitch class set) a un lenguaje mateméatico mas claro y ordenado. De esa misma
manera, se desarrolla la teoria de los conjuntos a un contexto geométrico, concluyendo
que dos notas musicales corresponden a un punto en el plano cartesiano y que
considerando el movimiento melddico, los puntos se pueden relacionar mediante
vectores formando una trayectoria melddica. Por ultimo, se presenta una ecuacion que
calcula el area de un poligono formado por un conjunto empleando Unicamente las notas
gue pertenecen a dicho conjunto.

Palabras clave: teoria de conjuntos; puntos en el plano cartesiano; vectores; poligonos;
area.

Abstract

In the present article, pitch class set theory is further formalized into a clearer and more
orderly mathematical language. In the same way, set theory is developed to a geometrical
context, concluding that two musical notes correspond to a point in the Cartesian plane
and that considering the melodic motion, the points can be related by vectors forming a
melodic trajectory. Finally, an equation is presented that calculates the area of a polygon
formed by a set using only the notes that belong to that set.

Keywords: pitch class set; points in the cartesian plane; vectors; polygons; area.


mailto:josuealexis22@gmail.com

1. Introduccién

La teoria de los conjuntos (pitch class set) se considera un lenguaje musical construido
con el propésito de sistematizar la composicion atonal ante el serialismo (Perle, 1972),
desde sus principios este lenguaje musical estuvo bastante relacionado con las
matematicas, en especifico, en la teoria de conjuntos, las notas musicales pasaron a ser
comprendidas como numeros y a ser operadas mediante el algebra de conjuntos como
la union, la interseccién, etc. (Suppes, 1972), (Vazquez, 2006). Esta nueva perspectiva
inspird a investigadores a desarrollar ain mas la teoria musical junto con la matematica,
llegando a concluir que la geometria es el mejor campo mateméatico que puede encajar
con la musica, en evidencia a esto, tenemos por ejemplo: los ejes axiales de Bartok, los
Coltrane’s Changes (Porter et al., 2013), la teoria geométrica de los acordes de
Tymoczko (Tymoczko, 2006), etc. Todos estos trabajos se basan y aplican dentro del
sistema tonal, sin embargo, existe la misma naturaleza geométrica musical en la teoria
de los conjuntos, la cual fue mostrada en la investigacion de Roeder (Roeder, 1987).

Tales investigaciones buscan mediante la geometria construir nuevos lenguajes y
procesos de composicion que generen nuevas sonoridades o propiedades creativas
entorno a la musica tonal o atonal, no obstante, el enfoque de este articulo no es el de
proponer una geometria que nos dé una nueva manera de composicion atonal, mas bien,
daremos la vuelta a este pensamiento e indagaremos si la teoria de los conjuntos
musicales manifiesta una relacion con la geometria mas all& de una cuestion creativa
sino una relacién que se puede considerar como matematica-musical pura.

2. Preliminares

Primero, vamos a formalizar el lenguaje matematico de los conceptos de la teoria pitch
class set que usaremos dentro de este articulo.

Forma original (FO): Se define como cualquier conjunto de notas cuyo cardinal |J| no es
mayor a seis notas ni menor a tres notas.

1) = (ng, Ny, Ny...Ns5) (2.1)

Donde n; es la nota musical representada numéricamente de acuerdo con los valores
establecidos en la teoria de los conjuntos (Vazquez, 2006).

Forma original ordenada (FOO): Es el conjunto de la forma original (FO) ordenado
numéricamente, el operador que representa esta accion es 9°.

a° ~—
Ty > T (2.2)
Veamos como funciona. Consideremos el siguiente conjunto:
) = (11,4,7) (2.3)

Al aplicar el operador 9°, tenemos que:

0° —
my = (11,4,7) > ) = (4,7,11) (2.4)



Forma ideal original (FIO): El conjunto de la forma original ordenada cuyos elementos
tenga la menor distancia intervalica entre ellos.

La formula es (Vazquez, 2006):
(x,y)=y—x (2.5)
La metodologia de resolucion de esta férmula se puede generalizar de esta manera:
Eg = (ng,ny,np), RY = (ng —ng) + X5 = (n, —ny) =dy (2.6)
7;? = (ny,np,n9), R = (nz —ny) +8f = (g —ny) =d,
7}? = (ny,n9,1y), NG = (ng—1ny) + R} = (0 —ng) = dy

Tal que d; es la distancia intervalica de cada conjunto, por otro lado, las resoluciones de
X puede darnos como resultado un numero negativo, al ser asi, debe de sumarse doce

para respetar el circulo de quintas, de modo que, para satisfacer esta condicion intervalica
construimos la siguiente funcién que sera aplicada a las resoluciones de 2.6.

{si R e N~ - R+ 12 2.7)
SiRf €N > R+ 0
Resolviendo el proceso de 2.6 para el conjunto 7?2 de 2.4 obtenemos:
0 =(4711), [R0=(7-4)=3+R,=(11-7)=4]=7 (2.8)
0 =(7,114), [R0=(11-7)=4+R =(@4—-11)=5]=9
0 =(1147), [R0=(4—-11)=5+K8=(7—-4)=3]=8
Entonces, el conjunto de la forma ideal original es:
0 = (4,7,11) (2.9)

Forma invertida de la forma ideal (FIFI): Es el conjunto invertido del conjunto de la forma
ideal original, su operador es:

ol = f(n) =12 — n; (210)
Por tanto:
— 9l —
Ty > "y (2.11)
Por ejemplo, retomemos el conjunto 7?2 de 2.9 y apliqguémosle el operador 9’.

— 9l —
md = (4,711)> (12— 4),(12-7),(12 - 11) = (8,5,1) -~ & = (8,5,1) (2.12)

Forma ideal invertida (FIl): ElI conjunto de la forma invertida de la forma ideal cuyos
elementos tenga la menor distancia intervalica.



Misma metodologia que en 2.6, pero ahora solo hacemos distincion en la notacion para
las notas del conjunto de la forma invertida.

o = (o, By, ) D Ry = (B —Ro) + 85 = (R —my) = ¢y (2.13)
7Y = (R, R,0) DR =B, —r) + R =R —ny) =4
7y = (R, %0, 71) — Ry = (Rg — #) + 8 = (Ry — 1) = &y
Cuya funcién es:
{si ® €N™ -8 +12 (2.14)
si® €Nt > R +0
Resolviendo para el conjunto ;g de 2.12, vemos que:
7 =(158), [R3=(5-1)=4+8,=(8-5)=3]=7 (2.15)
7 =(581), [R0=(8-5)=3+8=(1-8)=5]=8
70 =(8,1,5), [Rd=(1-8)=5+8=(G5-1)=4]=9
Por ende, el conjunto de la forma ideal invertida es:
;g = (1,5,8) (2.16)

Forma normal (FN): Es el conjunto con la menor distancia intervalica entre la forma ideal
original y la forma ideal invertida, el desarrollo de resolucion es similar a 2.8 y 2.15. Para
la forma normal tenemos que:

my = (ng,ny,mz), g = (np —np), 5 = (ny —ng) (2.17)
7y = (Ro, 1, %2), 39 = (By —Rp), 3 = (B —Ro)

Donde :1]‘3 es la distancia intervalica de cada conjunto. Se busca mediante 2.17 saber cual

de los conjuntos ) y %] tiene la menor distancia intervalica dentro de sus elementos, por
tanto, construimos la siguiente funcién que cumple con esta condicion:

$i3§ <38 — nd =FN (2.18)
Sia) >3y > =) =FN
Siat <3t — 0 =FN
Siat >3t — &) =FN
Tomemos en cuenta los conjuntos:
0 = (4,7,11), #0 = (1,5,8) (2.19)
Calculemos la forma normal de acuerdo con 2.17:

ml =(4711), ¥ =11-4) =7, B =(7—-4) =3 (2.20)



#0=(158), 3=8-1)=7 3s=(G5-1)=4
Por lo tanto, el conjunto de la forma normal es:
"l = (4,7,11) (2.21)

Forma primaria (FP): Es el conjunto cuyo primer elemento es transportado a cero del
conjunto de la forma normal. Su operador es:

0" = f) = (ng — np), (ny — ny), (ny — nyp) (2.22)
Por ende:
o S (2.23)

Resolvamos la forma primaria para el conjunto "r{) de 2.21.

—_ aT
"9 = (4710 > [(4 -4 =,(7,—4) = (11 - 9] = (03,7) (2.24)
Entonces la forma primaria de ”7?2 es:
170 = (0,3,7) (2.25)

Redefinidos matematicamente estos conceptos musicales de la teoria pitch class set,
tenemos el marco tedrico suficiente para el desarrollo del articulo.

3. El Movimiento Melédico Como Un Vector
Enfoguémonos en el proceso para calcular el conjunto de la forma ideal original en 2.6.

Resulta peculiar que la forma de la ecuacion N} se parece bastante a la férmula de
distancia entre dos puntos del espacio euclideo (de Oteyza, 2005), la cual es:

d? = (x — x1)% + (v — y1)? (3.1)
Podemos rescribir la férmula de la distancia intervalica de 2.6 de esta manera:
do = (ny —ng) + (np; —1ny) (3.2)

Comparando 3.1y 3.2, se nota mas la similitud entre ambas expresiones, por tanto, basta
con elevar al cuadrado los términos (n, —n,) y (n, —n;) para conseguir una ecuacion
analoga a 3.1.

do =/ (01 = 19)? + (n; — ny)? (3:3)

En consecuencia a 3.3, cabe la interpretacion de que las notas musicales n; sean la
representacion de puntos en el plano cartesiano, es decir, a partir del conjunto:

7?2 = (o, My, M2) (3.4)



Que de acuerdo con 3.3 se forman los siguientes puntos:

1 _ 2 _

ny = (ng,ny), g = (ng,ny) (3.5)
Tal que para el punto: 3, ng = x;, ny = y; y para el punto: ©g, ny = x,, n, = ys,.

La interpretacion de que dos notas musicales sean un punto en el plano cartesiano
coincide con el trabajo de Tymoczko (Tymoczko, 2011), la diferencia es que Tymoczko
solo usa la notacion musical americana, mientras que, en este articulo aprovechamos la
representacion numérica de la teoria de los conjuntos. Esto nos da una mejor
aproximacion a valores reales dentro del plano cartesiano.

Podemos involucrar a este contexto el movimiento melddico, que para un conjunto de
notas musicales se visualiza como:

ng —n; —n, —ng (3.6)
De ese modo, tendriamos tres puntos en lugar de dos, los cuales serian:
my = (ng,nq,mp); w5 = (ng,ny), m§ = (ny,ny), w5 = (ny,ng) (3.7)

Entonces, considerando el movimiento melédico podemos formar los siguientes vectores:

5 —_—— —_—

— 12 U —2-3 1 — 3.1
V, = myng, V, =mgmy, V.= mymg (3.8)

Siny, =11,n, = 4, n, = 7, con ayuda de GeoGebra tenemos la siguiente representacion
visual:

Vector No.2: @ =5

Vector No3: m) Tﬂ; =81

5 P
7 Ty = (4,7)

Vector No.l: w} 7:?. =76

1 2 3 4 3 6 T 8 £l 10 " 12

Figura 3.1: Puntos y vectores del conjunto 7?2

Este concepto, respecto a los puntos en el plano cartesiano que se obtienen de los
conjuntos de notas musicales puede ser extendida al conjunto de la forma ideal invertida,



como también del conjunto retrogrado de la forma ideal original "=« 0 y el conjunto
retrogrado de la forma ideal invertida .

Por ejemplo, los puntos y vectores del conjunto de la forma ideal original son:

7:;2 = (n01 nll nZ)I Fg - (nOInl) T[O - (nl’nz) T[O - (7’7-2, nO) (3'9)

 ——  ——
— 177 — 23 — 7371
Vo = momy, Vy =mgmg, Vo= mymg

Mientras que, los puntos y vectores del conjunto retrogrado de la forma ideal original son:

T7T8 = (nz,nbno); rTfé = (np,ny), rné = (n1,n0)' rng = (nolnz) (3.10)
Vo= TmyEE V= Tmi W, V= fmimh

Puntos y vectores del conjunto de la forma ideal invertida:

FF(()) = (R, By, 72), é = (#0,71), ﬁo = (71, R), 8 = (2, %9) (3.11)

Puntos y vectores del conjunto retrogrado de la forma ideal invertida:

"y = (1, Ry, Ry), Tmy = (g, my), TR = (B R), TRy = (Roa) (3.12)
V=" wLTRE, Vo= "mETES, V= TmTm}

Bajo este contexto, la ecuacién 3.3 describe la trayectoria de distancia del movimiento
melédico J de un conjunto de notas musicales, que se rescribe de esta manera: (3 13)

J =[(ny = ng)* + (ny — ny)?1 + [(ny — ny)* + (ng — n2)%] + [(ng — n2)? + (ng — np)?]

4. Poligonos de la Teoria de los Conjuntos

Regresemos a la representacion visual de la trayectoria J en la figura 3.1, otra manera de
estudiarlo es trazar entre los puntos un poligono, de modo que obtenemos:

b= (7,11

2 3 ‘ 5 5 7 8 s o 1 12

Figura 4.1: Poligono formado por los puntos del conjunto 7?3



A continuacion, graficamos el resto de los puntos de los conjuntos "wd, 70 y &,
obteniéndose las siguientes figuras:

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

Figura 4.2: Poligonos formados por los puntos del conjunto ), &3, "m0y "#g.

Donde el poligono rojo esta formado por los puntos del conjunto g, el poligono azul esta
formado por los puntos del conjunto %], el poligono verde esta formado por los puntos
del conjunto "zJ y el poligono naranja esta formado por los puntos del conjunto "#].

Algunas propiedades que comparten estos poligonos, es que para los cuatro poligonos
tenemos el mismo valor de las areas y de los angulos. Véase en la figura 4.3:

Areade ABC=18.5

-1 1 2 3 4 3 3 7 3 a 10 " 12

Figura 4.3: Areas y angulos de cada poligono.



El &rea que se forma por los poligonos de los conjuntos se puede calcular con la siguiente
formula:

A= %[(no)z + ()% + (np)?] = [ngny + nyng + nyny| (4.1)

Esta expresion funciona si |rJ| = 3.

A continuacion, presentamos las férmulas para calcular el area cuando los conjuntos
tiene diferentes nameros cardinales.

Si|nd| =4
1
A= > [(ng)? + (n1)? + (n3)? + (n3)?] — [ngn, + nynz + nyny + nyny| (4.2)
Si|nd| =5 (4.3)

1
A= > [(ng)? + (n1)? + ()% + (n3)? + (ny)?] — [neny + nynz + nyng + nang + nyny|

Silnd| =6
1
A= [(ng)? + ()% + ()% + (n3)2 + (ny)? + (ng)?] — (4.4)
[nony + nyng + nyny + ngng + nung + ngny|
Si|nd| =7
1
A= 2 [(ng)? + (n)* + ()% + (n3)* + (ny)? + (n5)% + (ne)?] — (4.5)
[nony + nyng + nyn, + ngns + nyang + ngny + ngny |
Si|nd| =8

1
A=5[Me)* + (m)? + (1) + (n5)” + ()? + (n5)? + (n6)* + ()] = (4.6)

[non, + nyns + nyn, + ngng + nung + nsn, + ngng + non, |

Para terminar este apartado, presentamos la siguiente igualdad que se descubrid
mientras se investigaba la ecuacién 4.1.

“Sea n) el conjunto de la forma ideal original / |zJ| =3 y ®# el conjunto de la forma
invertida de la forma ideal / |#)| = 3, la suma de los elementos de n) y #J es igual al
producto de |r|mod12”.

(ng + ny + ny) + (o, 7y, B,) = |13 |Mod12 (4.7)



5. Conclusién

Este trabajo se puede dividir en dos partes principales: la primera es la formalizacion de
algunos de los conceptos de la teoria pitch class set, cuyo orden matematico podria
permitir que la ensefianza de este lenguaje musical sea mas practico de entender y de
divulgar, por otro lado, a partir de la férmula de distancia intervalica proponemos que los
conjuntos de notas musicales realmente representan puntos en el plano cartesiano y que
cierta geometria es capaz de ser formada mediante poligonos, ademas, esta geometria
manifiesta propiedades simétricas con los conjuntos de la forma ideal invertida como de
sus retrogrados en referencia a valores como el area y los angulos. Con todos estos
resultados, podemos considerar en formato de conjetura la idea de que las ecuaciones
4.1 a 4.6 representan la estrecha relacion entre la matemética pura y la teoria musical
(en este caso en el campo atonal), mas alla de ser una herramienta de composicion
musical, es claro que existe una posible relacion en un sentido abstracto y no creativo.

El paso siguiente es estudiar si las propiedades geométricas tienen alguna
representacion musical, es decir, si el area o los angulos de la figura 4.3 representan algo
en el contexto musical que se adentren dentro del campo de la teoria o el de la
interpretacion musical. Todas estas hipotesis se desarrollaran en futuros trabajos.
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