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PRODUIT TENSORIEL D’ESPACES
VECTORIELS

par

Robert Rolland

Résumé. — On définit le produit tensoriel de deux espaces vectoriels
et on en expose quelques propriétés. Ce produit tensoriel est relié au
produit de Kronecker de deux matrices. On généralise au produit de
plusieurs espaces vectoriels, on introduit la notion d’algébre tensorielle.
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1. Introduction

Ces quelques notes sont un début de présentation de la notion de pro-
duit tensoriel de deux espaces vectoriels. On y ajoute une présentation
trés rapide de la notion de tenseur d’ordre quelconque, ainsi que des no-
tions de contravariance et covariance. Le lecteur intéressé par le calcul
tensoriel et des exemples d’applications en physique pourra se reporter au
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superbe exposé d’André Lichnerowicz (1915-1998) « Eléments de calcul
tensoriel », soit dans une version originale de la librairie Armand Colin,
soit dans une réimpression par les éditions Jacques Gabay.

Soient E, F, W trois espaces vectoriels sur un méme corps K. Soit B
une application bilinéaire de ' x F' dans WW. On aimerait ramener, en un
certain sens, cette application bilinéaire & une application linéaire d’un
certain espace T, a construire, dans W. C’est 14 le but de la construction
du produit tensoriel T' de E par F. C’est a la lumiére de cette remarque
qu’on peut mieux comprendre les constructions du paragraphe suivant
qui sont inspirées par le résultat a atteindre. Bien entendu la simplifica-
tion de 'application bilinéaire en une application linéaire se paie par une
complication de I'espace de départ T' qui doit capter toute la complexité
de la bilinéarité de ’application B.

2. Définition du produit tensoriel

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On note
[E x F] I'espace vectoriel sur K des combinaisons linéaires formelles d’élé-
ments du produit £ x F. Plus précisément :

[Ex F] = Z Ay (2, y) | A partie finie de B x F, Az € K
(z,y)€A

On note G le sous-espace vectoriel de [E' X F| engendré par les éléments
de la forme :

(Z Ao, Y uyy> — > amlry).
TEA yEAo (z,y)EALI X Ag

Nous allons identifier ces éléments a zéro, c’est-a-dire qu’on définit :
E®kg F=[E x F|/G.

Définition 2.1. — L’espace vectoriel F Q@ F' est appelé le produit
tensoriel de E par F' sur le corps K. Quand aucune confusion n’en résulte
on note simplement £ ® F' le produit tensoriel sur K de E par F.
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Notons alors ¢ Iapplication qui & (x,y) fait correspondre sa classe,
qu’on note encore r ® y. Ainsi ¢ est la restriction a £ x F' de la sur-
jection canonique de [E x F] sur son quotient £ ® F. Compte tenu de
la construction du produit tensoriel nous avons les premiéres propriétés
suivantes :

Proposition 2.2. — Soit Ay (resp. Ay) une partie finie de E (resp. de
(1) Les éléments x®y forment un systéme de générateurs de EQ F.

(2) (Dpen, M) @ (Doyen, Fy¥) = D (oyyens xap Aably(T @ Y).

La relation (2) peut encore s’exprimer en disant que lapplication ¢ est
bilinéaire.
En particulier d’apreés la relation (2) on peut écrire :

(1) (Az) @ (ny) = Ap(r @ y),

ce qui, sachant que les éléments xr ® y engendrent £ ® F', nous permet
d’écrire tout élément de F ® F sous la forme :

(2) t= Y z@y,

ou A est une partie finie de E/' x F. Cette écriture n’est pas unique comme
le montre I'exemple élémentaire suivant :

(t1+29) QY=21 Yy + T2 Y.

Nous reviendrons plus tard sur les problémes posés par cet état de fait.
Remarque 2.3. — Remarquons aussi que la construction nous montre
tout de suite que E' ® F' est isomorphe & F ® E.

Quand on écrit de maniére naturelle les éléments ¢ du produit tensoriel
sous la forme (2), comme le systéme générateur (x ®y)(y)cpxr n'est pas
une base, il n’est pas immédiat de savoir si ce qu’on est en train d’écrire
est nul ou non. Cela va constituer une partie de ’étude du paragraphe
suivant. En attendant, il y a des cas trés simples ot ’'on peut repérer que
ce qu'on écrit est nul. I1 découle directement de la relation (1) que :

0®y=2®0=0.

(Ici il faut un peu jongler avec la signification des zéros. En effet il y
a le zéro du corps des scalaires, le zéro de l'espace vectoriel F, celui de
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I’espace vectoriel F', celui de I'espace FF ® F', et on pourrait aussi parler
de celui de E x F' et de celui de [E x F| qui jouent également un role
dans 'affaire. On compte sur le lecteur pour mettre tout le monde & sa
place).

3. Applications bilinéaires et produits tensoriels

Nous en arrivons alors au cceur du sujet, c’est-a-dire la correspondance
entre application bilinéaire sur £ X F' et application linéaire sur £ ® F'.
Nous allons noter B(E x F, W) ’ensemble des applications bilinéaires de
E x F dans W et L(E ® F,W) I’ensemble des applications linéaires de
E® F dans W
Théoréme 3.1. — L’application vy définie sur L(E & F,W) par
w (b) = bo ¢ est un isomorphisme de L(E @ F,W) sur B(E x F,W).
Démonstration. — Soit b € LIEQF, W) et B = ¢y (b) = bo¢. On vérifie
immédiatement que B est une application bilinéaire et que I'application
Yy est linéaire. Cette application est injective, en effet, si ¥y (b) = 0,
c’est que bo ¢(x,y) = 0 pour tout (z,y), c’est-a-dire que b(z ® y) = 0
pour tout z®y. Comme ces derniers éléments engendrent ’espace F® F,
c’est que b = 0.

L’application ¢y est aussi surjective. En effet, soit B € B(E x F,W).
Pour tout élément ¢t € E ® F' définisons b(t) de la fagon suivante : on
prend une représentation de t sous la forme ¢t = Z(%y) cA AzyT @y et on
pose

b(t) = Y AeyB(x,y).
(z,y)eA
Cette fagon de définir b(t) est bien indépendante de la représentation
choisie pour t en vertu de la définition de G. On a bien trouvé b tel que

Yw(b) = B. L]

Ainsi le produit tensoriel de E et de F' est un espace vectoriel T' qui
vérifie :
Propriété 3.2. — 1l existe une application bilinéaire ¢ de £ x F' dans
T de telle sorte que :

(1) ¢(E x F) engendre T;
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(2) pour tout espace vectoriel W, l'application ¢y de L(T, W) sur
B(E x F,W) définie par ¢y (b) = bo ¢ est un isomorphisme.

Cette propriété donne lieu au résultat universel suivant :
Théoréme 3.3. — Soit V un espace qui vérifie la propriété 3.2, c’est-
a-dire qu’il existe une application bilinéaire 0 de E x F dans V de telle
sorte que :

(1) O(E x F) engendre V ;

(2) pour tout espace vectoriel W, Uapplication &y de L(V, W) sur
B(E x F,W) définie par &w(u) = wo 6 est un isomorphisme.

Alors V' est isomorphe o E® F.

Démonstration. — Soit 6 'application bilinéaire de ' x F' dans V' donnée
par la propriété (3.2). Si on prend W = E ® F et si on considére 'appli-
cation bilinéaire ¢ € B(E x F, F ® F'), alors par hypothése il existe une
application linéaire v unique de V dans W = F ® F' telle que uwo 6 = ¢.
Par ailleurs, d’aprés ce qu’on a démontré sur les produits tensoriels, on
sait qu’il existe une unique application linéaire v de £ ® F' dans V telle
que vo¢ = . En conséquence vouof = . Mais par hypothése, (E x F')
est une partie génératrice de V. Donc I'application v o u est 'identité sur
V. Pour la méme raison u o v est l'identité sur £ ® F. Donc u est un
isomorphisme d’inverse v. O

Le théoréme suivant donne une autre interprétation de l’espace des
applications linéaires définies sur £ ® F' a valeurs dans W.
Théoréeme 3.4. — L’espace L(E @ F,W) est isomorphe a ['espace
L(E,L(F,W)).
Démonstration. — 11 suffit de montrer que B(E x F, W) est isomorphe a
L (E JL(F, W)) Pour cela on définie I’application 7 qui & toute applica-
tion bilinéaire B de E x I’ dans W associe ’application linéaire u = 7(B)

de E dans L(F, W) définie par :
u(@)(y) = B(z,y).

La linéarité de B par rapport & y implique bien la linéarité de I'application
u(z) ce qui prouve que u(x) est dans L(F,W). La linéarité de B par rap-
port a x implique la linéarité de u. L’application 7 a bien un noyau réduit
a {0} c’est-a-dire qu’elle est injective. De plus si f € £ (E, L(F, W)) on
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peut construire f(z,y) = f(z)(y) qui est bien une application bilinéaire

de E x F dans W vérifiant 7(f) = f, c’est-a-dire que 7 est surjective. [

Corollaire 3.5. — Dans le cas ou W est le corps de base K, on obtient
la formule suivante sur les duaux :

(FE®@F)" ~L(E,F").
Conclusion. — On se retrouve avec 3 espaces isomorphes :

LIEQF,W)~B(ExF,W)~L(E, LF,W)).

4. Propriétés d’algébre linéaire du produit tensoriel

Nous allons maintenant relier le produit tensoriel que nous venons de
construire a des notions connues d’algebre linéaire et & des notions sur
les applications bilinéaires.

La premiére chose & voir c’est la « taille de ce qu'on vient de
construire ». En effet comme la construction a consisté en un passage
au quotient par un sous-espace vectoriel dont on mesure mal I’envergure,
il convient d’établir quelques résultats sur ces questions. En particulier,
il faudrait se faire une idée de qui est nul et de qui ne I'est pas. Le lemme
suivant est de ce point de vue un résultat clé :

Lemme 4.1. — Soient y1,y2,- - ,yr des éléments de F linéairement
indépendants. Si

k
i=1

alors xt1 =29 =--- = x5, = 0.
Démonstration. — Soit v € E* une forme linéaire sur E. Considérons
I'application linéaire f définie sur [E x F] par :

f(z,y) = u(z)y,

Comme f(G) = {0} cette application nous permet de définir une appli-
cation linéaire f de ' ® F dans F telle que :

flz®y) = f(z,y) = u(x)y.
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On a alors :
k
f(zmyi) o,
i=1
c’est-a-dire :

u(x;)y; =0,

-.
Il >
_

et comme les y; sont linéairement indépendants les u(x;) sont nuls. Ceci
a lieu pour toute forme linéaire u, ce qui permet de conclure que les z;
sont nuls. O

On en déduit tout de suite le théoréme suivant :
Théoréme 4.2. — Soient Ay une famille libre de E et Ay une famille
libre de F'. Alors la famille

(T @ Y) (1) x 45
est une famille libre de E ® F.
Démonstration. — On suppose que . 14,4, AMay) (T ® y) est une

combinaison linéaire (donc en particulier il n'y a qu'un nombre fini de
coefficients éventuellement non nuls) et que cette combinaison est nulle .
On peut alors écrire :

Z Aey) (@ Y) = Z (Z A(x,y)x> ®y=0.

(z,y)€AL x Az yEAy \ze€A;

Comme la famille (y),eca, est libre on conclut que pour tout y € A, :

Z )\(x,y)x = 0,

TEA]

ce qui compte tenu du fait que la famille (z),ca, est libre implique que
pour tout x € A; le coefficient A, .y est nul. Ainsi on a montré que pour
tout x et tout y on a A, = 0. O

Pour les familles génératrices il est visible que :
Théoréme 4.3. — Si Ay est une famille génératrice de E et Ay une
famille génératrice de F', alors la famille (x @Y) (zy)ca, xa, €5t une famille
génératrice de ' ® F.
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Démonstration. — On constate en effet que tout élément @y (ou z € E
et y € F) s’écrit :

TRy = (Z Auu> ® (Z uw) = Z (Autt) (u @ V).

u€A; u€A; (u,v)€AI X Az

]

Comme conséquence des deux théorémes précédents on a le résultat
suivant :
Théoreme 4.4. — Si Ay est une base de E et Ay une base de F alors
la famille (T @ Y)(zy)ca x4, €5t une base de £ @ F.
Corollaire 4.5. — Tout élémentt # 0 de E ® F s’écrit sous la forme
d’une somme finie non vide :

Z%‘ & Y;-

ot les x; sont linéairement indépendants et les y; sont non nuls.
Démonstration. — Soit (z;); une base de E et (f;); une base de F. La
famille (z; ® f;);; est donc, nous I'avons vu, une base de E ® F'. Soit ¢
un élément non nul de £ ® F'. Il sécrit :

t= Z)\i,jxi ® f; = sz ® (Z /\z’,jfj> :
irj i j

En posant y; = ; Aijfj et en ne gardant dans la somme que les z; ® y;
ol y; est non nul on obtient le résultat voulu. O]

Dans le cas particulier o les espaces E et F' sont de dimensions finies
respectives m et n, le produit tensoriel £ ® F' est de dimension m X n.
En revanche, méme dans le cas ot F et F' sont des espaces de dimension
finie, si le corps K n’est pas fini, alors G n’est pas de dimension finie. En
effet, si le corps K est infini, les ensembles F et F' sont infinis, si bien que
I'espace [E x F] est de dimension infinie. Mais comme EQ F = [Ex F]/G
est de dimension finie, c’est que G est de dimension infinie.

Pour avoir une meilleure intuition combinatoire, regardons le cas ot le
corps K est un corps fini ayant ¢ éléments et ou F et F' sont de dimensions
respectives m et n. Alors E a ¢™ éléments tandis que F a ¢" éléments.
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En conséquence [E x F] est de dimention ¢™*™. Le produit tensoriel est
de dimension m x n. Donc G est de dimension ¢™™" —m x n.

5. Extension au cas de plus de 2 espaces vectoriels

On peut aussi définir le produit tensoriel de plus de deux espaces. Il
suffit pour cela de voir que :
Théoréme 5.1. — Si E, F, H sont trois espaces vectoriels sur le méme
corps K, alors :

(EQF)@ H~E® (F®H).

Démonstration. — Nous allons définir un isomorphisme U de (EQF)®@H
dans EQ(F®H) en définissant les valeurs de U sur une base. Pour cela on
prend une base (e;); de E, une base (f;); de F' et une base (hy), de H. On
sait qu’alors (e; ® f;);; est une base de E® F', et donc ((ei ® f;) ® hk)i,j,k
est une base de (E ® F) ® H. De méme (e; ® (f; ® hk))ijk est une base
de F® (F ® H). On définit U en posant : "

U((e:® f;) @ hy) = e ® (f; @ hy,).
L’application linéaire U est un isomorphisme. O]

Désormais, on pourra écrire £ ® F' ® H sans parenthéses 1’espace ob-
tenu. Maintenant que « ’associativité » du produit tensoriel est démon-
trée, on peut écrire des produits du type :

Ei@E®- @k,

Soient E1,--- ., E,, n espaces vectoriels sur le méme corps K. Notons
B, (E;x---x E,, W) l'espace des applications n-linéaires de £y X - - - X E,
dans un espace vectoriel W.

Théoréeme 5.2. — Nous avons ['isomorphisme suivant :

LB, & ® By, W)~ By(Ey % -+ x By, W).

Démonstration. — On peut faire une récurrence. On sait que le résultat
est vrai pour 2 espaces. En utilisant les isomorphismes :

LIEQF,W)~B(ExFW)~L(E,LF,W))
et I’hypothése de récurrence :

E(EQ K- ® En—l;W) ~ Bn_l(EQ X e X En7W)
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on obtient :

LIBy® @B, W)~L(E,LE® @ E,,W)) ~

L (B, Bu1(Bax - X By, W)) = By (Ey x -+ x E,, W).
O

Nous verrons au paragraphe 8.3 que dans certaines circonstance un
tenseur peut étre interprété comme une forme multilinéaire.

6. Dualité

Théoréme 6.1. — L’espace E*Q F* peut étre interprété comme un sous
espace de (E ® F)* par identification de 'élément u @ v de E* @ F* a la
forme linéaire notée encore u @ v définie par

u@v(r ®y) = u(z)u(y).

De plus on a l’égalité de E* @ F* avec (E ® F)* si et seulement si ['un
des deux espaces E ou F est de dimension finie.

Démonstration. — Pour bien comprendre cette démonstration, il
convient d’introduire un certain nombre d’applications bilinéaires et li-
néaires. Soit

(1) Soit By I'application bilinéaire définie sur E* X F* & valeurs dans
B(E x F) par By(u,v)(z,y) = u(z)v(y).
(2) Notons L la forme bilinéaire By (u,v).

(3) En vertu du théoréme 3.1, la forme bilinéaire L peut étre consi-
dérée une forme linéaire [ définie sur E® F par [(x®y) = u(z)v(y).

(4) Mais alors By apparait comme une application bilinéaire de E* x
F* dans l'espace (E ® F)*. On peut donc de nouveau appliquer le
théoreme 3.1 qui permet de considérer B; comme une application
linéaire by de E* ® F* dans (E ® F)*. On a alors :

| D wew) | ey =Y ul)y).

(u,w)eA (u,v)EA
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L’application b; est injective. En effet, considérons un élément non nul de
E*® F*. En vertu du corollaire 4.5 cet élément peut s’écrire Zie 7 Ui @
avec des v; linéairement indépendants et des w; non nuls. La forme li-
néaire correspondante by (ZZE U D Ui) définie sur £ ® F' correspond a
'application linéaire de £/ dans F™* définie par ), ; u;(x)v; (cf. corollaire
3.5). Cette application n’est pas identiquement nulle car les v; sont li-
néairement indépendants et les u; non nuls. En conséquence le noyau de
by est réduit a {0}.

Par la suite on identifie b;(u ® v) at u ® v et on considére donc que
E*@ F* C (E® F)*.

Bien entendu si les deux espaces E et F sont de dimensions finies
respectives n et m, alors comme E*® F* et (E® F')* ont méme dimension
m xn l'inclusion E*® F* C (E® F)* se transforme en égalité. En fait on
a égalité si et seulement si I'un des deux espaces est de dimension finie.

Supposons que les deux espaces soient de dimension infinie. Nous avons
vu que tout élément ¢t de E* ® F* peut étre identifié & un élément de
(E® F)*. Ainsi tout élément t = "  u; @ v; de E* @ F* est un élément
de L(F ® F,K) et peut donc étre considéré aussi comme 1’élément 6,
suivant de L(E, F*) = L (E,L(F, K)) :

O,: x+— 0(x)= Zm(a@)uZ
i=1

L’image 0;(E) est de dimension finie dans F*. Mais dans L(E, F*) =
L (E JL(F K )) il existe des applications dont 'image est de dimension in-
finie dans F*. Donc E*® F* ne peut coincider avec (E® F')* ~ L(E, F™*).

Supposons maintenant que F soit de dimension finie. Tout élément
f € (E® F)* est déterminé par ses valeurs sur les x; ® y, o la famille

(2;)i=1.., est une base de E est (y,), une base (éventuellement infinie)
de F':

f(@i ®ya) = zia-

Soit (u;)i=1..n la base duale de (z;);=1.., et pour chaque i € {1,--- ,n}
soit v € F* telle que v (y,) = 2. Dans ces conditions :

(Z Uj (%9 U(j)) (.TZ X ya) = Zia;
j=1
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ce qui prouve que

f=Y u@u¥eE aF

=1

7. Placons nous en dimension finie

Nous supposons maintenant que E et F' sont de dimension finie. Nous
remarquerons toutefois que certains résultats ou certaines interprétations
de cette section sont encore valables si un seul de ces deux espaces est de
dimension finie.

7.1. Quelques identifications. — On peut écrire un certain nombre
d’identifications qui proviennent de la coincidence du bidual et de ’espace
de départ ainsi que de I’application du théoréme 6.1.

Théoréeme 7.1. — L’espace des applications linéaires de E dans F' peut
s’identifier au produit tensoriel du dual de E par F' :
(3) L(E,F)~ FE*® F.

Démonstration. — En effet, F ~ F** donc L(F, F) ~ L(E, F**). Mais
L(E,F*)~B(Ex F*,K)~ L(E® F*,K) = (E® F*) ~ E*@ F.
[

Remarque 7.2. — Remarquons que dans la démonstration de ce théo-
réme nous n’avons utilisé que la dimension finie de F' (pour identifier F**
a I puis pour identifier (F ® F*)* a E* @ F** c’est-a-dire en définitive a
E*®F).
Théoréme 7.3. — Soient E,F, G, H quatre espaces vectoriels de di-
mensions finies respectives m,n,p,q. On peut définir une application li-
néaire unique x de L(E, F)Q L(F,G) dans LIEQ G, F® H) en imposant
que :

X(u®v)(z®y) =uz) ®o(y).
Cette application est un isomorphisme. Par la suite on notera encore
u®v lélement x(u®v).
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Démonstration. — La démonstration se fait de la méme maniére que la
démonstration du théoréme 6.1. O]
Remarque 7.4. — On a supposé les quatre espaces de dimension finie.

En calquant la démonstration sur celle du théoréme 6.1 on pourrait mon-
trer que I'une des hypothéses suivantes suffirait pour avoir I'isomorphisme
(et non pas la simple inclusion).

(1) E et F sont de dimension finie;
(2) G et H sont de dimension finie;
(3) E et GG sont de dimension finie;
Remarque 7.5. — Remarquons aussi que 1'utilisation des résultats pré-

cédents permettant de remplacer L(E, F') et L(G, H) respectivement par
E*® F et G* ® H donne :

LIEEF)QLGH) ~EFQFGH~E G RF®H ~

(4) (EG)®(FoH)~LE®G,F®H).

7.2. Rang d’un tenseur. — Nous avons vu que :
(E®@ F) ~ L(E,F7).
Donc on peut en général en considérant qu’'un espace est inclus dans son
bidual et qu’en dimension finie il y a comncidence des deux espaces écrire :
E®F ~L(E*F).

Cette identification fonctionne de la maniére suivante : at =y . | z;Qy;
correspond 'application linéaire de E* dans F' :

6 0 1> faw.

Définition 7.6. — On appelle rang du tenseur ¢ le rang de I'application
[(t), c’est & dire la dimension de [(t) (E*)

Théoréme 7.7. — Le rang r d’'un tenseur t € E ® F est le nombre
minimum s de tenseurs élémentaires x ® y nécessaires pour représenter
le tenseurt :

r=min #A | ACEX F, t = Z TRy
(z,y)€A
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Démonstration. — Soit (z;);=1.., une base de [(t) (E*). Cette base peut
étre complétée en une base (2;);=1.., de F'. On peut toujour représenter
tout tenseur 7 sous la forme

n
T = E Gj@Zj
=0

avec des a; éventuellement nuls. Mais compte tenu des conditions impo-
sées sur I'image [(t) (E*), il est visible que ¢ s’écrit :
r
t = Z a; ® zj,
=0
avec des a; non nuls et I(t)(f) = > 7, f(a;)z;. 1l est visible que cette
somme ne peut avoir un terme de moins sinon ’espace vectoriel [(t) (E*)
ne serait pas de dimension r. O

Dans le cas ou on travaile dans un produit tensoriel de plus de deux
espaces :
T=EQFE®- - E,

on définit le rang d’un tenseur ¢t € T de la fagon suivante :
Définition 7.8. — Le rang d’un tenseur t € T est le nombre minimum
de termes non nuls dans une somme représentant le tenseur ¢ sous la
forme :
t = Z TR T @+ XXy,
(z1,@2, ,xn)EA

ot A est un sous-ensemble fini de [T, E;.

7.3. Expressions analytiques. — Nous allons dans cette section faire
le lien entre produit tensoriel et produit de Kronecker de deux matrices.
Pour cela nous fixons des espaces vectoriels E, ', G et H. de dimensions
respectives m, n, p, ¢. On fixe une base de F (respectivement de F', G, H)
qu’on note (€;)i=1.., (respectivement (f;)j=1..n, (Gk)k=1.p, (Rs)s=1..q)- On
considére une application linéaire v € L(E, F') de matrice U = (Uj;) et
une application linéaire v € L(G, H) de matrice V = (V). On voudrait
déterminer en fonction de U et V' la matrice de 'application v ® v €
L(E®G, F®H) lorsque E®G est muni de la base (e;®gx )i x et que FQH
est muni de la base (f; ® hy);s. Avant toute chose il faut préciser I'ordre
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sur les vecteurs des deux bases (e; ® gx)ix et (fj ® hs);s. On considere
Ex = e ®gp ot K = (i — 1)p+ k. Cest sous la forme (Ex)x—1..mp
qu’on considére la base de £' ® G. De méme on pose Fy, = f; ® h, ol
L =(j—1)qg+ s. Cest sous la forme (F)—1..nq qu’on ordonne la base
de F'® H. Pour connaitre le coefficient ¢y, x de la matrice de u ® v qui
se trouve a la ligne L et la colonne K on doit prendre la composante sur
Fp, de u®v(Ek). Or u®@v(Ek) = u(e;) @v(gr). Mais u(e;) = 37, Ujif;
et v(gr) = > ¢_, Virhs. Donc

CL,K = Uj,iVs,k‘;
avec
L=(-1)q+s K=(i—1)p+k.

Si on regarde un bloc de taille ¢ X p consistant a fixer i et j et a faire
varier s et k on voit que ce bloc est obtenu en multipliant la matrice
V' par le coefficient U;; de la matrice U. Ceci est appelé le produit de
Kronecker des deux matrices. On remplace chaque coefficient U;; de U
par le bloc matriciel U;;V.

8. Algébre tensorielle

8.1. Algébre tensorielle. — On considére un espace vectoriel F de
dimension n sur le corps K. On note £* son espace dual. On définit

E®p:\E1®E®...®EJ_

p fois

De la méme facon on définit

E*®qzﬁ*®E*®"'®Ej.

q fois

Un tenseur p fois contravariant et ¢ fois covariant est un élément de
E®P @ E*®1, Un tel tenseur est dit d’ordre p + q.
L’algebre tensorielle associée a E est ’algébre graduée définie par

T(B) = KD B> DB
p=1 q=1
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8.2. Contravariance, covariance. — Expliquons la signification de
contravariant et de covariant. Nous allons fixer une base (e, - ,e,) de
E. Cette base étant fixée, nous choisissons pour base de E* la base duale
(e',---e") qui vérifie

52-_{0 si i

) =0G=11 s iz

On fait alors un changement de base dans E. On passe a la base
(fi,---, fn) définie par

n
k
fi = E Q; €k
k=1

Remarquons que les coefficients a¥ sont les coefficients de la matrice de
passage. Si un vecteur = s’écrivait

n
T = g z'e;
i=1

dans la base initiale il va s’écrire maintenant

i=1

Donc
n n
_ i k
T = X a; ex,
i=1 k=1
n n
— k yri
r = a; X" | eg.
k=1 \i=1

En conséquence on obtient
n

(6) =S abX
i=1

Autrement dit si on se donne les nouveaux vecteurs de base en fonction
des anciens vecteurs, on a naturellement I’expression des anciennes coor-
données en fonction des nouvelles coordonnées. D’otll la dénomination de
« contravariant ».
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En ce qui concerne le dual E*, on doit considérer pour nouvelle base
(fY,---, f™) la base duale de la nouvelle base (fi, -, f,) de E. Une

forme linéaire s’écrivait avant sous la forme
n
_ E J
f - yje )
j=1
et maintenant sous la forme
n
— £
[ = E Yif.
j=1

On remarque que y; = f(e;) tandis que Y; = f(f;). Donc

(7) Y, = () = f (Za ) Za e

k=1

On obtient naturellement les nouvelle coordonnées de f en fonction des
anciennes. Dot la dénomination de « covariant ». Si maintenant E est
muni d’un produit scalaire { , ), alors on peut identifier de maniére na-
turelle un élément de E & un élément de E* de la fagon suivante : a tout
x € E on fait correspondre la forme linéaire [, définie par [,(y) = (x,y).
Si on a fixé une base de E et qu’on a pris pour base de E* la base duale,
alors x a des composantes en tant que vecteur de F (composantes contra-
variantes) et des composantes en tant que forme linéaire (composantes
covariantes).

n
i
T = g z'e;.
i=1
n
= E zje’.
Jj=1

On voit que
n
e;) = ijej(ei) = ;.
j=1

Mais par ailleurs d’apreés la définition de [, on a :

l.(e;) = (x,e;) Zx (ej, €.
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Donc
n
T = Z 2! (e;, ;).
j=1

S’il se trouve que la base (e;); est orthonormée pour le produit scalaire,
alors les composantes covariantes et contravariantes d’un vecteur sont les
meémes.

Soit un tenseur ¢ de 'algébre tensorielle engendrée par E qui est p fois
contravariant et ¢ fois covariant :

t € E¥P @ E*%1.

Une base (e;); de E étant fixée, on choisit pour base de E* la base duale
(€');. Le tenseur ¢ s’écrit dans la base associée du produit tensoriel sous
la forme :
; Z /\2322326“ Qe Q- Qe ® A Re?®-. - ® e,
21,22, 5Tp,3J1,J25 " 5 Jp

Un changement de base dans F aménera des formules un peu compli-
quées dans le cas général, mais dont on voit bien qu’elles se déduisent
des formules (6) et (7) et donc qu’elles se compliqueront d’autant plus
qu’on mélange du covariant et du contravariant. On voit bien que si on
mélange les deux types de formules, on doit connaitre non seulement la
décomposition des nouveaux vecteurs dans ’ancienne base, c’est-a-dire
la matrice de passage, mais aussi la décomposition des anciens vecteurs
dans la nouvelle base, c¢’est-a-dire qu’on connait aussi I'inverse de la ma-

trice de passage :
n
Z k
fi = a; €k,
k=1

€; = zn:bffk
k=1

Dans ces conditions, en plus des formules (6) et (7) on a aussi la formule :
0 5= Hv.
k=1

A partir de 1a le calcul des nouvelles composantes est simple. Faisons
le dans le cas d’un tenseur deux fois contravariant et une fois covariant
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te EQE® E™.
t = a:ﬁcjei®ej®ek,
i,k
t=> XJfi®f;e
0.5,k
Alors :
2l = Z agagbZXs‘ﬁ.
a,Byy
8.3. Tenseurs et formes multilinéaires. — Le théoréme 5.2 montre
que :

LB, ® @ FE,W)~B,(FE, x - X E, W).
Si on prend pour espace W le corps de base K on a :
(1@ QE,) ~B,(E; X x E,),
ce qui fait qu’en dimension finie, grace au théoréme 6.1 on obtient :
Efr®- - @ E:~B,(F) X - x E,).

Dans le cadre d’une algébre tensorielle définie & partir d'un espace F de
dimension finie, et en prenant pour W le corps de base K, on peut donc
écrire :

L(E®P @ E*®1) ~ B**? @ E¥1 ~ B,, (E” x E*).

Si un produit euclidien est fixé dans F on a un isomorphisme entre
E et E* donné par le produit scalaire : tout élément x de E est associé
a la forme linéaire [, de E* définie par [,(u) = (x,u). Dans ces condi-
tions on a pour interpréter le produit tensoriel E®? @ E*®? toute latitude
pour changer £ en E* et E* en E, ce qui fait qu’on a une multitude
d’interprétation du type :

E® @ E*®7

oup >0,¢ >0et p+¢ =p+ q. Ceci entraine évidemment des consé-
quences sur le mélange entre composantes covariantes et composantes
contravariantes et se traduit par des formules de changement de bases
diverses suivant l'interprétation qu’on a choisie.
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8.4. Un exemple trés simple. — Soit £ un espace vectoriel de di-

mension n sur R muni d’'un produit scalaire euclidien (.). Soit € =

(€1, ,e,) une base de E et ¢* = (e!,--- ,e") sa base duale. Pour bien

détailler cet exemple explicitons l'identification de E avec E* grace au
produit scalaire, et pour cela notons [ I'application de £* dans E définie
par :

Vye B, (I(z%),y) = 2"(y).

En particulier, si nous décomposons [(¢') dans la base (e, - ¢e,) nous
obtenons une expression de la forme :

9) I(e') = Zgikek.

Nous allons considérer la forme bilinéaire B définie sur £ X E par

B(z,y) = (z,y).
8.4.1. Composantes covariantes. — Soient x et y des éléments de F
définis par :

T = inei Yy = Zyjej.
i=1 j=1
On a donc :
(w,y) = D @'y (eie),
ij=1
ce qui donne en posant :
Gij = <ei>€j>>
la formule :
(@,y) =) giz'y’.
ij=1

La forme (x,y) est une forme bilinéaire et peut donc étre identifiée a
I’élément t € E* ® E* défini par :

t= igijei®ej.

ij=1
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En effet, on aura bien :

t(z,y) = Z gie'(x) @ € (y Z gi 'y’ = (w,y),

,5=1 1,j=1
et les g;; sont donc bien les composantes covariantes du tenseur t.
Remarque 8.1. — La permiére égalité fait référence au fait que ¢t peut
étre interprété comme une forme bilinéaire, ou comme un élément du

dual de £ ® E.

8.4.2. Composantes miztes. — On considére maintenant la forme bili-
néaire B; définie sur £* x E a partir de B et de l'identification [ :

Bi(z*,y) = B(l(z"),y) = (I(z*),y) = 2"(y).

Si on décompose x* et y sous la forme :

n
= Z zie’,
i=1
n
y=> ve;
j=1

on obtient :

ley e'(e)) leyjéj = ixlg/
i=1

Considérons maintenant le tenseur ¢q, element de F ® E* défini par :

t = igf&@ej

1,j=1

(1 sii=j
5 —
Ji =% {0 si i+ ],

ou

c’est-a-dire :
n
tl = E e X e'.
i=1

Ce tenseur t; correspond a la forme bilinéaire B; et en conséquence
peut étre identifié au tenseur ¢. Les composantes gg sont les composantes
mixtes du tenseur.
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8.4.3. Composantes contravariantes. — On considére maintenant la
forme bilinéaire By définie sur £* x E* grace a la forme B et a l'identi-
fication [ :

By(a™, y") = B(l(«"), 1(y")) = {U(27), l(y")) = y"(I(z7)).

Décomposons z* et y* sous la forme :

n n
= E xe' et Yyt = E yje’,
i=1 j=1

on obtient :

3

On a donc :

3
3
3

BQ(ZL’*,y*) = y*(l(x*)) = Qij ZT; gikej(ek) = Z g”xzy]

j=1  i=1 k=1 ij=1

Considérons maintenant le tenseur t,, élément de F ® E défini par :

n
tQ = Z gijei ® 6]‘.
ij=1
Ce tenseur t, correspond a la forme bilinéaire By et en conséquence peut
étre identifié¢ au tenseur t. Les composantes ¢¥ sont les composantes
contravariantes du tenseur. Les composantes contravariantes peuvent étre
calculées en fonction des composantes covariantes. En effet on a succes-
sivement :
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mais (I(e%), es) = €'(es) = 6 donc :

> 9 gk = 6.
k=1

Si les grs = (e, es) sont connus, pour tout ¢ fixé entre (1 < i < n), on
obtient un sytéme linéaire de n équations en les n inconnues g¢*',--- g™
dont le déterminant est g = det(g;;); -

8.4.4. Conclusion. — Le tenseur associé au produit scalaire que nous
venons d’étudier sous les formes ¢, t; et t5 suivant qu’on le considére dans
E*® E*, dans F ® E* ou dans ' ® E est appelé le tenseur fondamental
de l'espace euclidien E. Nous en avons déterminé les composantes co-
variantes g;;, mixtes gg et contravariantes ¢¥/. Les composantes mixtes
sont trés simples et sont les (5f Les composantes covariantes sont don-
nées par les produits scalaires (e;, e;). Les composantes contravariantes
peuvent étre calculées en fonction des composantes covariantes en ré-
solvant n systémes linéaires de n équations & n inconnues ayant méme
déterminant g = det(g;;) ;-

9. Produit tensoriel et compositum

Soit k£ un corps et K une extension de k. Soient k; et ko deux extensions
de k£ qui sont des sous-corps de K. Rappelons que le compositum de k;
et ko noté kiky est le plus petit sous-corps de K contenant ky et ks.
Notons A 'anneau engendré par ki et ko, c’est-a-dire I'anneau constitué
des combinaisons finies Y zy ou x € ky et y € ky. Alors A est un sous
anneau du corps K, c’est donc un anneau inteégre. Le compositum kjko
est isomorphe au corps des fractions de A. Remarquons que A = ky[ks] =
ko [k1].

Les corps kq et ko seront considérés comme des espaces vectoriels sur
k. Considérons I’application linéaire canonique :

¢ I/{?1®kk2—>K

définie par :

P(z ®@y) = Y.
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Bien évidemment par définition, I'image de ¢ est A. Elle est donc incluse
dans le compositum kik,.

Sur le produit tensoriel k1 ®j ko on considére le produit de deux élé-
ments défini par le produit de deux éléments simples :

(11 @ 11).(22 ® y2) = (172) @ (Y1Y2),

et par bilinéarité. On a ainsi une structure d’anneau sur ki ®y ko. L’appli-
cation ¢ est alors un homomorphisme de 'anneau k; ®;, ko sur I'anneau
A = kylka] = kaolky].

Théoréme 9.1. — Supposons que toute base de ki sur k soit un systéme
libre pour K considéré comme espace vectoriel sur ky alors toute base de
ko sur k est elle ausst un systeme libre sur K considéré comme espace
vectoriel sur k.

Démonstration. — Supposons 'hypothése du théoréme réalisée et consi-
dérons une base (f;); de ko sur k. Soit (z;); une famille d’é¢léments de k;
ne contenant qu’un nombre fini d’éléments non nuls telle que :

Zl’ifz‘ = 0.

Il faut montrer que tous les x; sont nuls.
Soit (e;); une base de ky sur k. Chaque z; s’écrit de maniére unique :

Ly = E URE
j

avec des coefficients a, ; dans k, et donc :

Z (Z Gi,j€j> fi=0,

ou encore :

¥ (St s
j i

Puisque les coefficients des e; dans la somme précédente sont dans kg, par
hypothése ils sont tous nuls, c¢’est-a-dire que pour tout 7 on a ’égalité :

Z a;jfi =0,

7
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ce qui implique puisque (f;); est une base sur k, que pour chaque j tous
les a;; sont nuls, c’est-a-dire que pour tout 7 et tout j on a a;; = 0 et
donc tous les z; sont nuls. O

Ce théoreme permet de donner la définition suivante :

Définition 9.2. — Les deux extensions ki et ko de k, sont dites linéai-
rement disjointes sur & si toute base de k; sur k est un systéme libre pour
K considéré comme espace vectoriel sur ks.

Théoréme 9.3. — Les deur extensions ki et ko de k sont linéairement
disjointes si et seulement si ¢ est injective.

Démonstration. — Supposons que I'application ¢ soit injective. Soit (x;);
une base de ky sur k. Soit (y;); une famille d’éléments de ko n’ayant qu'un
nombre fini déléments non nuls telle que . 2;3, = 0. Alors on a donc :

ﬁb(z T @Y;) = Z (i @ yi) = szyz =0,

et comme ¢ est injectiveon a ), z; ®y; = 0. Mais les z; sont linéairement
indépendants donc d’aprés le lemme 4.1, tous les y; sont nuls, ce qui
prouve que la famille (z;); est libre sur ky et donc les extensions k; et ko
de k sont linéairement disjointes.

Réciproquement supposons que les extensions ki et ks sont linéaire-
ment disjointes. Soit (z;); une base de k; sur k et y; une base de ky sur
k. alors la famille (z; ® y;);; est une base de k; ®j k2. Considérons un
élément de ky ®y, ko décomposé sur la base (z; ® y;);; sous la forme :

Z AijTi @ Y
ij

qui appartienne au noyau de ¢. On a donc successivement :

Z )\i,j$iyj =0,
1]

i J

Comme (z;); est une base de k; sur k et que k; et ko sont linéairement
disjoints, la famille (z;); est aussi libre sur ko et en conséquence pour
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tout 2 on a :
> iy =0
J

Comme y; est une base de ks sur k on en conclut que pour tout ¢ et tout
jona A ; = 0. Donc le noyau de ¢ est réduit au vecteur nul, et ¢ est
donc injective. O

Théoréme 9.4. — Supposons que ’extension ki soit une extension al-
gébrique de k. Alors l'anneau ki ®y ko est un corps si et seulement si les
extensions ki et ky sont linéarrement disjointes. Dans ce cas ki ®y ko est
1somorphe au compositum kiks.

Démonstration. — Si kp est une extension algébrique de k, alors tout
élément x de kp est aussi algébrique sur ko. On en déduit que ko(ky) est
une extension algébrique de ks et que ko(ky) = ko[k;].L’anneau A engen-
dré par k; et ko est le corps ky(ky) c’est-a-dire le compositum kiks. Mais
A = ky[kq] est I'image de Papplication ¢. Dans ces conditions si les ex-
tensions ki et ko sont linéairement disjointes alors ¢ est un isomorphisme
de ]{31 Rk /{32 sur ]{72[]{71] = ]{31]{2.

Réciproquement si k1 ®j ko est un corps alors ¢ est un homomorphisme
de corps. Donc le noyau de ¢ est réduit a {0} (car pour ¢ # 0 on a
d(tt™1) = ¢(t)p(t)~! = 1). Donc ¢ est injective et les extensions k; et ky
sont linéairement disjointes. O

20 janvier 2023

R. RoLLAND, Association ACrypTA, 50 Rue Edmond Rostand 13006 Marseille,
E-mail : robert.rolland@acrypta.fr



