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Abstract

Dans le cadre du projet nommé « Brique Incertitudes et Apprentissage Statistique » (BIAS) de
I'Institut Tripartite (I3P) entre CEA, EDF R&D et Framatome, plusieurs fiches (articles courts
de quelques pages) ont été rédigés a des fins pédagogiques sur les différents sujets attenant
aux méthodes de traitement des incertitudes en simulation numérique. Ce document a pour
but de concaténer et de rendre public toutes ces fiches.
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Introduction au traitement des incertitudes dans les codes de calcul

En lien avec le processus VVUQ (Verification, Validation & Uncertainty Quantification)

B. Iooss'*#, V. Chabridon'", N. Bousquet' ¢, M. Keller'¢, J. Pelamatti' et R. Sueur!

'EDF R&D, 6 Quai Watier, 78400, France

Résumé Cette communication est une introduction générale a d’autres communications (articles courts en francgais) émanant
du projet (débuté en 2015) « Brique Incertitudes et Apprentissage Statistique » (BIAS) de I'I3P (cadre de R&D partenariale
entre CEA, EDF et Framatome). Elle introduit la démarche méthodologique générique de traitement des incertitudes d’un
outil de calcul scientifique en lien avec le processus plus général de VVUQ (Verification, Validation & Uncertainty Quanti-
fication). Les différentes étapes et les principaux outils mathématiques y attenant sont explicités. De nombreuses références
sont données, en particulier les publications majeures d’EDF R&D et de ses partenaires. Une discussion fournit également
les éléments saillants sur la question de la modélisation des incertitudes épistémiques.

1 Introduction

Dans le contexte de 'utilisation de la simulation numé-
rique pour modéliser, a des fins prédictives, un phénomene
et la réponse en comportement d’un matériel a celui-ci, la
question de la crédibilité de cette simulation est un enjeu
majeur. Cette crédibilité, i.e. la confiance a accorder au ré-
sultat, repose sur plusieurs éléments : fidélité de la physique
prise en compte, validité des algorithmes numériques uti-
lisés, maitrise des incertitudes des parametres du code de
calcul (aussi appelé dans la suite « code » ou « OCS » pour
outil de calcul scientifique), qualité du développement logi-
ciel et de I’'implémentation informatique, degré d’expertise
de I'utilisateur, etc. Ces éléments sont en grande partie com-
pris dans ce qui est appelé le processus VVUQ (acronyme
anglais de « Verification, Validation and Uncertainty Quan-
tification ») [1, 2]. En son sein, I’analyse d’incertitudes (UQ
pour « Uncertainty Quantification ») a pour objet de quanti-
fier le degré de connaissance et précision affectant la valeur
d’une quantité d’intérét, caractéristique du fonctionnement
d’un systeme physique, et liée a des enjeux décisionnels
[3, 4].

Depuis la fin des années 1970 et I’avénement de 1’utili-
sation de codes de calcul phénoménologiques dans de nom-
breux domaines industriels (transports, espace, énergie, agri-
culture, environnement, etc.), de nombreux travaux de re-
cherche et d’ingénierie ont contribué a asseoir des démarches
génériques pour la VVUQ. En France, dans le domaine du
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nucléaire civil, les questions réglementaires ayant trait au
processus VVUQ sont formalisées dans le guide 28 de I’ASN
[5], qui fait suite a ’arrété INB du 7 février 2012 modi-
fié fixant les reégles générales relatives aux installations nu-
cléaires de base. En voici un extrait : « Dans ce guide, on en-
tend par qualification d’un OCS la reconnaissance par I’ex-
ploitant qu’un OCS est apte a fournir des résultats utilisables
dans le cadre de la démonstration de slireté nucléaire. Cette
reconnaissance est établie au vu d’éléments apportés par des
opérations de vérification, de validation, de quantification
des incertitudes et de transposition. Ces opérations font par-
tie d’un processus d’ensemble [...] permettant de s’assurer
que I’OCS est capable de calculer les grandeurs d’intérét
avec les incertitudes adaptées aux besoins, dans le champ
d’utilisation visé. » Cela concerne principalement des cal-
culs de neutronique, de thermohydraulique et de thermomé-
canique ayant trait aux différents modes de fonctionnement,
ainsi qu’aux situations accidentelles a simuler, des réacteurs
nucléaires opérés par EDF.

Bien entendu, les principes généraux du processus VVUQ
doivent €tre adaptés au cas par cas en fonction des spécifi-
cités induites par la physique ou par les pratiques métiers
opérationnelles. Dans cet article, les processus de vérifica-
tion et de transposition ne sont pas discutés car ils sont par-
ticulierement spécifiques a chaque type de physique et de
modélisation numérique. Pour résumer, le processus de vé-
rification consiste a déterminer si un OCS représente avec
précision le modele mathématique sous-jacent et sa solution
[1]. I a pour but de vérifier que ’OCS est exempt d’ano-
malies (analyse des bugs et des erreurs d’arrondis), qu’il
implémente un schéma numérique mathématiquement va-
lable (vérification du code : tests unitaires, analyse numé-
rique, etc.) et que la solution numérique du probleme par-
ticulier considéré est une approximation suffisamment pré-
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cise de la solution théorique des équations physiques (vé-
rification de la solution : évaluation de la convergence en
maillage et en temps notamment). Le processus de transpo-
sition (cf., e.g., [6]), quant a lui, a pour objectif de transposer
les incertitudes déterminées a une échelle o des données
mesurées (provenant d’expériences réelles) sont disponibles
(souvent une échelle « maquette » en ingénierie nucléaire)
vers 1’échelle du domaine d’utilisation de I’OCS (souvent
I’échelle « réacteur » en ingénierie nucléaire). La transposi-
tion est particulierement mise en ceuvre en neutronique [7]
et thermohydraulique [8]. Les connections entre tous les en-
jeux et éléments techniques liés a la VVUQ sont illustrées
dans la figure 1 qui inclue aussi d’autres éléments qui seront
explicités dans les sections suivantes.

Cet article a été produit dans le cadre d’un projet de
R&D nommé « Brique Incertitudes et Apprentissage Statis-
tique » (BIAS) de I'I3P (CEA, EDF, Framatome), dans le-
quel différentes fiches (articles courts de quatre a six pages)
ont été rédigées a des fins pédagogiques sur différents su-
jets attenant aux méthodes de traitement d’incertitudes. Son
objectif est d’introduire la démarche méthodologique gé-
nérique (focalisée plus particulierement sur ’'UQ) mise en
place par EDF R&D depuis ces vingt dernieres années, avec
ses partenaires CEA et Framatome de I'I3P, ainsi qu’Air-
busGroup, ONERA, Phimeca et IMACS du Consortium lo-
giciel OpenTURNS !. Les éléments de la démarche ont été
intensivement communiqués en conférences et publiés par
ces différents acteurs. Parmi les références majeures, on peut
citer les ouvrages [10, 11, 12, 13] et les articles [14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 6, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. En France, suite
aux échanges et groupes de travail mis en place dans divers
cadres au sein de la communauté scientifique (IMdR 2. GdR
MASCOT-NUM 3, GIS LARTISSTE#), ces approches ont
été largement étudiées et adoptées par d’autres instituts de
recherche et entreprises (e.g., LNE, INRAE, IFPEN et Sa-
fran). Des échanges similaires se sont constitués a I’interna-
tional, principalement UK et USA.

Le plan de ce document est le suivant. Le processus de
validation est tout d’abord décrit en section 2. La section
3 introduit ensuite les éléments fondamentaux de 1’analyse
d’incertitudes. La section 4 synthétise la vision du projet
BIAS sur la question de la modélisation des incertitudes, en
particulier celles pouvant étre considérées de nature épisté-

1. Plate-forme open source développée depuis 2006 pour le traite-
ment des incertitudes, https://openturns.github.io/www/

2. Institut de Maitrise des Risques, https://
www.imdr.eu/offres/gestion/actus_818_34384-1/
incertitudes-industries.html

3. Groupement de Recherche du CNRS sur les méthodes
d’analyse stochastiques pour les codes de calcul, https://www.
gdr-mascotnum. fr/

4. Groupement d’Intérét Scientifique autout de 1'Uni-
versité  Paris-Saclay sur la quantification des incertitudes,
https://uq-at-paris-saclay.github.io/

mique. Une derniere section présente enfin les différentes
fiches pédagogiques concaténées dans le reste du document.

2 La validation de codes

Comme cité en introduction, le guide 28 de ’ASN [5]
souligne I’importance de la validation des OCS pour la réa-
lisation des études de sfireté requises par I’exploitation des
centrales nucléaires. Bien entendu, la question de la vali-
dation des modeles se pose dans tous les autres domaines
techniques et scientifiques, lorsque des codes de calcul sont
utilisés dans des objectifs de compréhension phénoméno-
logique, de siireté, de prédiction de performances, d’opti-
misation ou d’amélioration de processus. Pour EDF, en de-
hors de I’ingénierie nucléaire, on peut citer par exemple les
domaines des énergies renouvelables (hydraulique, éolien,
photovoltaique, . ..), de la fiabilité du réseau électrique et de
la prévision de la consommation électrique.

La validation d’un OCS pose la question de savoir si ce
dernier reproduit fidelement la réalité qu’il simule (cf. Fig.
1). Une définition de la validation qui fait consensus dans
le monde de I’ingénierie a été proposée aux Etats-Unis par
I’AIAA (American Institute of Aeronautics and Astronau-
tics) [27], puis reprise par I’ASME (American Society of
Mechanical Engineers) [28], ainsi que le DMSCO (Defense
Modeling and Simulation Coordination Office) : «[...] the
process of determining the degree to which a model or simu-
lation and its associated data are an accurate representation
of the real world from the perspective of the intended uses of
the model. », que I’on traduit par : «[...] le processus de dé-
termination du degré d’adéquation entre un modele ou une
simulation ainsi que les données associées, et le monde réel,
du point de vue de I’utilisation escomptée du modele. »

Bien entendu, de nombreux parametres doivent étre choi-
sis lors d’une simulation a 1’aide d’un code implémentant
le modele. Certains de ceux-ci ne peuvent étre définis que
par une étape indirecte, nommée « ajustement » (dénommée
aussi calage ou calibration, cf. Fig. 1), qui consiste a trou-
ver les valeurs de certains parametres du code permettant
aux simulations de reproduire (avec plus ou moins de préci-
sion) des données mesurées (en exploitation ou par des ex-
périences réelles spécifiques). La validation est donc étroi-
tement liée a la question de 1’estimation des parametres du

code, d’autant plus que ces deux étapes reposent sur la confron-

tation entre des données mesurées et des calculs numériques.
La note EDF R&D [29] propose un guide méthodologique
pour I’ajustement des parametres.

Par ailleurs, il convient de distinguer la validation de
I’étape préliminaire de vérification : la validation s’intéresse
uniquement a I’adéquation entre le modele physique et la
réalité. Sa mise en ceuvre dépend bien entendu du sens que
I’on donne au terme « adéquation » (selon quelle métrique ?),
et du but poursuivi (« I’utilisation escomptée du modele »).
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FIGURE 1 — Schéma générique du processus VVUQ d’un OCS (inspiré de [9]).

C’est pourquoi la validation d’un modele physique, plus en-
core que son calage, est fortement dépendante du domaine
d’application, et a fait I’objet de guides spécifiques par mé-
tiers. Pour autant, toutes les méthodes de validation sont ba-
sées sur des principes communs.

Ainsi, un ouvrage scientifique [1] et un guide méthodo-
logique [2] explicitent la démarche et les méthodes a vo-
cation générique. Ils abordent notamment 1’ensemble des
questions soulevées par la VVUQ : conceptuelles, théoriques
et pratiques (y compris managériales). Pour ce qui concerne
la validation, si I’on excepte les situations les plus simples,
de nombreuses méthodes ont été proposées. Parmi celles-ci,
on peut citer :

— la construction d’indicateurs statistiques de valida-
tion confrontant données mesurées et résultats de si-
mulation [30, 31],

— les travaux émanant des communautés de la statis-
tique, de I’expérimentation numérique et de 1’ingé-
nierie, cherchant a définir un cadre commun et des
assises théoriques solides aux méthodes de valida-
tion existantes. Par exemple, [32, 33] introduisent
un terme modélisant un biais du modele, permettant
ainsi de tenir compte, lors du calage du code, d’une
éventuelle inadéquation du code a prédire tel-quel la
réalité expérimentale.

Ces méthodes posent de nombreuses questions du point de
vue théorique comme du point de vue pratique et sont parti-
culierement étudiées dans le projet BIAS (cf., e.g., [15, 19,
18, 23, 26]).

3 Les grandes étapes de ’analyse d’incertitudes (UQ)

L analyse d’incertitudes regroupe deux étapes fondamen-
tales. La premieére concerne la caractérisation de I’incerti-
tude sur les variables en entrée de ’OCS simulant le com-
portement du systeme physique. Si I’approche probabiliste
est adoptée (cf. Section 4), il s’agit d’une loi de probabi-
lité jointe. Cette étape peut se résumer dans les cas les plus
simples a spécifier les moyennes et écart types de toutes
les entrée considérées comme indépendantes entre elles. La
seconde méthode, nommée « propagation », correspond au
calcul de la loi de la sortie d’intérét de ’OCS, définie ma-
thématiquement comme 1’image de la loi jointe des entrées
par I’OCS. L’ objectif final de cette opération réside dans le
calcul d’une quantité d’intérét, définie comme une caracté-
ristique de la loi de la sortie (espérance, variance, quantile,
probabilité de dépassement de seuil, . . .) porteuse des enjeux
de I’étude d’incertitude.

Au-dela de ces deux étapes, il existe une vision géné-
rique globale de I’'UQ, intégrée dans le processus VVUQ, et
faisant apparaitre d’autres éléments clés importants. La fi-
gure 2 détaille un peu plus les différentes étapes de la VVUQ
(I’OCS est appelé « modele numérique » ici).

* Etape A : la spécification du probléme consiste en la
définition du modele numérique, de ses entrées (variables
d’environnement incontrdlables ou variables de contrdle X,
variables fixées encore appelées scénario d, parametres phy-
siques incertains 6 et parametres numériques 1], controlant
I’exécution du code de calcul), de sa sortie et des quantités
d’intérét de 1’étude.
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FIGURE 2 — Schéma générique détaillé du processus VVUQ d’un modele numérique (inspiré, entre autres, de [10, 34, 35]).

* Etape A’ : la vérification (mentionnée en Section 1)
mene a choisir les parametres numériques 1 (e.g., 1’ordre
d’un maillage pour un code élément fini ou le schéma de ré-

solution d’une équation différentielle) qui donnent la meilleure

adéquation possible entre la solution des équations théo-
riques et leur résolution numérique.

* Etape B : la quantification des sources d’incertitude
est souvent I’étape qui nécessite le plus de choix délicats
de la part de I’analyste, ceux-ci ayant une influence forte
sur le reste de I’étude. Si I’approche probabiliste est adop-
tée, la construction d’une loi de probabilité jointe peut étre
décomposée en la donnée d’une loi marginale pour chaque
variable et d’une fonction copule résumant leur structure de
dépendance [36]. Il est a noter que la détermination des lois
marginales et de la copule peut se faire, soit par estimation
statistique a I’aide d’un échantillon de mesures, soit a I’aide
d’avis d’experts, soit par 1’étape B’.

x Btape B’ : incluse dans 1’étape B, I’étape de calage
(calibration en anglais) vise a caractériser des valeurs ponc-
tuelles ou des lois d’incertitudes de parametres définissant
le modele physique qui ne sont pas mesurables directement,
mais qui peuvent étre estimées dans un cadre de régression

(par comparaison entre sorties de calculs et données me-
surées, cf. Section 2). Cette étape peut également intégrer
la détection et I’estimation d’un terme de biais (ou discré-
pance) de modele, tenant compte du fait que le modele nu-
mérique n’est pas une représentation absolument fidele de la
réalité (cf. Section 2).

x Etape C : la propagation des incertitudes a travers le
modele numérique peut étre mise en ceuvre par différentes
approches. La plus répandue en ingénierie est celle du cumul
quadratique (appuyée par les pratiques en métrologie [37])
qui consiste a faire une linéarisation du modele numérique
autour de la valeur nominale du vecteur des entrées (sou-
vent pris comme sa valeur moyenne). La plus générique est
la méthode de Monte-Carlo et consiste a effectuer un tirage
aléatoire de la loi jointe des entrées et d’en déduire I’échan-
tillon correspondant pour la sortie. Cette méthode pouvant
s’avérer cofiteuse en fonction du temps d’évaluation du mo-
dele, d’autres méthodes moins gourmandes en temps de cal-
cul peuvent étre utilisées. Par exemple, nous pouvons citer
les méthodes de Monte carlo accélérées [11], de planifica-
tion d’expériences numériques (incluant la technique popu-
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laire de I’échantillonage par hypercubes latins) [38, 39] ou
de métamodeles.

x Etape C’ : I'analyse de sensibilité permet d’identi-
fier les entrées les plus influentes sur les sorties et quanti-
tés d’intérét [40]. Cette étape peut aussi étre utilisée en pré-
traitement pour réaliser un criblage des entrées, ce qui mene
a un affinage de 1’étape A (e.g., via une réduction de la di-
mension des entrées considérées comme incertaines). En ef-
fet, les méthodes de criblage (« screening » en anglais) per-
mettent d’explorer rapidement (i.e., avec un faible nombre
d’appels au code) le comportement des sorties d’un code
coliteux en temps CPU en faisant varier un grand nombre
de ses entrées (typiquement plusieurs dizaines voire plu-
sieurs centaines). Par ailleurs, les méthodes d’analyse de
sensibilité quantitatives ont pour but d’obtenir des mesures
d’importance interprétables pour hiérarchiser les entrées in-
fluentes, voire leurs potentielles interactions. Enfin, d’autres
méthodes (qualifiées d’« analyse de robustesse ») évaluent
les sensibilités des quantités d’intérét aux choix des lois de
probabilité des entrées. Les références [4, 13] sont les ou-
vrages généraux les plus récents sur tous les sujets relatifs a
I’analyse de sensibilité.

* Métamodele : Le temps de calcul nécessaire a 1’exé-
cution du code de calcul est le principal facteur dimension-
nant dans les différentes étapes. Il peut étre alors pertinent de
remplacer le code par une approximation de celui-ci beau-
coup plus rapide a exécuter. Cette approximation est appe-
lée « métamodele » ou « surface de réponse » ou « modele de
substitution », voire parfois « modele réduit ». Construire un
métamodele a ainsi pour objectif d’obtenir un modele ma-
thématique représentatif du code étudié en termes de qualité
d’approximation, ayant de bonnes capacités de prédiction,
et dont le temps de calcul pour évaluer une réponse est né-
gligeable. Il est ajusté a partir d’un jeu de simulations du
code, dont le nombre dépend de la complexité du code et du
scénario qu’il modélise, du nombre de parametres d’entrée
et de la qualité d’approximation souhaitée. Ce métamodele
peut alors se substituer ou €tre associé au code pour effec-
tuer une propagation d’incertitudes, une analyse de sensibi-
lité, un calage de parametres, etc. Les techniques historiques
de métamodeles sont issues des domaines des plans d’ex-
périences physiques (modeles linéaires et quadratiques, cf.
[41]) et de I’apprentissage statistique (réseaux de neurones,
SVM, foréts aléatoires, .. ., cf. [42]), mais la communauté en
UQ s’est focalisée sur le développement des techniques de
chaos polynomial et de krigeage [3, 38, 43]. En effet, du fait
de leurs spécificités (certaines régularités imposées, inter-
prétabilité aisée, adaptabilité aux dimensions faibles et aux
tailles d’échantillon moyennes/faibles, etc.), ces deux mo-
deles montrent d’excellentes performances prédictives dans
la plupart des études d’UQ. Il faut noter ’intérét particu-
lier du métamodele de krigeage qui, de par sa formulation
probabiliste, permet de développer de manicre naturelle des

algorithmes de planification adaptative, particulierement ef-
ficaces (cf., e.g., [44]). Ceux-ci consistent a déterminer les
nouvelles simulations a effectuer avec le code en fonction
de I’objectif de I’étude et des résultats des simulations anté-
rieures.

4 Le traitement des incertitudes épistémiques

La distinction usuelle faite entre une source d’incerti-
tude dite « aléatoire » (qui releverait d’une variabilité fonda-
mentale) de celle dite « épistémique » (c’est-a-dire, prove-
nant d’un manque de connaissance) a été largement débattue
dans la littérature [45]. En regard de cette distinction « aléa-
toire » vs. « épistémique » se joue le rdle des outils, proba-
bilistes ou non, qu’il faudrait mettre en place pour traiter
rigoureusement (mathématiquement et numériquement) ces
sources d’incertitude (e.g., dans les études de stireté). S’il
est clair que parler d’incertitude aléatoire a du sens a une
échelle atomique (conformément au formalisme quantique
naturellement probabiliste), cette caractérisation de 1’incer-
titude a aussi sa place a I’échelle macroscopique a laquelle
I’ingénieur travaille quotidiennement. En effet, la connais-
sance de propriétés matériaux (e.g. un module d’Young) en
tout point d’une éprouvette traduit une variabilité impos-
sible a capturer. De plus, certains phénomenes ne relevent
pas d’une échelle microscopique ou le formalisme quan-
tique s’appliquerait, mais présentent une variabilité intrin-
séque (vent, houle, séisme, etc). Ces phénomenes intéressent
I’ingénieur dans le domaine macroscopique et avant tout
dans leur variabilité propre, variabilité qui est susceptible
d’avoir des conséquences pratiques directes (e.g., en dimen-
sionnement des structures, en optimisation des systémes et
en analyse de risques). Des lors, il est 1égitime de considérer
que la notion d’« incertitude aléatoire » :

— ne releve pas d’une échelle en particulier a laquelle
le physicien/ingénieur observerait un phénomene ;

— releve plutdt d’un choix de modélisation de certains
phénomenes d’intérét pour lesquels il est 1égitime de
considérer une variabilité naturelle/intrinséque ;

— nécessite un traitement mathématique qui permette
de caractériser cette variabilité.

Sur ces trois points, le formalisme probabiliste (proba-
bilités, processus aléatoires) fait consensus et a permis au
fil des décennies, de fournir des outils théoriques fondés
(garanties), conjointement a des traitement numériques (al-
gorithmes) puissants et efficaces. C’est sur ce formalisme
que se fonde la méthodologie du traitement des incertitudes
mise en ceuvre en VVUQ [2] et dont la maturité fait aujour-
d’hui consensus dans de nombreuses branches des sciences
de I’ingénieur. En outre, procéder a une distinction entre in-
certitudes aléatoires et épistémiques prend du sens des que
I’on traduit cette opposition en une distinction pragmatique
et utile pour I’ingénieur, a savoir, la distinction entre les in-
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certitudes dites réductibles (au regard d’un contexte donné :
budget maximal, compétences et moyens d’essais, faisabi-
lité, etc.) et les incertitudes dites irréductibles dans le méme
contexte.

La notion de « contexte » joue un rdle central. Il concerne,
a la fois, la modélisation (e.g., 0D/1D/2D/3D, modélisation
systeme vs. composant, modeles multiphysiques), la simu-
lation (budget de simulations maximal disponible), I’exper-
tise (capacité a encoder une connaissance experte) et des
données mesurées (données d’exploitation, bases de valida-
tion, expériences). Ainsi, dans un contexte donné, certaines
sources d’incertitude pourront &tre 1égitimement considé-
rées comme irréductibles (aléatoires) et d’autres réductibles
(épistémiques). Par exemple, dans les modeles de simulation
d’hydraulique fluviale, les incertitudes liées a la météo (e.g.,
pluie) sont considérées irréductibles (car imprévisibles au-
dela de quelques semaines), mais les incertitudes concernant
la géométrie du lit de la riviere (e.g., topographie) sont ré-
ductibles (plus de mesures ou de meilleures mesures permet-
traient de les réduire). Toutefois, si cette distinction semble
étre opératoire du point de vue de 1’ingénieur, il reste a sa-
voir si un formalisme particulier doit €tre appliqué pour mo-
déliser les incertitudes épistémiques.

Si certains travaux (cf., e.g., [46]) ont critiqué le cadre
probabiliste et ont pointé du doigt certaines incohérences
dans des cas pathologiques tout en promouvant des approches
non-probabilistes ou extra-probabilistes (calculs d’intervalles,
ensembles flous, fonctions de croyance, « p-boxes », etc.), il
n’en demeure pas moins qu’aucun formalisme non-/extra-
probabiliste ne fait a I’heure actuelle consensus (cf., e.g.,
la discussion dans [14]). De surcroit, plusieurs travaux ont
montré que tous ces formalismes « dérivent » (en un cer-
tain sens) d’un cadre probabiliste plus général que sont les
ensembles aléatoires [47, 48]. En réalité, et outre les rai-
sons théoriques invoquées, la plupart des techniques men-
tionnées ci-dessus font appel, dés lors qu’on cherche a les
mettre en ceuvre sur des cas non-académiques, a des tech-
niques algorithmiques ou a des outils probabilistes (e.g., no-
tion d’échantillonnage par tirages aléatoires, notion de fonc-
tion de répartition ou de loi de probabilité, cf. [21]).

Ainsi, le formalisme probabiliste et I’ensemble de ses
extensions (par exemple les modélisations bayésiennes et
les approches robustes) offre un cadre toujours valide pour
la modélisation des incertitudes épistémiques et la prise en
compte d’un éventuel gain d’information (mesures expéri-
mentales, données, expertise) qui permettrait de les réduire,
ou a fortiori, de raffiner leur modélisation. Au fond, dans
un contexte donné (e.g., choix de modélisation physique,
budget de simulations, type d’analyse), la présence d’incer-
titudes épistémiques pose une question supplémentaire par
rapport aux incertitudes aléatoires : celle de pouvoir (ou non)
s’en prémunir. Dit autrement, elle pose la question de la « ro-
bustesse » des analyses réalisées au regard des hypotheses

faites sur les incertitudes épistémiques. La encore, le cadre
probabiliste offre un large panel d’approches pour pouvoir
mener a bien ces études de robustesse. Cela a été démon-
tré par exemple dans les travaux sur les approches a base de
perturbation des hypotheses probabilistes [22, 49], les ap-
proches de quantification optimale des incertitudes [20, 50],
et les approches de robustesse qui mélangent des approches
perturbatives et d’optimisation [21, 48]).

En conclusion, on peut retenir quelques points fonda-
mentaux :

(1) la distinction entre incertitudes aléatoires et épisté-
miques n’a de sens que dans un contexte de modéli-
sation donné. Tenter de procéder a cette distinction
sans tenir compte du contexte ne fait pas de sens et
ne peut €tre jugé sur des bases scientifiques qui font
consensus;

(ii) des lors qu’un tel contexte est formalisé, cette dis-
tinction peut servir des buts d’ingénierie dans le sens
ou on peut distinguer les incertitudes sur lesquelles
il est possible (voire nécessaire et/ou raisonnable)
d’agir (au regard du contexte explicité);

(iii) si le formalisme probabiliste fait consensus pour
modéliser les incertitudes aléatoires, aucun argument
scientifique ne fait consensus pour adopter un autre
formalisme concernant la modélisation des incerti-
tudes épistémiques. De plus, la plupart de ces forma-
lismes (non-/extra-probabilistes) se généralisent ou
se mettent en ceuvre via des techniques ou des outils
probabilistes ;

(iv) enfin, la question de la modélisation des incerti-
tudes épistémiques, dans le sens impliqué par (ii),
peut se traduire en une question de « robustesse »
des analyses d’incertitudes probabilistes menées au
regard des hypotheses de modélisation (incertitudes
épistémiques).

5 Les fiches pédagogiques du projet BIAS

Dans le cadre du projet BIAS, des articles (« fiches péda-
gogiques ») ont été rédigés (sur la période 2017-2022) afin
de rendre compte, dans une vision méthodologique intégrée
de I'UQ, des grandes classes de méthodes disponibles et
utilisables en contexte opérationnel. Certaines de ces fiches
concernent des aspects méthodologiques transverses aux dif-
férentes finalités, comme I’ optimisation (outil d’analyse fon-
damental que I’on retrouve a toutes les étapes de la démarche),
les plans d’expériences numériques optimisés pour tirer au
mieux partie d’un budget computationnel, et la construction
de métamodeles pour réduire les temps d’appel au code sur
des plages d’utilisation bien définies. D’autres traitent plus
explicitement des différentes finalités, qui correspondent a
certaines étapes de la démarche générique de 1’UQ : calcul
de probabilités de défaillance (et identification des zones de
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défaillance), calage de modeles numériques a 1’aide de me-
sures pour améliorer leur représentativité, et analyse de sen-
sibilité.

Dans la suite de ce document, ces fiches sont concaté-

nées dans I’ordre suivant :

Introduction a la génération de plans d’expériences,
Introduction a 1’analyse de sensibilité de modeles
numériques,

Introduction aux problemes de calage de parametres,
Introduction a I’estimation de probabilités d’événe-
ments rares,

Introduction aux modeles de substitution,
Introduction aux problémes d’optimisation numérique
déterministe.

Références

1.

W. Oberkampf and C. Roy, eds., Verification and validation in
scientific computing. Cambridge University Press, 2010.

NRC, Assessing the Reliability of Complex Models : Mathema-
tical and Statistical Foundations of Verification, Validation, and
Uncertainty Quantification. National Research Council (U.S.A.),
Washington, D.C. : The National Academies Press, 2012.

3. R. Smith, Uncertainty quantification. SIAM, 2014.

10.

11.

12.

13.

14.

R. Ghanem, D. Higdon, and H. Owhadi, eds., Springer Handbook
on Uncertainty Quantification. Springer, 2017.

. ASN, Qualification des outils de calcul scientifique utilisés dans

la démonstration de siireté nucléaire - Ire barriére. Autorité de
Sireté Nucléaire, 2017. Guide n°® 28, Version du 25/07/2017.

Marie, N., Li, S., Marrel, A., Marques, M., Bajard, S., Tosello, A.,
Perez, J., Grosjean, B., Gerschenfeld, A., Anderhuber, M., Gef-
fray, C., Gorsse, Y., Mauger, G., and Matteo, L., “VVUQ of a
thermal-hydraulic multi-scale tool on unprotected loss of flow ac-
cident in SFR reactor,” The European Journal of Physics - Nuclear
Sciences & Technology (EPJ-N), vol. 7, p. 3, 2021.

P. Lopez, Méthodes de dimensionnement des incertitudes d’une
chaine industrielle de calcul cceur. PhD thesis, Université Gre-
noble Alpes, 2021.

NEA, A State-of-the-Art Report on Scaling in System Thermal-
hydraulics Applications to Nuclear Reactor Safety and Design.
OECD/Nuclear Energy Agency, 2017. NEA/CSNI/R(2016)14.

X. Wu, T. Kozlowki, H. Meidani, and K. Shirvan, “Inverse uncer-
tainty quantification using the modular Bayesian approach based
on Gaussian process, Part 1 : Theory,” Nuclear Engineering and
Design, vol. 335, pp. 339-355, 2018.

E. de Rocquigny, N. Devictor, and S. Tarantola, eds., Uncertainty
in industrial practice. Wiley, 2008.

J. Morio and M. Balesdent, Estimation of rare event probabilities
in complex aerospace and other systems. Woodhead Publishing,
2015.

N. Bousquet and P. Bernardara, Extreme Value Theory with Appli-
cations to Natural Hazards - From Statistical Theory to Industrial
Practice. Springer, 2021.

S. Da Veiga, F. Gamboa, B. Iooss, and C. Prieur, Basics and Trends
in Sensitivity Analysis. Theory and Practice in R. SIAM, 2021.

A. Pasanisi and A. Dutfoy, “An industrial viewpoint on un-
certainty quantification in simulation : Stakes, methods, tools,
examples,” in Uncertainty quantification in scientific computing

15.

16.

17.

18.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

- 10th IFIP WG 2.5 working conference, WoCoUQ 2011, Boul-
der, CO, USA, August 1-4, 2011 (A. Dienstfrey and R. Boisvert,
eds.), vol. 377 of IFIP Advances in Information and Communica-
tion Technology, pp. 27-45, Berlin : Springer, 2012.

G. Damblin, M. Keller, A. Pasanisi, P. Barbillon, A. Pasanisi, and
E. Parent, “Bayesian model selection for the validation of com-
puter codes,” Quality and Reliability Engineering International
Journal, vol. 32, pp. 2043-2054, 2016.

M. Baudin, A. Dutfoy, B. Iooss, and A. Popelin, “Open TURNS :
An industrial software for uncertainty quantification in simu-
lation,” in Springer Handbook on Uncertainty Quantification
(R. Ghanem, D. Higdon, and H. Owhadi, eds.), pp. 2001-2038,
Springer, 2017.

J.-B. Blanchard, G. Damblin, J.-M. Martinez, G. Arnaud, and
F. Gaudier, “The Uranie platform : an open-source software for
optimisation, meta-modelling and uncertainty analysis,” The Eu-
ropean Journal of Physics - Nuclear Sciences & Technology (EPJ-
N), vol. 5, p. 4,2019.

J. Baccou, J. Zhang, P. Fillion, G. Damblin, A. Petruzzi, R. Men-
dizébal, F. Reventds, T. Skorek, M. Couplet, B. Iooss, D.-Y. Oh,
and T. Takeda, “Development of good practice guidance for quan-
tification of thermal-hydraulic code model input uncertainty,” Nu-
clear Engineering and Design, vol. 354, p. 110173, 2019.

. N. Marie, A. Marrel, and K. Herbreteau, “Statistical methodo-

logy for a quantified validation of sodium fast reactor simulation
tools,” Journal of Verification, Validation and Uncertainty Quan-
tification, vol. 4, no. 3, p. 031002, 2019.

J. Stenger, F. Gamboa, M. Keller, and B. Iooss, “Optimal Un-
certainty Quantification of a risk measurement from a thermal-
hydraulic code using canonical moments,” International Journal
for Uncertainty Quantification, vol. 10, pp. 35-53, 2020.

A. Ajenjo, E. Ardillon, V. Chabridon, B. Iooss, S. Cogan, and
E. Sadoulet-Reboul, “An info-gap framework for robustness as-
sessment of epistemic uncertainty models in hybrid structural re-
liability analysis,” Structural Safety, vol. 96, p. 102196, 2022.

C. Gauchy, J. Stenger, R. Sueur, and B. Iooss, “An Informa-
tion Geometry Approach to Robustness Analysis for the Uncer-
tainty Quantification of Computer Codes,” Technometrics, vol. 64,
pp. 80-91, 2022.

R. Cocci, G. Damblin, A. Ghione, L. Sargentini, and D. Lucor, “A
comprehensive Bayesian framework for the development, valida-
tion and uncertainty quantification of thermal-hydraulic models,”
Annals of Nuclear Energy, vol. 172, p. 109029, 2022.

A. Marrel, B. Iooss, and V. Chabridon, “The ICSCREAM me-
thodology : Identification of penalizing configurations in compu-
ter experiments using screening and metamodel — Applications in
thermal-hydraulics,” Nuclear Science and Engineering, vol. 196,
pp. 301-321, 2022.

L. Lefebvre, M. Segond, R. Spaggiari, L. Le Gratiet, E. Deri,
B. Iooss, and G. Damblin, “Improving the predictivity of a steam
generator clogging numerical model by global sensitivity analysis
and Bayesian calibration techniques,” Nuclear Science and Engi-
neering, vol. 197, p. 2136-2149, 2023.

A. Marrel, H. Velardo, and A. Bouloré, “Likelihood and depth-
based criteria for comparing simulation results with experimental
data, in support to validation of numerical simulators,” Internatio-
nal Journal for Uncertainty Quantification, In press, 2023.
AIAA, Guide for the verification and validation of computational
fluid dynamics simulations. Reston VA : American Institute of
Aeronautics and Astronautics, 1998. Report No. AIAA-G-077-
1998.

ASME, Standard for Verification and Validation in Computational
Fluid Dynamics and Heat Transfer. American Society of Mecha-
nical Engineers, 2009.

Page 9



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

M. Keller, J.-P. Argaud, A.-L. Popelin, S. Peron, M. Couplet, and
B. lIooss, Guide méthodologique pour le calage de modeles en
simulation numérique — Méthodes d’ajustement de paramétres.
Rapport EDF R&D 6125-1611-2017-01483-FR, 2017.

W. Oberkampf and M. Barone, “Measures of agreement between
computation and experiment : Validation metrics,” Journal of
Computational Physics, vol. 217, pp. 5-36, 2006.

M. Couplet, Indicateurs de validation pour les outils de simula-
tion numérique. Rapport EDF R&D 6125-1611-2017-00008-FR,
2018.

M. Kennedy and A. O’Hagan, “Bayesian calibration of computer
models,” Journal of the Royal Statistical Society, vol. 63, no. 3,
pp- 425-464, 2001.

M. Bayarri, J. Berger, P. Sacks, J. Cafeo, J. Cavendish, C.-H. Lin,
and J. Tu, “A framework for validation of computer models,” Tech-
nometrics, vol. 49, pp. 138-154, 2007.

A. Pasanisi, M. Couplet, and A. Dutfoy-Lebrun, Guide méthodo-
logique pour le traitement des incertitudes - Mise a jour 2013.
Rapport EDF R&D H-T57-2013-02207-FR, 2013.

B. Iooss, “Methods and issues for the analysis of complex systems
by numerical simulation at EDF,” Presentation at Industry Day of
9th International Congress on Industrial and Applied Mathematics
(ICIAM 2019), July, 15-19, 2019.

R. Nelsen, An introduction to copulas. Springer, 2nd ed., 2006.

JCGM 100-2008 - Evaluation of measurement data - Guide to the
expression of uncertainty in measurement. JCGM, 2008.

K.-T. Fang, R. Li, and A. Sudjianto, Design and Modeling for
Computer Experiments. Chapman & Hall/CRC, 2006.

M. Morris and M. Moore, “Design of computer experiments : In-
troduction and background,” in Handbook of design and analy-
sis of experiments (A. Dean, M. Morris, J. Stufken, and D. Bin-
gham, eds.), Handbooks of modern statistical methods, Chapman
& Hall/CRC, 2015.

B. Iooss and P. Lemaitre, “A review on global sensitivity
analysis methods,” in Uncertainty management in Simulation-
Optimization of Complex Systems : Algorithms and Applications
(C. Meloni and G. Dellino, eds.), pp. 101-122, Springer, 2015.
D. Montgomery, Design and analysis of experiments. John Wiley
& Sons, 6th ed., 2004.

T. Hastie, R. Tibshirani, and J. Friedman, The elements of statisti-
cal learning. Springer, second ed., 2009.

L. Le Gratiet, S. Marelli, and B. Sudret, “Metamodel-based sen-
sitivity analysis : Polynomial chaos expansions and Gaussian
processes,” in Springer Handbook on Uncertainty Quantification
(R. Ghanem, D. Higdon, and H. Owhadi, eds.), pp. 1289-1325,
Springer, 2017.

J. Fuhg, A. Fau, and U. Nackenhorst, “State-of-the-art and compa-
rative review of adaptive sampling methods for kriging,” Archive
of Computational Methods in Engineering, vol. 28, p. 2689-2747,
2021.

A. Der Kiureghian and O. Ditlevsen, “Aleatory or epistemic ?
Does it matter?,” Structural Safety, vol. 31, no. 2, pp. 105-112,
2009.

S. Ferson and L. Ginzburg, “Different methods are needed to pro-
pagate ignorance and variability,” Reliability Engineering & Sys-
tem Safety, vol. 54, pp. 133-144, 1996.

D. Alvarez, “On the calculation of the bounds of probability of
events using infinite random sets,” International Journal of Ap-
proximate Reasoning, vol. 43, pp. 241-267, 2006.

A. Ajenjo, Analyse info-gap de la robustesse d’évaluations fiabi-
listes pour la siireté de systemes industriels critiques. PhD thesis,
Université de Bourgogne Franche-Comté, 2022.

49.

50.

B. Iooss, V. Verges, and V. Larget, “BEPU robustness analysis via
perturbed-law based sensitivity indices,” Proceedings of the Ins-
titution of Mechanical Engineers, Part O : Journal of Risk and
Reliability, vol. 236, pp. 855-865, 2022.

J. Stenger, Optimal Uncertainty Quantification of a risk measure-
ment from a computer code. PhD thesis, Université de Toulouse,
2020.

Page 10



Introduction a la génération des plans d’expériences.
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Résumé Cette note introduit la notion de plan d’expériences en discutant leur intérét dans le cadre de I’expérimentation
réelle et de la simulation numérique. Ces techniques sont particulierement utiles pour 1’analyse de sensibilité et la construc-
tion de métamodeles. Plusieurs méthodes sont présentées (suivant les connaissances a priori et les hypotheses sous-jacentes
au probleme considéré) et sont appliquées a des cas simples pour illustrer leurs intéréts et limitations.

1 Introduction

Le concept de plan d’expériences n’est pas propre aux
sciences modernes et a toujours été indissociable de la carac-
térisation d’un probleme. Si I’on souhaite, par exemple, me-
surer la masse de 4 objets m; (i =1, ...,4) avec une balance a
deux fléaux, la méthode évidente est de mesurer chacune des
masses individuellement. En supposant que 1’erreur de me-
sure suit une loi normale £ ~ ./ (0, 62), on obtient 4 mesures
yi=m;+ € (i=1,...,4) donnant une estimation des masses
1 ~ N (m;,62). Une méthode plus sophistiquée consiste a
faire les quatre mesures suivantes :

y1=my+my+m3+my+ €
Yo=—mp+my—m3+ms+8&
y3=—my—my+m3+my+&
V4 =myp —my —m3+myg—+ &

L’estimation de chaque masse se fait en combinant ces me-

sures, par exemple riy = %Zi yi=mi+Y; %. On constate
. . Vs . . A 2
alors que I’estimation résultante suit la loi r7i; ~ N (m;, %)

donnant une bien meilleure précision pour autant de mesure.

Cet exemple montre I’intérét de bien définir le probleme
et notre but, afin de choisir la stratégie la plus 2 méme de
fournir le maximum d’information avec le moins d’effort
possible. Dans cette note nous allons introduire différentes

méthodologies pour générer des plans d’expériences. Le terme

d’observation sera utilisé pour parler des résultats d’un pro-
cessus, que ce soit un code ou une expérience.

2 Plans d’expériences pour modeles linéaires

Cette partie introduit le cas de la régression linéaire pour
lequel on peut écrire la quantité d’intérét sous la forme y(x) =
Y, Bihi(x) = ' (x)B, ol x € R?, les {B;}icpo,,] sont les
coefficients de la régression et les {hi}ie[O,n,}’ les régres-
seurs, sont des fonctions de base (polynomes, fonctions tri-
gonométriques. .. ), n, étant le nombre de régresseurs [1].

a. e-mail : jean-baptiste.blanchard @cea.fr

Quand n, < N (le nombre d’observations), la détermination
de ces coefficients revient & la minimisation de ||y — HB||?
pour H la matrice des régresseurs, qu’on peut écrire H =
(hT(x1)...h7 (xy))”. La forme générale de la solution est
alors § = HB = H(HTH)~'Hy.

2.1 Plans factoriels et fractionnaires

Suivant les hypotheses faites sur le modele défini ci-
dessus, il existe une zoologie tres vaste des plans optimaux
(ici au sens du plus petit nombre de points a calculer) pour
obtenir une mesure des coefficients du premier ordre [2].
Parmi ces derniers, on trouve :

— le plan OAT (One-At-a-Time, c.f. fig. 1a), si on sup-
pose aucune interaction entre les variables d’entrée.
Il correspond a une variation dans chacune des di-
mensions, ne couvrant que partiellement I’espace des
entrées, mais ne nécessitant que p + 1 estimations.
le plan factoriel complet (c.f. fig. 1b), si on suppose
que des interactions peuvent exister entre toutes les
entrées. Il correspond a la variation simultanée de
toutes les dimensions, engendrant la génération de
2P calculs, nombre divergeant rapidement avec p.
les plans factoriels fractionnaires (c.f. fig. 1c), sui-
vant les hypotheses sur les interactions. Il existe un
grand nombre de dénomination correspondant aux
différents cas : Rjj;, Ryy, Ry. .. [2].

2.2 Plans optimaux

Les plans d’expériences discutés précédemment sont dits
optimaux au sens de minimiser le nombre de calcul pour ob-
tenir un résultat. Il est aussi possible de réfléchir a des plans
dits optimaux pour un but plus précis dépendant du résultat
voulu. Avec le formalisme du début, comme

2
B=H"H)"'H"y, alors Cov(B) =c*(H'H)"! =

°c ~1
—M
N N
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FIGURE 1: Exemple de plans “optimaux” pour mesurer les
effets du premier ordre d’un modele linéaire, dépendant de
trois entrées dont les valeurs sont normalisées, sans inter-
action (a), avec toutes les interactions possibles (b) et avec
interactions possibles deux-a-deux (c).

ou My est la matrice d’information (ou de Fisher, € RP*P),
Il existe une grande variété de plans optimaux, maximisant
une fonction scalaire de My [3], parmi lesquels les plans

— A-optimaux qui maximisent -trace(Mn 1) pour mi-
nimiser la somme quadratiques des axes de I’ellip-
soide de confiance des parametres B obtenus.

— E-optimaux qui maximisent A,,,;,(My~!) pour mini-
miser 1’axe principal de I’ellipsoide de confiance des
parametres 3 obtenus.

— D-optimaux qui maximisent log(det(My~")) pour mi-
nimiser le volume de I’ellipsoide de confiance des
parametres B obtenus.

L’exemple donné en section 1 est un cas de plan optimisé.
3 Plans d’expériences remplissant I’espace de définition

Parallelement aux méthodes introduites en section 2, les
plans discutés ci-apres ont pour but de représenter au mieux
I’espace de définition des entrées. Ce type de plan est sou-
vent utilisé quand aucune hypothese n’est faite sur le modele
ou sur I’importance ou non d’une région (lors d’une analyse
de sensibilité ou pour faire I’apprentissage du comportement
d’un processus par un modele de substitution).

La section 3.1 introduit des propriétés génériques de ces
plans, que ces derniers soient générés par des méthodes quasi
Monte-Carlo (illustrées en section 3.2.1 par les suites a faibles
discrépances) ou par des méthodes Monte-Carlo (illustrées
en section 3.2.2).

3.1 Propriétés attendues et recherchées
3.1.1 Couverture optimale de I’espace

1l existe plusieurs criteres pour décrire la couverture spa-
tiale (le remplissage) d’un plan d’expériences [4], comme

— le minimax, pour minimiser la distance maximale entre
un point du domaine et un point du plan.

— le maximin, pour maximiser la distance minimale entre
les points du plan.

— ladiscrépance, pour quantifier de combien un échan-
tillon differe d’une distribution purement uniforme.

3.1.2 Robustesse en sous-projection

Les processus étudiés ont souvent une dimension effec-
tive (k) plus faible que leur dimension d’entrée (p), par exemple
si certains parametres sont négligeables. La robustesse en
sous-projection est la faculté de conserver une bonne cou-
verture dans le sous-espace [0, 1]* et dépend principalement
de la nature du plan considéré [5].

3.1.3 Séquentialité

La séquentialité est la propriété pour un plan de pouvoir
recycler les calculs précédents pour augmenter le nombre de
points au fur et & mesure (afin d’améliorer la précision d’un
estimateur par exemple).

3.2 Génération de ces plans
3.2.1 Suite a faible discrépance

Cette partie introduit une classe de méthode quasi Monte-
Carlo générant des plans déterministes, appelées suites a
faible discrépance car leur but est de remplir 1’espace des
entrées en minimisant cette derniere tout en respectant la
propriété de séquentialité.

La fig. 2 regroupe les projections de plan de 200 points
tiré dans [0, 1]' (donc a 15 dimension). Si le résultat projeté
sur (x1,x2) est bon pour une suite de Halton [4] (c.f. fig. 2a),
la projection sur (x14,x15) montre une corrélation qui n’était
pas demandée (c.f. fig. 2b). Cette derniere est due a la ma-
niere dont fonctionne la séquence : elle repose sur I'utilisa-
tion de nombre premier comme base ({b;} i=1,..,15) pour dé-
terminer le position des point dans chacune des dimensions.
Le remplissage se fait dans un certain ordre dépendant de
ces nombres premiers. Ainsi pour ne pas avoir cette struc-
ture, il faudrait demander un nombre de point de 1’ordre de
N ~ by X b15 (b1g =43 et bys = 47).

1l existe d’autres séquences, comme la séquence de So-
bol [6], montrant un meilleur comportement dans les mémes
conditions (c.f fig. 2c), mais cette derniere est aussi sensible
au fléau de la dimension.
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FIGURE 2: Exemple de projection de plan d’expériences a 200 points, tirés selon 15 lois uniformes [0, 1], & partir d’une suite
de Halton (a et b) et de Sobol (c) en ne regardant que les deux premieres variables (a) ou les deux dernieres (b et c).

3.2.2 Plan d’expériences aléatoires

Dans cette partie, les plans aléatoires sont illustrés par la
fig. 3 dans le cas ou les deux entrées considérées suivent une
loi uniforme [0, 1].

La méthode la plus évidente consiste a tirer de maniere
aléatoire ! des valeurs suivant chacune des dimensions. Ces
plans (appelés SRS pour Simple Random Sampling) sont
tres simples a générer et ont une bonne séquentialité (tant la
graine du générateur pseudo-aléatoire utilisé pour augmen-
ter I’échantillon est changée). Toutefois, les estimations des
parametres du processus faites a partir de ce genre de plan
ont des incertitudes relativement grandes. La fig. 3a montre
aussi la faible robustesse en sous-projection , méme 1D : les
distributions marginales souffrent de grandes fluctuations.

Une deuxieme méthode consiste a scinder 1’espace des
probabilités de chacune des dimensions en N intervalles équi
probables et de tirer aléatoirement dans chaque intervalle
de chaque dimension. L’association des tirages faits suivant
chaque dimension pemet obtenir le plan d’expériences [7].
Ces plans, dits stratifiés (appelés LHS pour Latin Hypercube
Sampling), ont une bonne robustesse en sous-projection 1D
(c.f. fig. 3b) au dépend de la séquentialité : il n’est pas pos-
sible d’ajouter des points a un plan LHS déja construit tout
en respectant le caractere stratifié du plan.

Finalement, il est possible de construire des plans cou-
vrants (dits space-filling) en utilisant un critere tel que ceux
définis en section 3.1.1. A partir du plan LHS de la fig. 3b,
on peut construire un plan LHS maximin, (c.f. fig. 3c) ayant
une meilleur discrépance. Ce type de plan est avantageux en
terme de précision pour le calcul d’estimateur Monte-Carlo
reposant sur une mesure d’intégrale [8].

1. on utilise ici un générateur pseudo-aléatoire : un algorithme don-
nant une suite de nombre semblant aléatoire caractérisé seulement par
la graine de départ (appelée seed).

4 Plans d’expériences adaptatifs

Les plans introduits jusqu’ici peuvent étre définis dans
un premier temps, avant de procéder a I’estimation de chaque
points par le processus. Il est possible de créer des plans dont
les observations sont définies au fur et a mesure des estima-
tions, surtout si le processus est tres coliteux en ressources.

A partir d’un premier plan, servant de base d’appren-
tissage pour construire un modele de substitution, on peut
définir un critere pour déterminer le point le plus adapté.
La fig. 4 est un exemple sur un processus jouet inconnu
(ligne bleue), utilisant un modele de krigeage qui fournit
une estimation (ligne rouge) de la réponse du processus ainsi
qu’une incertitude (bande rouge) sur cette derniere [9]. On
peut alors choisir la prochaine observation, comme la va-
leur maximale de I’incertitude de prédiction du modele de
krigeage (représentée aussi en noir dans les fenétres infé-
rieures). La fig. 4a représente la premiere construction du
modele krigeage a partir d’un plan LHS (points noirs). Les
étapes suivantes sont illustrées par les différentes figures :

— Fig. 4b : le point autour de 2.5 a été calculé par le

processus et intégré a la base d’apprentissage du kri-
geage, tout comme le suivant (autour de 6, en vert).
Le modele de krigeage réévalué donne une bonne
description pour les temps inférieurs a 10 (les incer-
titudes de prédiction sont de 1’ordre de 70), mais dé-
crit mal le reste (différence bleu-rouge).
Fig. 4c : le point autour de 12.5 a été estimé. Le mo-
dele de krigeage a été réévalué et les incertitudes pré-
dites pour la partie inférieure a 10 ont été largement
augmentées.

L’arrét de cette procédure repose généralement sur un
critere de qualité du modele de substitution (donc sur la
bonne description des observations par le modele). Cette
méthode, fastidieuse pour le cas simple de la fig. 4, permet
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FIGURE 3: Exemple de plan d’expériences a 60 points, tiré selon deux lois uniformes [0, 1], par la méthode SRS (a), LHS (b)
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et LHS maximin (c). Dans chaque cas le nuage de points est entouré des projections sur xj et xp.
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FIGURE 4: Création d’un plan adaptatif, & partir d’un plan LHS (

2 (c) étape 3

points noirs en fig. 4a) et d’un modele de krigeage (rouge)

pour estimer les nouvelles observations a réaliser (points verts). Le comportement réel du processus est représenté en bleu.

de se focaliser sur les régions les plus importantes de ’es- 4
pace des entrées.

5.
5 Conclusion
Le concept de plan d’expériences a été introduit dans 6
cette note en présentant plusieurs méthodologies, dépendant
du but de I’étude considérée et des hypotheses sur le modele
sous-jacent. 7.
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Introduction a I’analyse de sensibilité de modéles numériques
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Résumé Cette note introduit la procédure d’analyse de sensibilité en discutant de son intérét pour différents cadres d’appli-
cation possibles. Une description de la méthodologie générale est d’abord faite en introduisant quelques principes répandus,
mais aussi en citant des concepts plus poussés (pour lesquels seules des références sont fournies pour complétude). A partir
d’un probleme physique simple, plusieurs méthodes sont testées permettant différents niveaux d’analyse et de conclusion.

1 Introduction

De nombreuses problématiques scientifiques et indus-
trielles sont complexes, au sens ou un grand nombre d’in-
connus sont en entrée du systeme étudié, mais aussi ot I’ana-
lyse de la physique sous-jacente n’est pas analytiquement
réalisable. Associée a I’utilisation de modeles numériques
décrivant le systeme, 1’analyse de sensibilité est alors un
outil précieux, car elle permet de distinguer les variables
influentes de celles que I’on peut négliger dans I’analyse,
de quantifier cette influence, d’identifier les effets d’interac-
tion entre variables. .. Il devient alors possible d’améliorer
les étapes de quantification d’incertitudes, de vérification,
de calage et de validation de modeles [1, 2].

Cette note introduit différents concepts généraux liés a
I’analyse de sensibilité, en discutant I’intérét de la visualisa-
tion graphique, les outils de criblage, les mesures d’impor-
tance et I’analyse de robustesse.

1.1 Présentation du cas d’application

Le dispositif expérimental est constitué d’une plaque plane,
immergée dans un écoulement fluide de température constante
(de valeur T.,) dont les conditions d’écoulement sont connues.
Ce probleme est unidimensionnel (c.f. fig. 1) : la largeur du
solide est fixée a 2e (suivant la direction x) et la longueur est
considérée infinie (suivant la direction y). Le but de cette ex-
périence est de mesurer la température de la plaque en tout
point (suivant x) et tout temps (noté t), qu’on exprime en
terme de jauge thermique, notée O, a partir de la tempéra-
ture initiale de la plaque (notée 7;), comme :

T(xat)fz‘

0(x,t) = T

ey

Cette mesure est utile pour estimer des propriétés de I’inter-
face solide-liquide (e.g. le nombre de Biot B;). Le calcul de

a. e-mail : jean-baptiste.blanchard @cea.fr
b. e-mail : bertrand.iooss @edf.fr

la jauge thermique peut étre fait de maniere analytique, sous
certaines conditions en calculant la série infinie suivante :

> 1
0 (xad7 Z‘ad) =2 Z ﬁn COS((J),;X,M]) CXP(— Zwy%tad) 2)
n=1

ol les parametres d’origine (x et ¢) sont remplacés par des
grandeurs adimensionnées (annotées ad), définies comme

Xad = X/e et tyg =1 X . La position adimensionnée

e2pC

évolue entre -1 et 1 (de maniere symétrique, donc on se
focalisera sur I'intervalle [0,1]) et le temps adimensionné
(qui est un temps caractéristique) sera compris entre 0 et 10.
Les grandeurs e, A, p et C, sont les propriétés physiques
du matériau composant la plaque, introduites plus en détails
ci-apres (c.f. table 1). Les hypotheses d’écoulement et les
termes spécifiques (B, ¥ et ,) sont détaillés dans [3].

FIGURE 1: Schéma du dispositif expérimental.

Les évolutions de la jauge thermique seront considérées
pour une valeur de profondeur adimensionnée fixée, en ob-
servant I’évolution en fonction du temps adimensionné. Le
modele d’incertitude utilisé a travers cette note est simple :
on suppose que tous les parametres d’entrée (les propriétés
physiques du Téflon) suivent une loi normale (c.f. table 1 ou
valeur et incertitude sont les moyenne et écart type).
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Valeur Incertitude
Epaisseur x1073 [m] : e 10 0.05
Conductivité thermique x 1073 [W/(m.K)] : A 250 1.5
Capacité thermique massique [J/(kg.K)] : Cp 1300 15.6
Masse volumique [kg/m3] : p 2200 44

TABLE 1: Résumés des propriétés physiques du Téflon.

2 Importance de la visualisation

Si un ensemble de données est disponible (un jeu de cal-
culs du modele), il est possible d’avoir une premiere intui-
tion des résultats d’une analyse de sensibilité par la visuali-
sation. Une visualisation par paires représentant une matrice
de taille ny X ny, ny rassemble le nombre de variables d’en-
trée (d) et de sortie. La diagonale de cette matrice montre
les distributions de chacune des variables, tandis que les élé-
ments croisés sont des nuages de points représentant la va-
riable de la colonne j en fonction de celle de la ligne i.

La fig. 2a montre une visualisation par paires pour le cas
d’application introduit en section 1.1, avec les quatre para-
metres d’entrée définis dans la table 1 et une variable de
sortie scalaire O (configuration de la jauge ol (x,q,%.q) =
(0.6,7)). On voit clairement les distributions gaussiennes
des lois d’entrée et de la sortie correspondante. En regardant
particulierement la derniere colonne, on voit que la valeur de
la jauge semble plus sensible a 1’épaisseur (premiere ligne)
et a la capacité thermique (troisieéme ligne) qu’a la masse
volumique par exemple (quatrieme ligne).

La fig. 2b introduit une autre maniere de visualiser ces
données, par graphe en coordonnées paralleles ou Cobweb
plot [4], qui donne a voir chaque donnée comme une ligne
passant par la valeur de chacune des variables. Il est alors
aisé de mettre en exergue une zone d’intérét particuliere (ici
les queues de distributions de la jauge, en rouge et bleu)
pour voir si ces dernieres sont issues de zones précises des
entrées (révélant possiblement des effets d’interaction). La
forte anti-corrélation entre notre sortie (dernier axe) et la ca-
pacité thermique (axe du milieu) est confirmée.

Ces techniques simples peuvent étre difficiles a utiliser
dans le cas d’un grand nombre de variables d’entrée. Les
techniques de criblage peuvent alors étre appliquées au préa-
lable pour réduire la dimension du probleme.

3 Techniques de criblage

Les techniques de criblage permettent souvent une ex-
ploration rapide (au sens du nombre de calculs a réaliser
avec le modele) du comportement du processus analysé, pour
en identifier les contributions les plus négligeables [4, 2]. La

méthode la plus connue dans 1’ingénierie est celle dite One

(a) Visualisation par paires

0.2551 1351.3720 2215.9734 0.9535

0.0098

0.2436

1250.5640 2185.7958

Masse, 9(xad=0.6,tad=7.0)
N

0.9368
Epaisseur Conductivite Capacite

(b) Visualisation par cobweb plot
FIGURE 2: Visualisation d’un jeu de données (n = 2000).

At a Time (OAT) pour laquelle chaque variable est modifiée
en fixant la valeur de toutes les autres, ce qui est limitatif.
Parmi toutes les méthodes de criblage existantes, nous
mettons I’accent sur la méthode de Morris qui ne requiert
pas d’hypotheses sur la régularité du modele. La méthode
de Morris [S5] permet de classer les entrées en trois groupes
de variables (détaillés ci-apres) en transformant I’espace des
entrées, de dimension d, en un hypercube [0, 1]%, discrétisé
en p niveaux. Un déplacement élémentaire est choisi (A)
afin de réaliser une premiere trajectoire ¢ : a partir d’un point
de départ aléatoire de I’hypercube discrétisé (premiere esti-
mation par le code) on effectue un mouvement dans une di-
rection (variable d’entrée i) choisie au hasard (amenant une
seconde estimation). On calcule alors pour ce déplacement
élémentaire, I’effet élémentaire EE;, comme
oYX X AL X)) =X X LX)
EE; = .
A
Cette opération est répétée pour chaque direction, complé-
tant la trajectoire ¢, le tout étant refait ensuite autant de fois
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que le nombre de trajectoire demandé (7;). Une interpréta-
tion statistique des effets élémentaires est faite en calculant
I’effet moyen absolu () et I’écart type des effets moyens
(0;) pour chaque variable d’entrée, comme

n

Y (EE] — ).

1 & 1
nt—lt:l

Y |EE[|eto} =
L

W=

On peut alors classer ces variables en trois groupes :
celles négligeables (i et o; faibles), celles dont I’effet est
linéaire et sans interaction avec les autres variables (o; faible
mais u; important) et celles dont I’effet est non linéaire
et/ou avec interaction avec les autres (o; et (1 importants).

Epaisseur Capacite

902 —— Conductivite Masse volumique
0.015F
0.01F
0.005

F —_—
© |-
0.015
o.01-
0.005}

0" 500 1000 1500 2000 2500 3000

time [s]

FIGURE 3: Evolutions temporelles de u* (haut) et ¢ (bas).

Les résultats de cette méthode (en prenant » = 10) ap-
pliquée a la plaque de Téflon sont donnés pour une position
adimensionnée x,; de 0.8. La fig. 3 représente les évolutions
du pu* (haut) et du o (bas) en fonction du temps. Les pre-
mieres constatations de la visualisation (c.f. section 2) sont
confirmées : les variables les plus importantes semblent étre
I’épaisseur et la capacité thermique. On en déduit aussi que
la jauge thermique ne dépend pas linéairement de 1’épais-
seur (0 du méme ordre de grandeur que p*).

D’autres indices de sensibilité, comme les indices HSIC [6],

sont plus souples que la méthode de Morris et permettent de
capturer des dépendances plus complexes [2].

4 Mesure d’importance
4.1 Hypothese de linéarité ou monotonie

Pour obtenir une indication quantitative de I’'impact de
chaque entrée, il est possible d’utiliser des grandeurs simples
a estimer, comme le coefficient de corrélation de Pearson ou
le coefficient SRC (Standard Regression Coefficient) [4]. Ils
sont valides sous I’hypothese (a valider par des criteres de

qualité) d’'un modele sous-jacent linéaire. Si le modele ne
peut étre considéré linéaire mais monotone, un équivalent
des coefficients introduits ci-dessus peut étre estimé a par-
tir des rangs des observations (non plus des valeurs). Ces
derniers s’appellent alors coefficient de Spearman et SRRC
(Standard Rank Regression Coefficient) et leur interprétation
reste également conditionnée a la valeur des criteres de qua-
lité. Enfin, une attention forte doit &tre apportée aux éven-
tuelles dépendances statistiques entre les entrées, auquel cas
d’autres mesures d’importance doivent &tre utilisées [7].

4.2 Décomposition fonctionnelle de la variance

Considérons le cas général d’une fonction y = f(xy,...,x;)

de carré intégrable sur son domaine Q2 ({x;},<;<, € R). Elle
peut étre décomposée en fonctions élémentaires [8], comme :

d
y=fo+Y filxi)+
i=1 1<i<j

Cette décomposition est unique [9]si fo =E[f(x)], [o fidx=
OVlet [o frfidx =0Vk#1

Dans le cadre statistique, avec un vecteur aléatoire X =
(Xi,...,Xy) etY = f(X), sous I’hypothese d’indépendance
des entrées, on obtient en passant a la variance :

d
VarlY] =Var[f(X)] =Y Vi+ Y Vij+ . Ve
i=1 1<i< j<d
ot V; = Var[f;(X;)]. En normalisant par Var[Y], on obtient
une décomposition fonctionnelle de la variance : la somme
de tous les indices (au nombre de 2¢ — 1, appelés indices
de Sobol) vaut 1. L’indice du premier ordre S; (i € [1,d]),
quantifie la fraction de la variance de la sortie due a I’entrée
i sans considération des interactions avec les autres entrées.
L’indice total S7; est une somme de tous les indices pour
lesquels I’entrée i contribue.
La fig. 4 montre les mesures de indices du premier ordre
(haut) et totaux (bas) pour une position adimensionnée x,;

..,Xd).

de 0.8, en fonction du temps. Les distributions sont trés proches

entre indices du premier ordre et indices totaux montrant une
tres faible valeur d’interaction entre les entrées. Les barres
verticales représentent 1’incertitude due a I’estimation de ces
indices par échantillonnage Monte Carlo qui nécessite un
nombre d’évaluations du modele élevée (N = 10000 ici).

1l existe de nombreux autres indices de sensibilité quan-
tifiant la sensibilité d’un phénomene a ses variables d’en-
trées, en particulier les effets de Shapley permettant de consi-
dérer des entrée corrélées entre elles [2].

5 Analyse de robustesse aux lois
L’une des hypotheses les plus critiquées en quantifica-

tion d’incertitudes est le choix des distributions de proba-
bilité assignées aux variables d’entrée qui se propagent a
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FIGURE 4: Distribution des S; (haut) et S7; (bas).

travers le modele numérique. Par conséquent, il est souvent
nécessaire de quantifier I’impact des lois de probabilités sur
les quantités d’intérét calculées (moyenne, variance, proba-
bilité de défaillance, quantile...). Cette question est diffé-
rente de celles posées par les méthodes d’analyse de sensibi-
lité présentées précédemment. Les indices PLI (“Perturbed-
Law based Indices”) permettent de répondre a cette ques-
tion de maniere rigoureuse et élégante [10, 2]. Leur principe
consiste a évaluer ’influence d’une perturbation d’un mo-
ment de la loi d’une entrée sur la quantité d’intérét. Les lois
perturbées sont calculées par minimisation de la divergence
de Kullback-Leibler par rapport a la loi initiale. Par exemple,
une loi gaussienne dont la moyenne est perturbée reste une
loi gaussienne, ce qui n’est pas le cas d’une loi uniforme.
L’avantage de cette technique est qu’elle ne requiert pas
de nouveaux appels au modele numérique que ceux déja réa-
lisés. Elle est intéressante pour appuyer les évaluations sta-
tistiques de criteres de stireté par code de calcul, par exemple
pour I’estimation d’un quantile de la sortie. La fig. 5 I'illustre
sur le cas de la jauge (avec (x4q,%.4) = (0.6,7)) avec un
échantillon de calculs de taille n = 2000. L indice est positif
(resp. négatif) quand le quantile augmente (resp. diminue).
On constate qu’en changeant la moyenne de la capacité de
1276 a 1324, le quantile varie de plus ou moins 0.25%.

6 Conclusion

L’analyse de sensibilité a été introduite dans cette note
en présentant plusieurs méthodologies, dépendant du but de
I’étude considérée et des hypotheses sur le modele sous-
jacent. En pratique, le choix de la méthode est souvent dictée
par le nombre d’évaluations qu’il est possible de faire avec
le code de calcul (fortement lié au nombre de variables d’en-
trée) et les hypotheses de régularité que 1’on peut faire sur
le modele. Ce cofit est particulierement élevé pour 1’estima-
tion des indices de Sobol. Utiliser des plans d’expériences
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FIGURE 5: Indices PLI : déviation relative du quantile a
95% de la jauge thermique en fonction de perturbations &
(en nombre d’écart type) des moyennes des lois des entrées.

adéquats ou des techniques de métamodeles permet souvent
de réduire ce colit. Des revues méthodologiques, contenant
les descriptions completes d’un grand nombre de techniques
sont disponibles dans [11, 1, 2].
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Résumé Cette note introduit les notions de calage de parametres. Plusieurs techniques sont présentées, dépendant des hypo-
theses sur le modele et sur les incertitudes, allant de la méthode des moindres carrés aux techniques de calage bayésiennes.

1 Introduction

Dans le contexte de la qualification d’un modele, ou
code reproduisant un comportement physique, le calage ! est
une étape importante de 1’analyse de quantification d’incer-
titude, mais il ne faut pas le confondre avec la validation [3] :

— validation : détermination du degré pour lequel un
modele est une représentation précise du monde réel,
vis-a-vis des utilisations prévues par ce dernier.

— calage : amélioration de 1’accord du modele par rap-
port a des observations de référence par ajustement
des parametres implémentés dans ce dernier.

La question sous-jacente a la validation est : « Quel degré de
confiance accorder au modele au vue de I’écart entre ses pré-
dictions et la réalité physique ? » tandis que celle du calage
est : « Etant donné le modele, quelles valeurs des parametres
minimisent 1’écart entre les observations et les prédictions,
sous les hypotheses d’incertitude choisies ? ».

Le modele est la fonction mathématique fy : R"™* — R .
Le vecteur d’entrée x contient les variables d’entrées du pro-
bleme et 6 € ® C R? un vecteur constant inconnu. Le mo-
dele est supposé déterministe (i.e. fg(X) est constant a x et 0
fixés), utilisé en boite noire (i.e. calage non-intrusif) et nous
poserons ny = 1 pour simplifier.

L’hypothese standard du calage probabiliste est que les
observations sont la somme de la sortie du modele et d’une
variable aléatoire :

z=fo(x) +e, D

ou € est une variable aléatoire d’espérance nulle, nommée
résidu. Cette derniere modélise 1’écart entre la prédiction du
modele et I’observation. Cet écart résulte en général de plu-
sieurs sources d’incertitude :

— expérimentales, affectant les observations z;

— de modele, affectant la fonction fy.

e-mail : jean-baptiste.blanchard @cea.fr
e-mail : guillaume.damblin @cea.fr
e-mail : michael.baudin @edf.fr
1. appelé aussi probleme inverse [1] ou assimilation de données [2]
en fonction du contexte et des méthodes choisies.

6o

Soit C = {(Xi,2i) }ic[1,,) I'ensemble des données de référence
ou n est le nombre d’observations et en ne supposant aucune
incertitude sur x;, alors les observations peuvent s’écrire z; =
fo(x;) + & pour i € [1,n]. Lobjectif du calage est de déter-
miner les valeurs de 6 permettant de rapprocher les obser-
vations d’une part et les prédictions du modele d’autre part.

11 peut arriver que le probleme de calage posséde une in-
finité de solutions [4], comme, par exemple, lorsque le mo-
dele fy ne dépend que de la somme 6; + 6,. Dans ce cas,
tous les couples de valeurs (6;,6,) ayant la méme somme
01 + 6, produisent la méme prédiction en sortie de fy. Ainsi
le calage est associé au probléme de son identifiabilité [5].

Pour illustrer certaines techniques, un cas jouet sera uti-
lisé, en définissant le modele linéaire fy(x) = 6y + 61x ol
x € [-2.5,2.5] et (6,01) = (-0.45,0.35). Les observations
sont un ensemble de n = 30 points de mesure dont I’estima-
tion est bruitée par le bruit gaussien € ~ N(0,0 = 0.4) 2.

Cette note va tout d’abord introduire les méthodes de
moindres carrés en § 2, puis les méthodes bayésiennes en
§ 3 avant de conclure en § 4.

2 Méthode des moindres carrés

Les méthodes décrites ici font I’hypotheése que le pa-
rametre 0 possede une valeur déterministe inconnue. Dans
une approche probabiliste du calage, il est d’usage d’utiliser
I’hypothese de normalité des résidus :

eiNN(O,ngi) pour i=1,---,n,

ou la variance O'SZi (supposée connue) peut quantifier les deux
sources d’incertitude discutées en § 1. L’équation 1 implique
que chaque sortie observée est la réalisation d’une variable
aléatoire conditionnée aux parametres 9 :

2~ Zi|0 == N(fo(x),0z) 2

2. C’est ’hypothése d’homoscédasticité : la variance des erreurs
stochastiques est la méme pour chaque observation (0g; = 0.Vi €

[1,n]).
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2.1 Maximum de vraisemblance

A partir de I’équation 2, la densité de probabilité des
observations de référence C peut s’écrire :
2
( i—fo(xi ))
REANN©

Les observations z; étant données, la densité de probabi-
lité des réalisations de C est d’autant plus élevée que le para-
metre O est proche de la solution. Le maximum de vraisem-
blance consiste a considérer que 1’équation 3 est une fonc-
tion du vecteur 6 afin de maximiser la densité L(z|60), ce qui
s’écrit Byy = argmax ¢L(z|0). Le logarithme de la vraisem-
blance mene alors au probleme de moindres carrés :

L(z6) Héz,le Hm%

Zi_fG(Xi)>2.

O,

1

n
Oyy = argmin Z (
0 =1
2.2 Minimisation de fonction cofit

Cette approche, usuelle, consiste 2 minimiser une fonc-
tion de coit, définie le plus souvent par des différences qua-
dratiques (d’ou le nom Least-Squares ou LS) calculées a
partir de C. Il existe différentes formes de fonction :

— classique? : Opr5 = argmin Z (zi — fo(xi))?;
i€[l,n]
— pondérée* : By s = argmin Z wi(zi — fo(x:))2.
0 ic[1,n]
— relative : ., = argmin Z (zi — fo(xi))? /22
i€[1,n]

Ces définitions ne sont pas orthogonales, en effet, si & €
R et {w;}ie[l’n] = a, alors Oy s = Bors (c’est le cas dans
I’hypothese d’homoscédasticité ot o = 6_2) De méme si
acRet{w;=(a% xz)" },E[l ») alors Owrs = Oei1s 0. Fi-
nalement, si {w; = C)',;II,Z},-e (i,n]» alors Oy = Oy s ce qui rend
I’estimation simple dans le cas linéaire.

2.3 Cas linéaire

Si le modele est linéaire, alors fg(x) = A’ (x)6 ot h(x)
est le vecteur des régresseurs. Si besoin, on peut ajouter
un composante "virtuelle" 6y = 1 pour intégrer un terme
constant dans la régression. La matrice de conception est

H = [h(x1),...,h(x,)]" € My ,(R).

Ses colonnes définissent le sous-espace sur lequel est projeté
fo. En posant Q = diag(wy,...,w,), la matrice des poids, la
solution est [6] :

Owis=(H'QH)'H' Qz
3. le O est ajouté pour Ordinary

4. le W est ajouté pour Weighted
5. cette forme est utile quand les erreurs sont multiplicatives.

“4)

quand n > p.

Cet estimateur est, selon le théoreme de Gauss-Markov,
optimal et sans biais si le résidu est non-biaisé et dans 1’hy-
pothese d’homoscédasticité. Cette conclusion est vraie quelle
que soit la distribution de &, mais 1’hypotheése de normalité
permet de vérifier la cohérence des estimations, a posteriori,
en analysant la distribution des résidus. De plus, méme si les
estimateurs sont ponctuels, I’hypothese gaussienne fait que
I’estimateur est lui méme gaussien, d’espérance E[0] = 6 et
de variance V[6] = (H” QH)"!. Cette derniere est utile pour
définir I’intervalle de confiance de niveau (1-a)% :

I} o= [é,»—zla/z V81,61 210 [é]}

pouri € [1, p] . Cet intervalle se comprend ainsi : en répétant
cette estimation avec un grand nombre de jeux de référence
de taille n, la valeur 6; sera dans IC’i_ o (1-a)% du temps.

Le probleme d’identifiabilité introduit en § 1, consiste a
vérifier que la matrice H est de rang plein, i.e. rank(H) =
p et qu’elle est bien conditionnée, ce qui veut dire que la
solution du probleme de moindres carrés linéaires est unique
et peu sensible aux erreurs d’observation.

2.4 Cas général

Si le modele linéaire n’est pas une bonne approxima-
tion de 8, il faut utiliser des techniques d’optimisation nu-
mérique pour résoudre le probleme de moindres carrés. Les
algorithmes sont alors multiples, dépendant principalement :

— du nombre de parametres a caler ;

— du comportement mathématique attendu (continuité,

présence de minima locaux,...);

— du temps de calcul nécessaire aux estimations.

Ces techniques sont discutées plus en détails dans [7].

La figure 1 présente le résultat des méthodes de moindres
carrés appliquées au cas jouet. L’hypothese d’homoscédasti-
cité implique que la méthode relative (érel 1s) n’est pas adap-
tée. Les parametres éOLS et éWLS sont cohérents avec les
valeurs vraies, tout comme ceux obtenus par maximum de
vraisemblance : (6, 0;) = (—0.45+0.07,0.37 £0.05) ©

3 Méthodes Bayésiennes

La probabilité d’un événement peut étre décrite comme
la limite de sa fréquence d’occurrence ou comme la quan-
tification d’un jugement personnel sur la réalisation de cet
événement. Ainsi, en langant une piéce, la probabilité P[pile]
est soit le résultat moyen d’un grand nombre de lancers (fac-
tuelle, mais dépendant de la statistique), soit la conviction
que cette derniere est équilibrée ou non (jugement a priori).

6. Les incertitudes sont données a 16 donc pour o =31.7%
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Soit (W,Z) un vecteur aléatoire de loi jointe f(y,z)(w,z)
et de lois marginales fiy (w) et fz(z). La régle de Bayes sti-
pule alors que :

Fnz(wlz) = Jzw(zw) x fW(W)’

12(2)

®)

ol fiyjz(wlz) (respectivement fzy (z|w)) est la densité de
probabilité de W sachant que z est réalisé (et inversement) 7,

L’équation 5 implique que la densité de probabilité de la
variable aléatoire 6 est :

L(2|0)Tprior(6)

e ©)

Tpost (0]2) = o< L(2]0) Tprior (6).

Le terme L(z|0) est la vraisemblance des observations con-
naissant 6, 7,,-(6) est la densité de probabilité¢ de 6 a
priori, appelée prior, m(z) est la vraisemblance marginale
des observations, considérée constante 8. La loi a priori est
dite propre si elle est intégrable, impropre sinon®. Les écri-
tures sont allégées en notant 7(0|z) pour 7, (0|z) et 7(0)
pour Tpior(0). Le choix du prior est crucial et doit reposer
sur des contraintes physiques du modele, des avis d’expert
ou tout autre information disponible. Si ce n’est pas le cas, il
est possible d’utiliser des lois a priori non informatives pour
que le calage repose essentiellement sur les observations.

3.1 Calage linéaire gaussien

Dans le cas du modele linéaire gaussien (utilisant les no-
tations de § 2.3 et en définissant comme {w; = Gé,-z}ie[i,n]
les poids de Q) le prior est 8 ~ N (mg,Xg) et le posterior
w(0|z) ~ N(mZOSt,ZgUS[) ol

—1 T
mi™ = (25" +HTQH)  (mhEy +dlQH) ()

et

spost _ (2*1 +HT.QH) - (8)
(] 6

L’équation 7 est I’estimateur du maximum a posteriori (ou

estimateur MAP).

Le prior non informatif de Jeffreys peut étre utilisé :
¢’est un prior plat impropre (7(6) o 1) [8], dont le poste-
rior, dans le cadre linéaire, est gaussien et dont les para-
metres sont ceux des équations 7 et 8 sans les contributions
T (donc équivalents aux 6 et V[] de § 2.3).

7. On parle alors de loi conditionnelle.

8. Elle ne dépend pas des valeurs de 6 mais de sa loi a priori
(m(z) = [ L(2|0)Tprior(60)d0) et joue un role de normalisation.

9. Un prior impropre s’obtient comme une limite de prior propre
(en faisant tendre la variance vers ’infini par exemple). Il faut toutefois
vérifier que le posterior obtenu, est propre.

3.2 Assimilation de données

L’assimilation de données est un cadre d’analyse pour
la combinaison d’un modele et d’observations afin d’esti-
mer 1’état d’un systeme. Cela peut aussi servir au calage des
parametres en utilisant a la fois les mesures, 1’estimation a
priori (appelée « ébauche ») et leurs incertitudes [2, 9].

Les notations difféerent de celles utilisées jusqu’ici, mais
elles sont conventionnelles : X, représente les parametres
idéaux (ou vrais), x; 1’ébauche (ou valeurs a priori), y,
les observations et X, les parametres optimaux (résultat de
I’analyse). Dans le cas statique, la simulation et I’observa-
tion sont rassemblées en une fonction H (linéaire ou non)
transformant des entrées x en un résultat comparable aux
observations. La différence y — H (X) est appelée innovation
si X = X, et résidus d’analyse si X = X,.

Les incertitudes pour cette méthode sont les suivantes :

— 1’ébauche differe de la valeur vraie par €, de moyenne

€, et de matrice de covariance B,
— les observations different des prédictions H(x;) par
€,, de moyenne €, et de matrice de covariance R,
ouB=E[(g,-&,)(¢,-85)T| et R=E[(€,-&,) (€, -&,)T].

Par la suite on fait les hypotheses suivantes : €, =€, =0,
les matrices R et B sont définies positives et sont les matrices
de covariance respectivement des erreurs d’observation et
de I’ébauche (i.e. du prior). Les § 3.2.1 et 3.2.2 introduisent
deux techniques par le prisme de I’inversion.

3.2.1 Filtre de Kalman (en inversion linéaire gaussienne)

Si la fonction H est linéaire (i.e. égale a sa jacobienne
H), I’estimation par filtrage est I’estimateur Best Linear Un-
biased Estimator (BLUE) pour lequel le gain optimal K et
la matrice de covariance de 1’analyse A s’écrivent :

K=BH! (HBH” +R) et A= (I-KH)B.
En assimilation par filtrage, le vecteur x,, se déduit de x;, :

X, = X, + K(y — H(xp)) ©)
ou K est la matrice de gain de Kalman. La matrice de Kal-
man est dit optimale car elle minimise I’erreur d’analyse.

L’ assimilation de données par filtre de Kalman est com-
parable a une approche bayésienne dans laquelle les erreurs
d’observations et le prior sur I’ébauche sont supposés gaus-
siens. Les équations 7 et 9 sont en effet mathématiquement
équivalentes : I’estimateur du filtre de Kalman est 1’estima-
teur MAP et sa matrice de covariance est donnée par 1’équa-
tion 8. Il y a toutefois une différence notable dans la pra-
tique : en assimilation de données, au lieu d’étre traitées en
un seul calcul, les estimations sont souvent mises a jour ité-
rativement en égrainant les observations.
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FIGURE 1: Minimisation des moindres
carrés. Observations (rouge) et fonc-
tions linéaires utilisant éOLS (vert),
6,015 (bleu) et By (violet).

3.2.2 3DVAR (en inversion non linéaire gaussienne)

Dans le cas général ou la fonction H est non linéaire et
€, et €, sont gaussiens, 1’estimateur MAP mene a 1’assimi-
lation de données par la méthode variationnelle (3DVAR).

Pour tous p, T € R et toute matrice de covariance G €
M x(R), 1a distance de Mahalanobis entre p et T est ||p -
7|lc =+/(p - 7)TG I(p - 7). En assimilation par la méthode
3DVAR, la fonction de colit a minimiser est :

J(x) = llyo — H(x) i+ [1x — x5

ol ||.|lr et ||| sont les normes de Mahalanobis associées
respectivement aux matrices R et B.

Le minimum de la fonction J est I’estimateur MAP. Tou-
tefois, contrairement au cas linéaire, la distribution de ’ana-
lyse x, est inconnue : pour la déterminer une approche plus

générale par chaine de Markov doit étre employée (c.f. § 3.3).

Une alternative consiste a linéariser la fonction H au point
de I’estimateur MAP, menant a [’approximation de Laplace.

Dans le cas de probleme dynamique, la fonction précé-
dente est parfois étendue en 4DVAR [2]. Lorsqu’on consi-
dere un grand nombre de parametres ou que les hypotheses
gaussiennes ne sont plus vérifiées, ces méthodes ne peuvent
plus s’appliquer. Une méthode de plus en plus utilisée dans
ce contexte est le filtre de Kalman d’ensemble [9].

Les observations du cas jouet sont utilisées itérativement
(par filtrage de Kalman) ce qui est montré dans la figure 2 ou
les prédictions sont de plus en plus proche des observations.

3.3 Cadre général : chaine de Markov
Quand le modele n’est pas linéaire en 0 ou que les priors

ne sont pas gaussiens, 1’estimation des lois a posteriori n’est
plus possible analytiquement. Dans ce cas, il est possible

FIGURE 2: Calage bayésien par filtre de
Kalman. Observations (rouge) et esti-
mations par filtrage de Kalman (bleu)
ainsi que la vraie fonction (noire).
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FIGURE 3: Distributions des parametres
estimés par 1’algorithme de Metropolis-
Hastings : 6y a gauche et 8; a droite.

d’obtenir des approximations par des méthodes appelées
« Markov-Chain Monte Carlo » (MCMC). Une chaine de
Markov discrete est un processus aléatoire pour lequel le
futur ne dépend que de I’instant présent, i.e. pour t € N :
{X;+11X;,..., X0} = {Xi+1]X; }- La définition peut étre géné-
ralisée aux processus continus sur R” par I’introduction de
noyaux de transition.

Une des chaines de Markov classique est 1’algorithme
de Metropolis-Hastings dont le but est de générer un échan-
tillon suivant une densité de probabilité cible. Pour cela, il
utilise une méthode de génération a partir d’une réalisation
déja acceptée et d’une probabilité de mouvement permettant
de s’assurer que la transition respecte les conditions de ré-
versibilité [10]. Plusieurs criteres permettent de juger de la
qualité de I’échantillon obtenu.

La figure 3 montre les distributions résultantes des es-
timations des parametres. Ces distributions sont proches de
la loi gaussienne, de loi 6y ~ A (—0.45,0.00682) et 6 ~
N(0.35,0.00682) ce qui est en accord avec les valeurs utili-
sées pour la génération des observations.

4 Conclusion

Cette note a introduit le concept de calage des para-
metres d’un modele. Plusieurs techniques ont été abordées,
des plus simples, comme les méthodes de moindres carrés,
aux plus élaborées, comme les méthodes bayésiennes.

La table suivante présente la hiérarchie des méthodes, de
la plus simple a la plus complexe et coliteuse.

Linéaire Non linéaire
0 prior LS linéaires LS non-linéaires
prior gaussien BLUE 3DVAR
prior non-gaussien MCMC MCMC
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la

D’autre méthodes permettent de mieux prendre en compte
grande dimension (par exemple via le Monte-Carlo hamil-

tonien), d’effectuer un calage sans acces a la vraisemblance

(P

ar exemple les méthodes ABC), d’estimer la variance des

erreurs 62 (dans le cas d’homoscédasticité). . .
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Résumé Cette note introduit les principales notions relatives a 1’analyse de fiabilité des structures et les techniques dédiées
a I’estimation de probabilités dites « d’événements rares », tout en précisant les éléments fondamentaux et les hypotheses

faites dans la formulation du probleme de fiabilité.

1 Introduction

L’ objectif principal de 1’analyse de fiabilité est de quan-
tifier une grandeur scalaire r (reliability), ou plus précisé-
ment, une quantité complémentaire, la probabilité de dé-
faillance donnée par pr = 1 — r (failure probability) du sys-
teéme considéré, compte tenu des incertitudes affectant les
variables décrivant son comportement. En pratique, estimer
la probabilité de défaillance pr correspond a résoudre un
probleme de propagation d’incertitudes assez spécifique du
fait de la rareté de I’événement recherché. Les ordres de
grandeur classiquement rencontrés peuvent varier de 102
21077, Il est important ici de noter que la notion de « proba-
bilité faible » et les éventuelles difficultés engendrées lors de
I’estimation sont d’autant plus exacerbées par d’autres fac-
teurs que la simple rareté de I’événement (p.ex., la contrainte

engendrée par un budget maximal de simulation fixé a I’avance,

ou la non-linéarité du modele de simulation). Résoudre ce
genre de probléme nécessite donc des méthodes dédiées,
dont certaines parmi les plus classiques sont présentées dans
la suite de cette note. Pour aller plus loin sur ce sujet spé-
cifique des méthodes d’estimation de probabilités d’événe-
ments rares dans le contexte de la fiabilité des structures, le
lecteur pourra se référer, entre autres, aux ouvrages intro-
ductifs de référence [1, 2] .

A 1a suite de cette introduction, cette note s’articule en
trois sections. La section 2 dresse un bref condensé des no-
tations et introduit les ingrédients fondamentaux pour poser
un probleme de fiabilité. La section 3 présente ensuite les
techniques de base de 1’analyse fiabiliste, par échantillon-
nage ou par approche géométrique. Enfin, la section 4 pro-
pose une synthese et ouvre la discussion sur quelques élé-
ments de réflexion afin d’éclairer le lecteur sur les enjeux
actuels liés a ce domaine de recherche toujours tres actif.

a. e-mail : vincent.chabridon @edf.fr
b. e-mail : rudy.chocat@cea.fr
1. Il est a noter I’existence de la version [3] en frangais.

2 Formulation du probleme de fiabilité

Une analyse d’incertitudes repose sur deux éléments fon-
damentaux : d’une part le modéle numérique, noté M(-),
qui peut &tre constitué d’équations analytiques ou, plus gé-
néralement, d’un code de simulation numérique déterministe
considéré comme une « boite-noire » > donnée par une rela-
tion entrées-sortie y = M (x), i.e., pour deux évaluations du
code via une méme valeur des entrées x, la valeur en sor-
tie, notée y reste la méme (pas d’aléa interne au modele);
d’autre part, un vecteur aléatoire, noté X = (X,. .. ,Xd)T, de
dimension d, de loi de probabilité supposée connue (p.ex., de
densité conjointe fx).

Dans ce contexte, le probleme de propagation d’incer-
titudes peut s’écrire sous la forme M : X CRY - Y C
R, X+ Y = M(X) ol Y est la « variable d’intérét » en sor-
tie. Le but final est d’estimer une « quantité d’intérét » qui
est, ici, la probabilité de défaillance définie, par exemple,
relativement a 1’atteinte ou au dépassement d’un seuil en
queue de distribution de Y. Un tel événement de défaillance
est noté & = {Y > yy} (ol yy est le seuil) et sa probabi-
lité associée est pr = P(&). En Figure 1, on peut visuali-
ser sur un exemple illustratif comment s’agencent la densité
conjointe des entrées incertaines et les domaines fondamen-
taux de siireté et de défaillance, ainsi que la surface d’état-
limite.

Poser le probleme de fiabilité revient a définir la « fonc-
tion d’état-limite » (limit-state function), notée g(-) qui ca-
ractérise le comportement défaillant ou non du systéme. Plus
formellement, on notera g(X) = yn — M(X) et on choisira
la convention usuelle suivante : Fx = {x € X | g(x) <0} dé-
finit le domaine de « défaillance », Sy = {x € X' | g(x) > 0}
le domaine de « stireté » et FO = {x € X | g(x) =0} la
« surface d’état-limite », ¢’est-a-dire la frontiere qui partage
I’espace des entrées comme illustré en Figure 1.

2. Dans cette note, on supposera, par souci de simplicité, que la
sortie est scalaire et que le temps n’est pas une variable explicite du
modele (voir [2, Ch. 9] pour la fiabilité dépendante du temps).

3. On parle d’approche « non-intrusive » par rapport au modele.

8]
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FIGURE 1: Domaines fondamentaux et densité conjointe des
entrées incertaines.

Dans ce cadre et avec les notations introduites précé-
demment, I’événement de défaillance s’écrit & = {g(X) < 0}
et pr est donnée par :

P=EnlAX) = [ 1R 0AMEx= [
M

ol dx =dx;...dxgz et 1 £ (-) est la fonction indicatrice du
domaine de défaillance, c’est-a-dire que 1r, (x) =1six €
Fx et 0 sinon. Ainsi, le calcul de py revient a un calcul
d’espérance, et donc a un calcul d’intégrale multidimension-
nelle. Si dans certains cas simples, cette intégrale peut étre
résolue de facon analytique ou via des méthodes de quadra-
ture standard [1], sa résolution nécessite généralement des
méthodes dédiées qui sont abordées dans la suite.

Une premiere approche pour faciliter la résolution ce
probléme consiste a transformer le probléme initial, exprimé
dans I’espace physique des variables incertaines (X-space),
vers 1’espace gaussien standard (u-space) ou toutes les va-
riables sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes.
Une telle transformation, dite « iso-probabiliste », se note T :
X =R U—U=T(X)ouU~ ¢zavecU=(Uy,...,Uy)"
un vecteur aléatoire de d variables gaussiennes standard dis-

1 w3
(2,,)d/zeXP[_ 52|

la fonction d’état-limite transformée est donnée par la fonc-
tion g: RY - R, U g(U) = (go T )(U) ce qui a pour
propriété de préserver la mesure associée a la probabilité de
défaillance, d’ot pr =P (§ (U) < 0) et on a naturellement :

tribuées, de densité ¢,(u) = De plus,

Pi=Eg, [15(U)] = [ 1nmewdn= [ os(wdu.
2)

ol Fy = {ue R | g(u) <0}. Le choix du type de trans-
formation a appliquer dépend de la structure de la loi de X,
et notamment de la copule. Parmi les plus usuelles, on peut
citer celles de Nataf généralisée et de Rosenblatt [4].

3 Techniques d’échantillonnage et approches
géométriques

3.1 Méthode de Monte-Carlo

La résolution du probleme d’intégration donné en Eq. (1)
peut se faire par la méthode dite de simulation de Monte-
Carlo (MC). Partant d’un échantillon de N réalisations indé-
pendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) du vecteur des
entrées, noté {X() P - f5, cette méthode permet dap-
procher pr via I’estimateur suivant associé a son coefficient

de variation :

1Y ;
ﬁlf\/IC =5 Z]lfx(xm)v
i=1

ce qui permet de contrdler la convergence. Ainsi, cette mé-
thode historique, de référence, admet pour avantages de pro-
poser un cadre théorique garantissant une convergence de
I’estimateur quand N — +oo, indépendamment de la dimen-
sion d des entrées. Elle est simple a implémenter et hau-
tement parallélisable. Toutefois, la convergence est lente et
un bon ordre de grandeur a conserver en téte est le suivant :
pour estimer une probabilité « cible » de I’ordre de 10™" avec
un coefficient de variation souhaité de 55%4(: = 10%, il faut

au moins 10712 échantillons. Dés lors, cela montre bien que
cette méthode est inapplicable dans un contexte de proabili-
tés faibles (p.ex., pr < 107°).

3.2 Méthodes géométriques FORM et SORM

Si la méthode de Monte-Carlo se base sur un échan-
tillonnage aléatoire « naif » sur I’espace des entrées, une
analyse géométrique plus fine de I’état-limite peut faire ap-
paraitre certaines propriétés qui peuvent aider a résoudre le
calcul de pr. En effet, si I’on bascule dans I’espace gaus-
sien standard, on peut légitimement se dire que le probleme
se résume, en premiére approximation, a trouver le point P*
de coordonnées u*, appelé « point de défaillance le plus pro-
bable » (most probable failure point, MPFP), qui apporte la
plus grande contribution au calcul de I’intégrale en Eq. (2).
Formellement, cela revient a résoudre le probleme d’opti-
misation quadratique sous contrainte non-linéaire suivant :

u'=argmin u'u st g(u)<O0.

ucRd

“)

4. Parfois appelé « point de conception » (design point).
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FIGURE 2: Propriétés de 1’espace gaussien standard.

Ce probléme d’optimisation est généralement résolu en
utilisant des algorithmes & base de gradient qui nécessitent
un nombre restreint d’appel a la fonction de performance
(voir [3, Ch. 5]). Si ce point P* est unique, alors il per-
met de définir de fagon univoque la plus petite distance en
norme euclidienne, notée ||u*||,, qui sépare 1’origine O de
I’espace standard de cet état-limite, comme illustré en Fi-
gure 2. Cette distance permet d’introduire 1’« indice de fia-
bilité d’Hasofer-Lind », noté usuellement S, tel que :

T

B=lu,=0 u (&)

avec O — —V“fi(“) le vecteur dit des « cosinus direc-
‘Vug(“*) 5

teurs » °. Des lors, la méthode first-order reliability method
(FORM) vise a remplacer la vraie fonction d’état-limite par
son approximation de Taylor au premier ordre autour du

o w2
g1 () +o([lu—u*(3

point P*, telle que §(u) ~ ) avec :

2 () = gfa )+ Vg () (u—u*) (6a)
- Hvu§ ()] (@' —a"u). (6b)

Ainsi, la probabilité obtenue par FORM s’exprime comme
suit :

PEORM =P (3 (U) <0) =P (~aTu< —B) = b(-B)

(N
ol @(-) est la fonction de répartition univariée de la loi
gaussienne standard. Comme illustré en Figure 3, une telle
approximation linéaire de la fonction d’état-limite par un
hyperplan peut s’avérer, soit exacte (si g(-) est linéaire et
les entrées gaussiennes), soit devenir trop grossiere en fonc-
tion de la non-linéarité de g(-). Des lors, une approximation

5. Pris selon une certaine convention, i.e., pointer vers 1’état-limite.

du second-ordre peut étre envisagée dans la décomposition
de Taylor, donnant lieu a la méthode second-order reliabi-
lity method (SORM), dont I’illustration en Figure 3 permet
d’envisager les bienfaits en termes de calcul de pg. Toute-
fois, ce raffinement progressif se fait au prix d’un calcul des
courbures de 1’état-limite (basé sur 1’évaluation de la matrice
hessienne au point P*).

U

u

N

FIGURE 3: Approximations FORM et SORM.

Si ces deux méthodes présentent I’avantage d’étre relati-
vement peu coliteuses en appels 2 la fonction g(-) tout en de-
meurant, sous certaines hypotheses, indépendantes de la ra-
reté de I’événement & recherché ©, elles reposent néanmoins
sur de nombreuses approximations et hypotheses (p.ex., uni-
cité de P*, linéarité / dérivabilité / forme quadratique de g(-))
dont la validité demeure difficile & vérifier en pratique et
peut étre sujette a caution dans certains cas. Enfin, ces mé-
thodes géométriques n’intégrent aucune notion statistique
permettant de donner une quelconque notion de contrdle de
I’erreur, ni de convergence. Toutefois, il est important de no-
ter que ces approches constituent généralement un premier
« proxy » permettant de débuter sur un probleme de fiabilité
et d’obtenir quelques ordres de grandeur et premiers résul-
tats avant d’aller plus loin.

3.3 Echantillonnage d’importance

L’idée de I’ « échantillonnage d’importance » (importance
sampling, IS) 7 consiste 4 ne plus échantillonner naivement

N

comme le faisait la méthode de MC, mais a se déplacer

6. Ce qui fait d’elles des approches tres utilisées dans I’industrie,
tout en permettant une approche géométrique autour d’un point phy-
sique spécial, le point P*, ce qui peut étre trés utile en conception et
dimensionnement.

7. On dit aussi « tirages d’importance ».
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vers la zone « d’importance », ¢’est-a-dire, vers 1’état-limite,
pour réduire la variance de I’estimateur de p¢ (par rapport a
celui associé a 13?4(:)8. Formellement, cette technique vise
a « biaiser » le tirage en ne s’appuyant plus sur la loi ini-
tiale des entrées fx, mais en introduisant une densité « auxi-
liaire », notée hx, telle que ’Eq. (1) peut se réécrire :

pr= /X 17.(x) {;Ez; hx (x)dx = Epy [17,(X)wx(X)] (8)

avec wx(x) = fx(x)/hx(x). Ce simple jeu d’écriture, ap-
pelé « importance sampling trick », permet de conserver la
probabilité p¢ tout en faisant apparaitre une nouvelle den-
sité de tirage, hx, pondérée par la quantité wx(x) appelée
«ratio de vraisemblance » (likelihood ratio). On peut mon-
trer que la densité auxiliaire optimale iy permettant la plus
grande réduction de variance vaut iy (x) = 1 £, (x) fx (x)/ps.
Cette quantité théorique faisant apparaitre pf, qui est I’in-
connue du probleme, est donc inutilisable en pratique. Des
lors, toutes les démarches algorithmiques mises en ceuvre
vont globalement chercher a approcher cette densité opti-
male théorique, de fagon plus ou moins fine. Parmi ces mé-
thodes, on peut citer I’approche historique « FORM-IS », qui
se base sur I’application de FORM?, puis d’un tirage se-
lon une gaussienne centrée sur le point P*. Formellement, la
densité auxiliaire est donnée par HfPRM IS (u) = @, (u —u*).
Des lors, en générant {U(/) }ljy:l i hEORM'IS
mer ps par :

, on peut esti-

1 & ) )
SEORMAIS _ 1 ¥ ¢ () ()
2 N & LA U (U) ©)

avec, pour j = 1,...,N, wy(UY)) = ¢ (UW)) /REORM-IS (g (1)),

D’autres techniques plus élaborées permettent ensuite de con-
trer les éventuelles limites inhérentes a cette méthode (non-
unicité du P*, limites liées a la méthode FORM, etc.) '°.

3.4 Echantillonnage multi-niveaux

Contrairement a la technique précédente qui vise a concen-

trer I’échantillonnage dans les zones de défaillance les plus
probables, I’échantillonnage « multi-niveaux » (multi-level
splitting) aborde le probleme par un autre point de vue. L’idée
repose sur le fait que, n’importe quelle probabilité d’événe-
ment rare d’ordre 10™" peut étre vue comme un produit de
probabilités d’ordre 1071, plus faciles a estimer individuel-
lement. Si cette technique a été originellement proposée par
[6], elle n’a été véritablement été popularisée dans le do-
maine de la fiabilité des structures que bien plus tard sous

8. Cette méthode fait donc partie des techniques dites de « réduc-
tion de variance » [5].
9. Donc, dans I’espace gaussien standard.
10. Parmi elles, on peut citer les approches adaptatives, paramé-
triques ou non, basées sur 1’« entropie croisée » (cross entropy) et sur
le lissage de densité par noyaux (nonparametric adaptive IS) [2].

le nom de subset simulation [7]. Ainsi, en se basant sur le
formalisme proposé par [7] et en se placant dans 1’espace
gaussien standard !!. Soit & = {g (u) < 0} I'événement rare
redouté. On introduit une suite d’événements intermédiaires
strictement imbriqués & avec s € {1,...,m} et & = &, tels
que &, C &y C -+ C & C &,. Ainsi, en passant aux pro-
babilités associées, on obtient :

pr=PEn) =PEN[PEIE ) =p [[ps (10)
s=2

s=2

avec p; = P(&1) = Ey, |:]].].‘“Y1(U)i| et, pour s = 2,...,m,
ps =P(EIE1) = Eg,ie, ) [17.,(U)]. De plus, comme
illustré en Figure 4, cette décomposition séquentielle fait
apparaitre des sous-domaines (subsets) de défaillance imbri-
qués Fys={ucR?| g(u) <y}, se{l,...,m}, ou y, ap-
partient a une suite de seuils intermédiaires décroissants tels
que y, =0 (e «vrai» seuil) et y; >y > -+ > Y1 > Y-

73 i

(b) Premier domaine Fy ;.

1y 1y

(c) Deuxieéme domaine Fy .

(d) Troisieme domaine Fy 3.

FIGURE 4: Principe de base des subset simulations.

Dans cette approche, deux composantes cruciales sont
a identifier. La premiere réside dans I’échantillonnage, pour

11. On peut noter que cela n’est, théoriquement, pas nécessaire pour
mettre en ceuvre les algorithmes de splitting. Néanmoins, la pratique
est assez commune dans le sens ou elle peut apporter quelques béné-
fices d’un point de vue numérique.
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a chaque événement &, de la densité conditionnelle au do-
maine de défaillance précédent, donnée par @,(u|&s—1) =
@s(w)Lr,  (u)/ps—i. Pour ce faire, cette étape fait appel
a une méthode de « Monte-Carlo par chaines de Markov »
(Monte Carlo Markov chain, ou MCMC). La seconde réside
dans le choix des seuils intermédiaires y;, s € {1,...,m—
1}. L'idée de base est de trouver les seuils qui permettent
d’obtenir des estimations de probabilités intermédiaires p;
associées égales a po (fixé par I'utilisateur, usuellement a
po = 0.1). Ce choix de probabilité cible pilote le nombre
de subsets intermédiaires nécessaires pour atteindre le vrai
domaine de défaillance. Un autre parametre important est le
choix du nombre d’échantillons N par subset, qui est notam-
ment lié au choix de pg. L’estimateur de py est donné par :

m—1-~

P =0 b (11)

oll p,, est la probabilité estimée au dernier seuil y,, = 0 et
peut donc étre supérieure ou égale a py. Quant a la précision
de cet estimateur, elle peut étre contrdlée a 1’aide du coeffi-
cient de variation 55?_;5 dont I’expression théorique peut Etre
bornée supérieurement. Cette borne tient compte du fait que,
en pratique, les estimateurs des probabilités de chaque étape
Ds sont entierement corrélés a cause des tirages condition-
nels obtenus par I’algorithme de MCMC utilisé.

Pour conclure, il est important de retenir que cette tech-
nique d’échantillonnage, relativement avancée, permet de
traiter un large panel de problémes en fiabilité, et ce, a un
colit computationnel admissible. Toutefois, elle repose, d’une
part sur un réglage fin d’hyperparametres, et d’autre part,
sur une technique d’échantillonnage MCMC qui implique
la perte du caractere i.i.d. des échantillons intermédiaires,
ce qui entraine des estimations corrélées et potentiellement
entachées de biais [8].

4 Conclusion

Afin de mener a bien une étude, 1’analyste doit donc,
avant toute chose, bien poser son probleme de fiabilité (voir
section 2). Par la suite, le choix d’une technique peut étre,
soit guidé par des connaissances a priori sur le probleme,
soit par des contraintes (budget de calcul, dimension éle-
vée), soit nécessitera la mise en ceuvre et la comparaison de
plusieurs techniques afin d’établir un consensus sur le résul-
tat.

Si le sujet de la fiabilité des structures semble étre bien
établi, de nombreux sujets plus avancés peuvent étre explo-
rés par le lecteur désireux d’aller plus loin. Ainsi, parmi les
techniques de base, non mentionnées ici, certaines tirent par-
tie de la géométrie de 1’espace standard ou de 1’état-limite
pour effectuer des tirages de fagon optimale (p.ex., directio-
nal sampling, line sampling [2, Ch. 7]). De plus, des stra-
tégies adaptatives a base de métamodeles ont aussi été pro-
posées afin de traiter le cas des simulateurs cofiteux [2, Ch.

8]. Enfin, certaines techniques peuvent étre particulierement
adaptées lorsque des régularités (p.ex., monotonie) caracté-
ristiques du code (ou de la fonction d’état-limite) sont con-
nues a ’avance [9]. En parallele des techniques d’estima-
tion de probabilité se pose les questions de 1’évalutaion de
la sensibilité [10] et de la robustesse [11, 12] de la probabi-
lité de défaillance estimée au regard des différentes compo-
santes et hypotheses faites en amont, et notamment vis-a-vis
des incertitudes épistémiques qui peuvent entacher les va-
riables d’entrée, leurs lois et parametres de distributions, la
dépendance, ainsi que des parametres du simulateur. Tous
ces themes sont, encore aujourd’hui, des champs actifs de
recherche au sein de la communauté du traitement d’incerti-
tudes.
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Introduction aux modeles de substitution

Aussi appelés surrogate model, ou metamodels.

J.B. Blanchard'#

Den-Service de thermo-hydraulique et de mécanique des fluides (STMF), CEA, Université Paris-Saclay, F-91191, Gif-sur-Yvette, France

Résumé Cette note introduit la notion de modele de substitution en proposant une méthodologie générale d’utilisation et
les avantages des différents modeles. A partir d’un probléme physique simple, plusieurs modeles sont testés en suivant un
principe de parcimonie, c’est-a-dire en partant des techniques les plus simples pour considérer ensuite celles plus complexes.

1 Introduction

De nombreux domaines scientifiques font appel de nos
jours & des outils de modélisation et de simulation numé-

rique. Ces derniers sont trés utiles pour tester un grand nombre

d’hypotheses, permettant de limiter, par exemple, le nombre
d’essais en laboratoire a réaliser, procédant ainsi a un gain
substantiel de temps et de moyens. La précision numérique
obtenue avec ces simulations, notamment griace aux moyens
de calcul toujours plus performants, tout comme la grande
précision des mesures expérimentales auxquelles ces simu-
lations sont confrontées, ont contribué a 1’essor d’une nou-
velle discipline permettant de qualifier la validité des ana-
lyses : la quantification des incertitudes.

L utilisation la plus évidente de cette derniere est la com-
paraison et la validation des modélisations physiques implé-
mentées dans les codes de simulation numérique, grace aux
données expérimentales. La maitrise des phénomenes aléa-
toires et des méconnaissances caractérisant certaines don-
nées permet, par exemple, d’assurer que les valeurs des va-
riables prédites par la simulation numérique sont en dessous
de seuils critiques (de stireté). Cette étape, cruciale pour la
caractérisation du degré de confiance en un résultat, est tou-
tefois cofiteuse car elle nécessite souvent un grand nombre
de calculs pour converger. L utilisation de modeles de sub-
stitution - des modeles mathématiques approximant les ré-
ponses du modele numérique et dont les temps d’évaluation
sont négligeables - est alors un moyen de réduire le cofit de
cette étape.

1.1 Présentation du cas d’application

Le dispositif expérimental utilisé par la suite est consti-
tué d’une plaque plane, immergée dans un écoulement fluide
de température constante (de valeur 7o) et dont les condi-
tions d’écoulement sont connues. Ce probléme est unidi-
mensionnel : la largeur du solide est fixée a 2e (suivant la

a. e-mail : jean-baptiste.blanchard @cea.fr

direction x) et la longueur est considérée infinie (représen-
tée sans borne suivant la direction y).

Le but de cette expérience est de mesurer la température
de la plaque en tout point (suivant x) et tout temps (noté z),
qu’on exprime en terme de jauge thermique, notée 0, a partir
de la température initiale de la plaque (notée 7;), comme :

T(x,t)—T;
G(x,t)zi(;f’le

Cette notion de jauge thermique est utile pour estimer
certaines propriétés de I’interface solide-liquide, comme le
nombre de Biot (noté B;). Le calcul de la jauge thermique
peut étre fait de maniere analytique, sous certaines condi-
tions en calculant la série infinie suivante :

e))

> 1
0 (xad7 tad) =2 Z ﬁn COS((J),;X,M]) CXP(— Zwﬁtad) (@)
n=1

ou les parametres d’origine (¢ et x) sont remplacés par des
grandeurs adimensionnées (annotées ad), définies comme
Xoq =X/eett,g =1 x 4a/e?, o étant la diffusivité thermique
(propriété de la plaque). La position adimensionnée évolue
donc entre O et 1 et le temps adimensionné (qui est un temps
caractéristique) sera compris entre 0 et 10. Les conditions et
termes spécifiques ne seront pas détaillés ici (c.f. Ref [1]).

Il est possible de programmer une fonction approchante
du modele analytique : une troncature sur le nombre d’élé-
ments de la série a calculer (c.f équation 2) doit étre choi-
sie. Cette fonction sera appelée “le code” par la suite. Les
propriétés physiques de la plaque sont fixées en définissant
son matériau, ici un polymere, connu sous le nom de Téflon.
La fig. 1 représente les évolutions de la jauge thermique en
fonction de la position pour différentes valeurs de temps (c.f-
fig. 1a), en fonction du temps pour différentes positions (c.f.
fig. 1b) ou en fonction des deux parametres (c.f. fig. 1c).

Plusieurs modeles de substitution vont étre utilisés pour
remplacer le modele analytique en utilisant une base d’ap-
prentissage de 40 points dans le plan (¢,4, x,q) et une base
de tests contenant 2000 points dans ce méme plan.
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FIGURE 1: Evolution de la jauge thermique en fonction, soit de la position pour différentes valeurs de temps (a), soit du
temps pour différentes positions (b) soit dépendant des deux parametres (c).

1.2 Méthodologie commune aux différents modeles

Les modeles de substitution introduits ici nécessitent une
base d’apprentissage, notée .Z, de taille ng, définie comme :

L= {(Xiayi)}ie[l,ns]ﬂ ol X; = (xll xl"X) (3)

% représente le code, x; est la ieme réalisation du vecteur des
variables aléatoires d’entrée X, de dimension ny et y; est la
réalisation correspondante de la variable aléatoire de sortie
Y (yi = €(x;)). £ peut étre un ensemble de mesures exis-
tantes ou un plan d’expériences généré dans ce but précis.

L’estimation de la grandeur d’intérét est notée § = M(x),
ou M représente le modele de substitution. Il est possible
d’avoir une premiere estimation de la qualité du modele ob-
tenu en calculant, sur ., des criteres tel que le R? ou I’écart
quadratique moyen (MSE ') :

1 5 N

MSE=—Y (yi—5)* et R=1-)

ns ;= i=1

(yi —5i)*

i—=3)?*

ol y représente la moyenne de la grandeur d’intérét sur ..
Un autre critere de qualité, le coefficient de prédictivité

noté QZ, peut étre calculé en utilisant une base dite de test

(notée &2, de taille np) :

0?—1- % (i —9(x:))*
G-y)?*
Plutdt qu’utiliser une base de test (dont la mise a dis-
position peut s’avérer coutelise), il est souvent possible de
faire de la validation croisée : obtenir une estimation de
y ; =M'(x;) ot M représente le modele dont I’apprentissage
s’est fait sur .# en enlevant le i point. En répétant cela ng
fois, on peut obtenir I’écart quadratique moyen (MSEL,,) et
le critere de qualité (Q7,,) :

X, € &
i=1

1 g N

MSE1o0 = ’/T Z(yi _);\/i)z et Ql%oo =1- Z

i=1 i=1

(vi _):/i)z
(vi—y)?

1. Mean Square Error

Dans ces équations, Loo signifie Leave-one-out (un cas par-
ticulier de validation croisée).

Le critere le plus utile est celui du Q7 : plus il est proche
de 1 et plus le modele est prédictif.

Finalement plusieurs modeles de substitution peuvent
souffrir de probleme de sur apprentissage : la taille de la
base d’apprentissage étant restreinte, le risque est que le
modele soit surparamétré, reproduisant parfaitement les ob-
servations mais qu’il soit non régulier entre celles-ci. Des
techniques de régularisation existent donc pour limiter cela,
reposant souvent sur I’utilisation d’une petite fraction de la
base d’apprentissage.

2 Méthode de projection et régression
2.1 Régression linéaire

Le but de cette méthode est d’essayer d’écrire la quantité
d’intérét sous la forme

y(x) = iﬁihi(x) — W (x)

ol les {Bi}icong sont les coefficients de la régression et
les {hi}ie[O,nR]7 les régresseurs, sont des fonctions de base
(polynomes, fonctions trigonométriques. ..) [2], ng étant le
nombre de régresseurs. Dans le cas ou le nombre de coef-
ficients a déterminer est plus petit que le nombre de points
dans la base d’apprentissage, la détermination de ces coeffi-
cients revient a la minimisation de ||y — HB||?> pour H la ma-

trice des régresseurs, qu’on peut écrire H= (h” (x1)...h7 (x,))”

La forme générale de la solution est alors
§=HB=H(H'H) 'H'y,

qui est souvent tres rapide a obtenir. Cette écriture matri-
cielle permet de voir que 1’estimation de § est la projection
de y dans le sous-espace de IR"™S engendré par les colonnes
de la matrice H.
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La fig. 2a présente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (les régresseurs étant des polynomes
d’ordre 1) en fonction de celle issue du code original (mo-
dele analytique, c.f. équation 2), pour la base de test apres
apprentissage. Le résultat montre que le systéme d’origine
ne peut pas étre considéré comme linéaire.

2.2 Expansion du chaos polynomial

Le concept de chaos polynomial repose sur la théorie du
chaos homogene de Wiener [3], introduit en 1938 et généra-
lisé par la suite. L’idée principale est a nouveau de projeter X
et Y sur un sous-espace vectoriel de dimension finie en esti-
mant les coefficients de ces projections a partir d’'un nombre
réduit d’appels au code. La base de ce sous-espace vectoriel
est composée de polyndomes orthogonaux et un choix doit
étre fait quant au degré maximal du produit tensoriel résul-
tant (plus le degré demandé est grand, plus la base d’appren-
tissage devra aussi étre grande).

Un avantage important de cette méthode et qu’elle per-
met d’interpréter les valeurs des coefficients comme des es-
timations des indices de Sobol pour les entrées considérées,
si les lois de probabilité des entrées ont été projetées sur leur
base de polyndmes orthogonaux naturels. Toutefois cette mé-
thode montre ses limites si la loi de probabilité de sortie Y
montre des discontinuités.

La fig. 2b présente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (de degré maximal 4) en fonction de
celle issue du code original, pour la base de test apres ap-
prentissage. Le résultat, cette fois, décrit bien le comporte-
ment fourni par le code.

3 Méthodes d’interpolation
3.1 K plus proches voisins

Cette méthode estime la valeur possible du code §, pour
une configuration d’entrée x n’étant pas dans la base d’ap-

prentissage, comme la moyenne pondérée des ng plus proches
voisins du point en question [4]. Ceci peut s’écrire

3
=

o(x,x;)6 (x;),

<>
I
Il

i

ou la fonction de poids est, en général, I’inverse de la dis-
tance

l/d(X,Xi)
YK 1/d(x,x;)

Cette méthode ne dépend que du choix de la fonction
de poids et du nombre de voisins a utiliser. Ce dernier cri-
tere peut étre optimisé par validation-croisée et les calculs
de distances peuvent se faire en parallele (par exemple sur
plusieurs processeurs).

o(x,X;) =

La fig. 2¢ présente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (en utilisant ng=4) en fonction de
celle issue du code original, pour la base de test apres ap-
prentissage. Le résultat est meilleur que celui obtenue en
section 2.1, mais n’est quand méme pas pleinement satis-
faisant.

3.2 Krigeage

Le krigeage est une famille de méthodes, développée
dans les années 70 [5], qui utilise la corrélation spatiale entre
les différentes observations pour faire des prédictions en des
sites inconnus. Cela est fait en choisissant une fonction de
corrélation spatiale et en cherchant une estimation optimale
de ses parametres. L’ hypotheése sous-jacente repose sur I’ as-
similation de la sortie du code a la réalisation d’un processus
gaussien, décomposable en une partie déterministe m(x) et
une partie stochastique Z(x).

Ce modele peut ainsi étre vu comme un générateur de
fonctions, pouvant prendre en compte des incertitudes sur
les valeurs mesurées, fournies en entrée dans la base d’ap-
prentissage. L’estimation de criteres de qualité par Leave-
one-out est aussi facilement réalisable (c.f. section 1.2).

Un avantage important de cette méthode est qu’elle per-
met de disposer, en plus d’une prédiction, de 1’erreur asso-
ciée. Cette erreur fournit alors un intervalle de confiance et
permet de développer des stratégies efficaces de construc-
tion de plans d’expériences séquentiels (ajout de calculs avec
le “vrai modele” 1a ou ils apportent le plus d’informations).

Les fig. 2e et 2d représentent 1’application du krigeage
sur notre cas d’utilisation en considérant, respectivement,
seulement une dépendance au temps adimensionné ou en
I’appliquant sur la base de test compléte aprés apprentis-
sage. Dans les deux cas, I’accord obtenu entre le modele de
substitution et le code est bon.

4 Méthode d’apprentissage par réseau de neurones

Un réseau de neurones est un modele connectant plu-
sieurs neurones formels, dont le principe de fonctionnement
fut décrit pour la premiere fois en 1962 et appelé le percep-
tron [6]. Un neurone formel est un objet qui recoit des in-
formations et calcule une activité (a) comme a = f; | Oix;
ol les @ sont appelés poids synaptiques (n; dépendant de
I’architecture du réseau). Un signal de sortie s est calculé a
partir de son activité (plus un biais b), transformée par une
fonction de transfert : s = f(b+ ¥, wix;)

11 existe plusieurs types d’architecture, parmi lesquelles
celles dites compleétes (tous les neurones sont connectés entre
eux) ou par couche (les neurones sont connectés a leurs ho-
mologues des couches précédentes et suivantes). Le proces-
sus d’apprentissage est celui décrit en section 1.2 pour trou-
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FIGURE 2: Comparaison des estimations fournies par les modeles de substitution (0) avec les résultats fournis par le code (6),
en utilisant une base commune d’apprentissage de 40 points (a-d,f). (e) représente le résultat d’un krigeage a une dimension

pour visualiser I’intervalle de confiance estimé.

ver la valeur optimale des poids synaptiques tout en évitant
le sur apprentissage.

La fig. 2f représente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (contenant 3 couches de 2 neurones
chacune) en fonction de celle issue du code original, pour la
base de test apres apprentissage. Le résultat semble a nou-
veau bien décrire le comportement du code.

5 Conclusion

Le concept de modele de substitution a été introduit dans
cette note, en présentant certains avantages a leur utilisation
et en introduisant une méthodologie générique. Différents
type de modele ont été appliqués a un probléme physique
pour illustrer leur utilisation. La stratégie recommandée est
bien de tester les modeles les plus simples avant de passer
a ceux plus compliqués, sachant que pour ces derniers, cha-
cun a ses avantages et inconvénients et qu’il n’y en a pas de
meilleur qu’un autre [7, 8, 9, 10].
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Résumé Cette note introduit la notion d’optimisation numérique déterministe en discutant leur intérét dans le cadre de
I’expérimentation réelle et de la simulation numérique. Ces techniques, utiles en elles-mémes pour I’aide a la décision, le
dimensionnement, sont aussi trés utilisées pour construire des modeles de substitution (pour déterminer la meilleure valeur
des parametres). Cette note n’est en aucun cas exhaustive mais, a ’inverse, elle expose les notions couramment discutées

ainsi que quelques techniques usuellement utilisées.

1 Introduction

Cette partie pose les bases du vocabulaire nécessaire a
la bonne définition du probléme. La plupart du contenu de
cette note est issu de la vaste littérature sur le sujet, qu’elle
soit en francais [1] ou en anglais [2, 3, 4].

1.1 Notations mathématiques

Un probléme d’optimisation est une recherche d’optimum,

i.e. du maximum ou du minimum d’une fonction. Sachant
que la quéte d’un maximum équivaut a chercher le minimum
de la fonction de signe opposée, un probléme d’optimisation
est toujours ramené a une minimisation et est formellement
écrit comme :

min f(x), pour f:R" — R4 (1)
xeX

avec les contraintes
h(x) =0, pour h:R" — R™ 2)
g(x) <0, pour g:R" - RP 3)

sachant que X est un sous-ensemble de R"” (X C R"). Par la
suite, dans le cas oul ¢ = 1, la vraie valeur de x pour laquelle
la fonction f est minimale sera notée x*.

1.2 Vocabulaire

Plusieurs variables et fonctions ont été introduites dans

les équations précédentes, on les appelle souvent :

— variables de décision / conception : ce sont les com-
posantes du systeme sur lesquelles on peut agir afin
de changer la configuration / le fonctionnement du
probleme. Elles sont représentées comme un vecteur
x=(x1...x,)7 de dimension n, (n > 1).

a. e-mail : jean-baptiste.blanchard @cea.fr

— fonction objectif / cofit / critére : ce sont les me-
sures de I’état du systeéme que 1’on cherche a mini-
miser avec I’optimisation (de dimension ¢, g > 1).

— contraintes : ce sont les limites imposées sur les va-
riables de décisions, voire les objectifs, et qui sont
représentatives des circonstances du probleme. On
sépare généralement les contraintes d’inégalité (de
dimension p) de celles d’égalité (de dimension m).

Il existe des sous-ensembles classiques des problemes

d’optimisation, parmi lesquels on peut citer les cas ol :

— m+ p =0. Ces optimisations sont dites sans contrainte.

Dans le cas contraire (si m 7 0 et/ ou p # 0), on parle
d’optimisation sous contrainte.

— g = 1. On parle ici d’optimisation mono-critere. Si
q > 1, on peut distinguer deux configurations : soit
on combine les criteres dans une seule fonction amal-
gamante (ramenant a ¢ = 1), au risque de pas pou-
voir aisément interpréter les résultats, soit on sou-
haite minimiser les criteres conjointement et on parle
alors de probleme multi-critéres, c.f. section 4.

Finalement les méthodes sont souvent séparées entre celles :

— locales, itératives et sensibles aux minima locaux
(i.e. les xo pour lesquels il existe un voisinage 7%, tel
que Vx € Vi (X, (x) > f(x0)):

— globales, insensibles aux minima locaux, mais plus
complexes, qui cherchent a identifier le minimum
global (i.e. les xo tels que Vx € X, f(x) > f(x0)).

Ces notions d’optimum locaux et globaux sont illustrées dans
le cas simple (n=1,g=1, p=m = 0) sur la fig. 1.

1.3 Hypotheses de travail

Les méthodes et algorithmes présentés dans cette note
ne sont pas universels et reposent sur quelques hypotheses.

Continuité : les contraintes et les objectifs sont mo-
délisés par des fonctions continues des variables de déci-
sions. Cette hypothese exclut les problemes en nombres en-
tiers (dits d’optimisation discrete ou combinatoire). Deux
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FIGURE I: Illustration des optimums locaux et globaux dans
le domaine de définition d’une fonction jouet f.

conséquences directes sont alors liées a la nature flottante
des grandeurs [5] :

— la nécessité de définir une tolérance € pour consi-
dérer qu’une solution (notée xc) est valide (au sens
|xc —x*| < €)!. C’est un criteére d’arrét obligatoire
car I’obtention de la valeur exacte x* n’est pas garan-
tie (méme si elle est calculable analytiquement).

— la nécessité d’obtenir le résultat de la fonction avec
une précision suffisante, dans les cas d’algorithmes
a gradients (surtout pour les approximations par dif-
férences finies, c.f. section 2.2).

Déterministe : les contraintes et les objectifs sont des
fonctions dont le résultat ne contient pas de partie stochas-
tique (deux estimations identiques donnent les mémes résul-
tats). La modélisation d’incertitude et / ou de phénomenes
intrinsequement aléatoires peut €tre prise en compte par une
optimisation robuste [6], limitant I’impact des variations
en question, mais cet aspect ne sera pas abordé par la suite.

Finalement, une hypothese, nécessaire lorsque les algo-
rithmes choisis reposent sur les notions de gradient (voire de
hessienne), sera la différentiabilité (voire double différen-
tiabilité), qui implique de toute maniere la continuité.

Les procédures mono-criteres, basées sur le comporte-
ment mathématique de la modélisation du probléme, sont
d’abord introduites (c.f. section 2), suivi d’heuristique et de
méthodes utilisant des modeles de substitution (c.f. section 3)
avant d’ouvrir sur les cas multi-criteres (c.f. section 4).

2 Recherche de solutions mathématiques

Cette partie sera illustrée a partie d’un exemple courant
de Ia littérature : la fonction de Rosenbrock. Elle est pré-
sentée dans la fig. 2 et est définie ici, comme f : R?2 5 R:

fxi,x) =ax (x—x)2+bx (1.0—x)? @)

1. La valeur de x* étant rarement connue, la tolérance est alors dé-
finie comme une mesure de la convergence des itérations entre elles.

Il existe un grand nombre d’algorithmes pour minimiser
cet exemple simple (n =2, g =1 et p = m = 0). Ceux qui
seront utilisés ici sont issus du package NLopt [7]. Nous
allons introduire les concepts généraux, dans ce qui peut étre
considéré comme une origine commune historique, avant de
discuter les possibles développements et améliorations.

2.1 Méthode analytique historique dite de Newton

Le principe de cette méthode repose sur la recherche de
points critiques, i.e. les xc € X tels que le gradient soit nul
(Vf(xc) = 0), caractérisant les minima, maxima et les points
selles. Une autre condition suffisante est utilisée pour s’as-
surer du caractere minimum (local) : vérifier que la matrice
hessienne (V2 f(xc)) est définie positive.

L’idée de la méthode de Newton est de substituer loca-
lement la fonction f par un modele quadratique tel que

1
me(%+d) = f(R)+d" V(&) +5d" V2 f(2)d,
ol d = (x — %) et I’annulation de son gradient équivaut a
0=Vf@R)+Vif(R)d = d=-Vf(Z)Vf(&)
Sx=1-V2f(&)"Vf(x)

Il faut alors choisir un point de départ pour x; (k = 0),
estimer f(x;), construire le modele quadratique, trouver la
direction dj de variation et recommencer a partir de x;| =
Xy + d jusqu’a atteindre la tolérance.

Cette méthode est rarement utilisée car elle nécessite
I’estimation et I’inversion de la hessienne a chaque itération,
mais elle reste une base a bien d’autres algorithmes [1].

2.2 Méthodes a gradients

Les algorithmes utilisant les gradients pour chercher la
direction privilégiée sont appelés algorithmes de descente.
Parmi ces derniers, on appelle méthodes de quasi-Newton
ceux qui évitent de calculer I'inverse de la hessienne. Ils
tentent généralement d’approximer cette derniere par des

processus itératifs, en travaillant sur 1I’annulation du gradient.

La fig. 2 présente, en traits pointillés, deux manieres de
faire cela. La premieére combine les méthodes sécantes avec
la mise a jour de Broyden, pour obtenir une matrice Hy in-
versée par factorisation de Cholesky. Le résultat est appelé
algorithme BFGS [7] et est représenté en vert. La seconde
utilise la méthode des gradient conjugués pour définir une
suite de directions conjuguées permettant d’annuler le gra-
dient selon I’approximation quadratique. La solution présen-
tée en bleue est appelée NEWTON dans la librairie NLopt [7]
et elle effectue un pré-conditionnement et tronque le nombre
de directions pour accélérer le calcul.

Il est possible, si la fonction étudiée ne fournit pas di-
rectement les gradients, d’approximer ces derniers par dif-
férences finies autour de I’itération x, ce qui implique d’une
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part que la précision de la fonction soit suffisamment grande
pour que la dérivée partielle estimée soit significative et,
d’autre part, que chaque estimation représente en fait 2n+ 1
appels a la fonction (c’est ce qui est fait pour la fig. 2).

2.3 Méthodes directes

Les méthodes directes, quant a elles, ne font ni I’estima-
tion du gradient, ni celle de la hessienne. La plus connue de
ces méthodes est celle dite du SIMPLEX, représentée dans
la fig. 2 en noir (et appelé NELDERMEAD dans [7]). Elle
construit un bloc de n+ 1 estimations et calcule ensuite leur
barycentre. Plusieurs solutions sont testées sur la droite re-
liant ce barycentre et 1’estimation la moins performante du
bloc, cette derniere étant remplacée par la meilleure solu-
tion, définissant un nouveau bloc et donc un nouveau ba-
rycentre. La seconde solution, représentée en rouge et ap-
pelé BOBYQA dans [7] est un des rares algorithmes directs
utilisant toujours 1’approximation quadratique. Il définit une
région de confiance autour de x; et construit le modele en
minimisant la norme de Frobénius de la partie quadratique.

2.4 Approfondissement théorique et pratique

Les méthodes citées jusqu’ici sont toutes locales et ité-
ratives ce qui implique plusieurs choses. Elles nécessitent
un second critere d’arrét, le nombre maximal d’itération,
si la toléance n’est jamais atteinte. La position de I’itération
X1 nécessite le résultat de 1’estimation x;, ce qui rend im-
possible la parallélisation des calculs. Une maniere d’utiliser
plusieurs ressources est le multistart, i.e. choisir plusieurs
points de départ (1 par ressource) et faire autant d’optimisa-
tion, testant ainsi la robustesse aux minima locaux.

Certains algorithmes peuvent gérer nativement les contr-
aintes, mais en regle générale, il existe plusieurs solutions
pour intégrer ces dernieres. On peut définir comme objectif
le Lagrangien du probleme, L(x,A, 1) = f(x) + AT h(x) +
ulg(x), ot A € R™ et u € RP sont appelés multiplicateurs
de Lagrange. Cette définition introduit la notion de pro-
bleme primal/dual et est parfois complétée par des termes
de pénalisation, ce qui peut donner, pour un probléme avec
contrainte d’égalité seulement, un Lagrangien augmenté
du type Le(x,A) = L(x,A) + §||h(x)||*, ob c € RT.

3 Solution heuristique et modéle de substitution

Cette partie introduit deux mécanismes mono-criteres
différents de ceux discutés précédemment, a savoir une heu-
ristique et une méthode basée sur un modele de substitution.

3.1 Recuit simulé

En métallurgie, la re-cuisson est une étape ou on chauffe
un métal pour le laisser se refroidir lentement améliorant

Direct method
—— Simplex 160 steps
—— Bobyqa 166 steps

@ Starting point
® End point

Gradient method
BFGS

50 steps
--- PrecGradCongTrunc 63 steps

2020-01-13 15:08:05

FIGURE 2: Evolution de la fonction de Rosenbrock pour
a =100 et b =1 et résultats d’algorithmes d’optimisation,
partant d’un point de départ commun (bleu) et arrivant au
minimum théorique attendu (rouge).

ainsi ses propriétés en changeant sa structure cristalline. Le
recuit simulé est une extension des recherches locales di-
rectes, discutées en section 2.3, qui peut accepter des ité-
rations avec des valeurs d’objectifs plus grands. Ainsi pour
Iitération x; et y au voisinage de x; si f(y) < f(x) la so-
lution est acceptée comme prochaine itération, mais si au
contraire f(y) > f(x), cette derniere sera acceptée avec la
probabilité exp(— M), ou T est appelée température
du systeme qui va diminuer au fur et a mesure du processus
d’optimisation.

3.2 Efficient Global Optimisation (EGO)

Cette méthode utilise le krigeage [8], qui fournit, a partir
d’un échantillon de résultats d’une fonction, une prédiction
du comportement de cette derniere ainsi qu’un intervalle de
confiance. Le critere Expected Improvement, ou EI, combi-
nant les incertitudes de prédiction avec la distance entre les
prédictions et le vrai minimum connu de la fonction, est uti-
lisé définissant ainsi la méthode globale dite EGO [9]. Le
principe, discuté ci-dessous et illustré dans la fig. 3, est plus
lourd a mettre en place que les techniques de la section 2,
mais il limite le nombre d’appels a la fonction, ce qui est un
avantage quand cette derniere est couteuse.

— Fig. 3a : I’échantillon initial (points noirs) est utilisé

pour construire le krigeage (ligne et bande rouges).
L’EI (ligne noire dans la partie inférieure) est alors
calculé et minimisé en utilisant une base de test via
un algorithme génétique (VIZIR [4]). Le minimum
est estimé par la fonction et intégré a I’échantillon.

— Fig. 3b : apres trois estimations, les bords du do-

maine ont été testés et 1’algorithme vérifie les abord
du “meilleur” minimum actuel (la derniére estima-
tion par la fonction est représentée en vert).
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FIGURE 3: Minimisation de la fonction présentée dans la fig. 1 par EGO. L’étape (a) construit la base initiale, la (b) montre
que I’algorithme intensifie les recherches autour du meilleur minimum identifié, mais est capable de ressortir pour tester les
régions ou I'incertitude de prédiction est grande, ce qui est fait en (c) identifiant ainsi le minimum global.

— Fig. 3c : apres quelques estimations, 1’algorithme est
sorti des abords du minimum local pour tester la zone
de grandes incertitudes de prédiction. Un nouveau
“meilleur” minimum est trouvé.

Larrét de cette procédure repose généralement sur un

critere de qualité du modele de substitution [9].

4 Cas des problemes multi-criteres

Pour le multi-critéres (¢ > 2), deux solutions peuvent
étre incomparables, nécessitant 1’introduction du principe
d’optimalité, par exemple lexicographique si I’importance
des objectifs est hiérarchisable. Sinon, une solution x; do-

mine une solution x; quand on peut écrire, pour g =2, f(x) <

filx2) et fa(x1) < fa(x2). L’idée est ici de trouver une fa-
mille de solutions envisageables, dites non-dominées, qui
forme, dans I’espace des variables, le jeu de Pareto et, dans
I’espace des critéres, le front de Pareto (c’est I’optimalité
de Pareto reposant sur la notion de compromis).

Pour obtenir un front de Pareto, on peut utiliser des algo-
rithmes évolutionnaires. Ces derniers génerent un ensemble
de solutions, les testent, et sélectionnent les meilleurs afin
de re-générer de nouvelles solutions. Le mécanisme de gé-
nération est souvent inspiré de la nature (algorithme géné-
tique, a essaim...). Un algorithme évolutionnaire appliqué
a la fonction f de la fig. 1 fournira la solution optimale
(=~ 15.9). Si on rajoute la valeur de x comme objectif, les
criteres (x, f(x)) sont antagonistes sur les portions décrois-
santes de f(x). Un front de Pareto a 200 solutions, obtenu
par VIZIR [4], est ainsi représenté dans la fig. 4.

5 Conclusion
Le concept d’optimisation a été introduit en présentant

plusieurs méthodologies, afin de donner des pistes et des ré-
férences expliquant les grands principes.
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FIGURE 4: Front de Pareto issu d’un algorithme génétique,
minimisant (x, f(x)), ot f est la fonction de la fig. 1.
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