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CONJECTURE DE HILBERT–PÓLYA

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Dans cet article, on propose de donner un résumé d’une approche
possible de la conjecture de Hilbert–Pólya. Les démonstrations des résultats
énoncés se trouvent dans les articles [2], [3] et [4].

1. Opérateurs quantiques

L’espace L2 (]a, b[) est l’espace des fonctions numériques φ sur ]a, b[ à valeurs

complexes vérifiant
∫ b

a
|φ|

2
< +∞, −∞ 6 a < b 6 +∞. L’opérateur quantique p̂

défini par

p̂ = −i∂̂

et l’opérateur de Berry-Keating

{x̂, p̂} = x̂p̂+ p̂x̂,

où x̂ est l’opérateur défini par

x̂ϕ (ξ) = ξϕ (ξ) , ∀ξ ∈ ]a, b[ ,

sont des opérateurs à domaine dense dans L2 (]a, b[) car

D (]a, b[) = {ϕ ∈ C∞ (]a, b[ ,C) : suppϕ compact}

est contenu dans chaque domaine de p̂ et {x̂, p̂}. L’opérateur de Volterra
∫̂
ϕ (x) =

∫ x

−∞

ϕ (t) dt,

est un opérateur dont le domaine contient L1 (R).
Pour une fonction γ développable en série entière

γ (z) =

+∞∑

n=0

γnz
n,

de rayon de convergence R > 0, l’opérateur de dérivation associé à ς est défini par

∂̂γ =

+∞∑

n=0

γn∂̂
n.

Les opérateurs Bender-Brody-Muller, définis dans l’article [1], sont les opérateurs

Ĥ± sont

Ĥ± =

∫̂
∂̂ς± {x̂, p̂} ∂̂τ± , τ± (t) = τ (±t) , ς± (t) = ς (±t)
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on pose Ĥ = Ĥ+ où

ς (t) =
t

et − 1
=

+∞∑

n=0

Bn

n!
tn,

est la série de rayon de convergence 2π, Bn sont les nombres de Bernoulli et la série

τ (t) = et − 1 =

+∞∑

n=1

1

n!
tn,

qui a pour rayon de convergence +∞.

∂̂τ = e∂̂ − 1 =
+∞∑

n=1

1

n!
∂̂n et ∂̂ς =

∂̂

e∂̂ − 1
=

+∞∑

n=0

Bn

n!
∂̂n.

Claim 1. Dans ce qui suit la preuve des résultats sont dans [2] et [3]

On rappelle que
ζρ (x) = ζ (ρ, x) ,

ζ est l’extension méromorphe de la fonction zêta de Hurwitz pour ρ 6= 1 et x > 0,
la fonction de Riemann est définie par ζ (z) = ζ (z, 1), ∀z 6= 1. Z (ζ) désigne
l’ensemble des zéros non triviaux de la fonction de Riemann ζ.

Lemma 1. Pour ρ ∈ Z (ζ) et k ∈ N∗ on a

∑

162τ6k

ζ

(
ρ,

2τ

k

)
= 0 et

∑

162τ+16k

ζ

(
ρ,

2τ + 1

k

)
= 0,

en particulier,

ζ

(
ρ,

1

3

)
= ζ

(
ρ,

2

3

)
= 0, ∀ρ ∈ Z (ζ) .

On pose

ζρ,µ,ν = ζρ × 1]µ,ν[ et x̃ρ,µ,ν (x) = x−ρ × 1]µ,ν[ (x) , 0 < µ < ν < 2π.

Lemma 2. Si ζρ (µ) = ζρ (ν) = 0 alors
∫̂
∂̂ς x̃ρ,µ,ν = ζρ,µ,ν .

Theorem 1. Pour µ, ν ∈
{
1
3 ,

1
2 ,

2
3

}
, µ < ν

Ĥζρ,µ,ν (x) = i (2ρ− 1) ζρ,µ,ν (x) , ∀ρ ∈ Z (ζ) .

2. Domaine de symétrisation et de densité des opérateurs quantiques

Definition 1. Soit L̂ un opérateur de L2 (]a, b[), à domaine dense. Un sous-espace

D de dom L̂ est un domaine de symétrisation si L̂ |D est un opérateur symétrique.

Un sous-espace D de dom L̂ est un domaine de densité si
(
iL̂± 1

)
D est dense

dans L2 (]a, b[).

Lemma 3. Si D est un domaine de symétrisation et de densité alors L̂ |D est un

opérateur essentiellement autoadjoint de L2 (]a, b[).

Notation 1. On pose

Dα (]a, b[) =

{
ϕ ∈ C∞ (]a, b[) : lim

x→a+
xαϕ (x) = lim

x→b−
xαϕ (x)

}
.
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Lemma 4. Si 0 < a < b < +∞, Dα (]a, b[) est un domaine de densité de p̂ et si

α 6= 1, Dα (]a, b[) est un domaine de densité de {x̂, p̂}.

Lemma 5. D0 (]a, b[) est un domaine de symétrisation de p̂ et D 1
2
(]a, b[) est un

domaine de symétrisation de {x̂, p̂} pour 0 < a < b < +∞.

3. Transformation de Fourier des opérateurs quantiques

La transformée de Fourier est l’opérateur de L1 (R) défini par

F̂ϕ (ξ) = F̂+1ϕ (ξ) =

∫ +∞

−∞

ϕ (t) e−iξtdt

et la transformée inverse est

F̂−1ϕ (ξ) =

∫ +∞

−∞

ϕ (t) eiξtdt,

la restriction de F̂ |L1(R)∩L2(R) s’étend en un opérateur borné de L2 (R).

Lemma 6. Si ϕ et xϕ ∈ L1 (R),

p̂F̂±1ϕ = ±F̂±1x̂ϕ

et si ϕ est dérivable presque partout et ϕ′ ∈ L1 (R),

x̂F̂±1ϕ = ∓F̂±1p̂ϕ.

Remark 1. Si ϕ ∈ L2 (R),

ϕ =
L2

1

2π
F̂−1F̂ϕ et ϕ =

L2

1

2π
F̂F̂−1ϕ,

en particulier si ϕ ∈ S (R),

ϕ =
1

2π
F̂±1F̂∓1ϕ.

Corollary 1. Si ϕ est dérivable presque partout et ϕ, xϕ, ϕ′, xϕ′ ∈ L1 (R),

{x̂, p̂} F̂−1ϕ = −F̂−1 {x̂, p̂}ϕ

et

{x̂, p̂} F̂ϕ = −F̂ {x̂, p̂}ϕ.

Dans ce qui suit γ est une série entière

γ (z) =

+∞∑

n=0

γnz
n

de rayon de convergence R avec 0 < R 6 +∞.

Theorem 2. Si suppϕ ⊂ ]−R,R[ pour R < +∞, suppϕ est borné si R = +∞ et

ϕ vérifie x̂nϕ ∈ L1 (R) ∀n ∈ N, alors

∂̂γF̂
±1ϕ = F̂±1γ̂∗ϕ, γ∗ (t) = γ (∓it) si |t| < R.
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Corollary 2. Si ϕ, F̂∓1ϕ ∈ L1 (R) et supp F̂∓1ϕ ⊂ ]−R,R[ alors

∂̂γϕ =
pp

1

2π
F̂±1γ̂∗F̂∓1ϕ avec γ∗ (t) = γ (∓it) si |t| < R,

en particulier,

∂̂γϕ =
L2

1

2π
F̂ γ̂∗F̂−1ϕ avec γ∗ (t) = γ (it) si |t| < R

si ϕ ∈ L1 (R) ∩ L2 (R) l’égalité précedente est vraie dans L2 (R).

Theorem 3. Si suppϕ ⊂ ]−R,R[ si R < +∞, suppϕ est borné si R = +∞ et ϕ

est C∞ presque partout pour tout n ∈ N et vérifie ϕ(n) ∈ L1 (R) alors

F̂±1∂̂γϕ = γ̂∗F̂±1ϕ, γ∗ (t) = γ (∓it) si |t| < R.

Corollary 3. Si suppϕ ⊂ ]−R,R[, ϕ est C∞ presque partout avec ϕ(n)et ∂̂γϕ ∈
L1 (R) pour tout n ∈ N alors

∂̂γϕ =
pp

1

2π
F̂∓1γ̂∗F̂±1ϕ, γ∗ (t) = γ (∓it) , t ∈ ]−R,R[ ,

pour ∂̂γϕ ∈ L2 (R) alors l’égalité est vraie dans L2 (R).

La transformée de Fourier holomorphe, de signe ±, est l’opérateur défini sur
L2 (]0,+∞[) par

F̂±ϕ (ξ) =

∫ +∞

0

ϕ (t) e±itξdt = F̂∓ϕ̃ (ξ)

avec

ϕ̃ (t) =

{
ϕ (t) si t > 0
0 si t 6 0

,

le théorème de Paley-Wiener permet d’affirmer que F̂±1ϕ est holomorphe sur le
demi-plan ± Im ξ > 0 et vérifie

sup
±y>0

∫ +∞

−∞

∣∣∣F̂±1ϕ (x+ iy)
∣∣∣
2

dx < +∞. (3.1)

La transformée de Fourier holomorphe est l’opérateur F̂+1

F̂+1 : L2 (]0,+∞[) → H2
(
Π+

)
,

si ψ ∈ H2 (Π+) et

ψ∗ (x) = lim
y→+∞

ψ (x+ iy)

alors H2 (Π+) est un espace de Hilbert pour le produit

〈ψ, φ〉 =

∫ +∞

−∞

ψ∗ (x)φ∗ (x)dx.

Lemma 7. Si ϕ ∈ L1 (R) avec suppϕ ⊂ ]0,+∞[, on a

F̂±1

∫̂
ϕ (ξ) = ±iξ̂−1F̂−1ϕ (ξ) , ± Im ξ > 0

Les fonctions F̂±1
∫̂
ϕ sont holomorphes sur les demi-plans Π± et vérifient la

condition 3.1.
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Corollary 4. Si ϕ ∈ L1 (R) avec suppϕ ⊂ ]0,+∞[, alors

F̂±1

∫̂
ϕ (x) = ±ix̂−1F̂±1ϕ (x) .

4. Les opérateurs Ĥ et {x̂, p̂}

On veut trouver une relation liant les opérateurs de Berry-Keating, Bender-
Brody-Müller et la transformation de Fourier sur

D (]0, 2π[) = {ϕ ∈ D (R) : suppϕ ⊂ ]0, 2π[} ,

on a le théorème suivant.

Theorem 4. Si ϕ ∈ D (]0, 2π[) alors

{x̂, p̂}ϕ =
1

2π
êix − 1F̂ĤF̂−1 1̂

eix − 1
ϕ.

Theorem 5. Les fonctions

ηρ,µ,ν = êix − 1F̂ζρ,µ,ν × η, η ∈ D (]0, 2π[)

sont des fonctions propres de l’opérateur de Berry-Keating associées à la valeur

propre −i (2ρ− 1).

Theorem 6. Les zéros non triviaux de la fonction zêta de Riemann sont sur la

droite Re z = 1
2 .

Lemma 8. Sur L2 (]a, b[) avec 0 < a < b < 2π, il existe un opérateur autoadjoint

dont le spectre contient

{−i (2ρ− 1) : ρ ∈ Z (ζ)} .

La conjecture de Riemann s’en déduit immédiatement. L’opérateur qui répond à
la conjecture de Hilbert–Pólya est la fermeture dans L2 (]a, b[), avec 0 < a < b < 2π,
de l’opérateur de Berry-Keating restreint à

D 1
2
(]a, b[) ⊂ L2 (]a, b[) .

5. Conclusion

Cette approche de la conjecture de Hilbert–Pólya reste à confirmer. La construc-
tion des opérateurs, à partir des séries entières est un outil puissant dans l’étude
des opérateurs quantiques.
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