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CONJECTURE DE HILBERT-POLYA

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Dans cet article, on propose de donner un résumé d’une approche
possible de la conjecture de Hilbert—Pdlya. Les démonstrations des résultats
énoncés se trouvent dans les articles [2], [3] et [4].

1. OPERATEURS QUANTIQUES

L’espace L? (Ja,b]) est I'espace des fonctions numériques ¢ sur Ja,b[ a valeurs
complexes vérifiant f: |¢|2 < 400, —0 < a < b < +o0. Lopérateur quantique p
défini par

p=—id
et opérateur de Berry-Keating
(#.5) =57+ 77
ol ¥ est opérateur défini par
T (§) =& (&), V& € ]a, b,
sont des opérateurs & domaine dense dans L? (Ja,b[) car
D (Ja,b]) = {p € C* (Ja,b[,C) : supp ¢ compact}

est contenu dans chaque domaine de p et {Z, p}. L'opérateur de Volterra

Jew=[ et

est un opérateur dont le domaine contient L' (R).
Pour une fonction  développable en série entiere

+oo
Y (Z) = Z 7n2n7
n=0
de rayon de convergence R > 0, Uopérateur de dérivation associé a ¢ est défini par
—+oo
Oy =Y 70"
n=0

Les opérateurs Bender-Brody-Muller, définis dans I'article [1], sont les opérateurs
H_ sont

Hy = /5gi (2,9} Oy 72 (1) = 7 (£1), 51 (1) = ¢ (1)
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on pose H = Hy ou

—+o0
t B, .
=Gy =

n=0
est la série de rayon de convergence 27, By, sont les nombres de Bernoulli et la série

+o0 1
_t_ _ —4mn
Tt)=€e—-1= g n!t ,
n=1
qui a pour rayon de convergence +o00.
+o00 a +o00
~ = 1~ ~ o B, ~
_ 0 _ 1 _ ~ an _ _ n an
Or=e 1—2 n!a et 0. = 5_1—5 —n!a.
n=1 n=0

Claim 1. Dans ce qui suit la preuve des résultats sont dans [2] et [3]

On rappelle que
<p (:C) =( (p7 .’L‘) )
¢ est extension méromorphe de la fonction zéta de Hurwitz pour p # 1 et > 0,
la fonction de Riemann est définie par ¢ (z) = ((z,1), V2 # 1. Z(() désigne
I’ensemble des zéros non triviaux de la fonction de Riemann (.

Lemma 1. Pour p€ Z(¢) etk € N* on a

> C<p72k—7)=06t > C(p,%;l):O,

1<27<k 1<27+1<k

<<p,%)—<<p,§>—0,vp63(é)-

Cp,,u,l/ = Cp X l]lh,j[ et ffp”u# (:E) =z P x l]lh,j[ (x), 0<p<v<2m.
Lemma 2. Si (, (1) = (, (v) =0 alors

/8{@%1, = Copv-
Theorem 1. Pour u,v € {%, %, %}, w<v
H s (@) = (20 = 1) Gy (), ¥p € Z(C) -

2. DOMAINE DE SYMETRISATION ET DE DENSITE DES OPERATEURS QUANTIQUES

en particulier,

On pose

Definition 1. Soit L un opérateur de L* (|a,b|), & domaine dense. Un sous-espace
D de dom L est un domaine de symétrisation si L |p est un opérateur symétrique.

Un sous-espace ® de dom L est un domaine de densité si (zz + 1) D est dense
dans L? (a, b[).

Lemma 3. Si® est un domaine de symétrisation et de densité alors L |o est un
opérateur essentiellement autoadjoint de L? (a, b[).

Notation 1. On pose

D, (Ja,b]) = {(p € C* (Ja,b]) : lim % (z) = lim z%p (3:)} .

r—at T—b—
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Lemma 4. Si0 < a < b < 400, Dy, (Ja,b]) est un domaine de densité de p et si
a# 1, Dy (Ja,b]) est un domaine de densité de {Z,p}.

Lemma 5. Dy (Ja,b]) est un domaine de symétrisation de p et D, (Ja,b]) est un
domaine de symétrisation de {Z,p} pour 0 < a < b < +oo.

3. TRANSFORMATION DE FOURIER DES OPERATEURS QUANTIQUES

La transformée de Fourier est I'opérateur de L! (R) défini par

o~ +OO

Fo(&) =Flp(¢) = / @ (t) e " tat

— 00

et la transformée inverse est
Fro©= [ eweta,

la restriction de F |L1(®)nL2(r) 8'étend en un opérateur borné de L? (R).
Lemma 6. Si ¢ et vp € L' (R),
prElo = 730
et si @ est dérivable presque partout et ¢ € L' (R),
BF o = 77 pe.
Remark 1. Sip € L?(R),

%) = %]?_1]3;7 et = %]?]?_lga,
en particulier si p € S (R),
o= %ﬁilﬁq:l(p'
Corollary 1. Si ¢ est dérivable presque partout et o, xp, ¢, xp' € L* (R),
(B0} F o =—F &} e
et
(8,5} Fo=—F (3.0} .

Dans ce qui suit v est une série entiere
—+oo
’7(2) = E Yn2"
n=0

de rayon de convergence R avec 0 < R < +00.

Theorem 2. Sisupp ¢ C |—R, R[ pour R < 400, supp ¢ est borné si R = 400 et
© vérifie t7p € L' (R) Vn € N, alors

0, F = = FE'9%p, 47 (t) = v (Fit) si [t| < R.
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Corollary 2. Si ¢, FFlp e L} (R) et supp FFly |-R, R[ alors
N 1 ~yye
Oyp = Z—filw*]—'ﬂcp avec y* (t) = v (Fit) si |t] < R,
pp 2T

en particulier,

. 1 o

Oy = %]:'y*]:flga avec v* (t) = v (it) si [t| < R
si p € LT (R) N L2 (R) ’égalité précedente est vraie dans L? (R).
Theorem 3. Sisuppp C |—R, R[ si R < +0o, supp ¢ est borné si R = +00 et ¢
est C presque partout pour tout n € N et vérifie (™ e L' (R) alors

.7-A'ﬂ(§790 =V FFlp, 4% (t) =~ (Fit) si |t| < R.

Corollary 3. Sisuppy C |—R, R[, ¢ est C> presque partout avec ¢™ et 5’7‘%’ €
LY (R) pour tout n € N alors

~

| PO . .
Oyp = —F 'y F o, * (t) = v (Fit), t €]-R, R,
pp 21

pour 5’7‘%’ € L% (R) alors l’égalité est vraie dans L? (R).

La transformée de Fourier holomorphe, de signe +, est 'opérateur défini sur
L?(]0, +oc[) par
Fe©= [ eoea=Fp
0

| p)sit>0
‘p(t)_{ 0sit<0

avec

le théoreme de Paley-Wiener permet d’affirmer que §i1gp est holomorphe sur le
demi-plan £Im¢& > 0 et vérifie

+oo | 2
sup/ ‘Silcp(x—i-iy)‘ dx < 4o00. (3.1)
+y>0.J -0

La transformée de Fourier holomorphe est I'opérateur §+1
F: L2 (10, +o0]) — H2 (1),
siy € H?2(ITT) et
Y (e) = lm ¢ (z+iy)
alors H? (IT") est un espace de Hilbert pour le produit

+oo -

(¥, ¢) = V* () ¢* (z)dz.

Lemma 7. Si ¢ € L' (R) avec supp ¢ C |0, +oc[, on a

—

%ﬂ/so (€) = +iE 15 1p(€) , £ImE >0

Les fonctions §i1fg0 sont holomorphes sur les demi-plans IIT et vérifient la
condition 3.1.
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Corollary 4. Si ¢ € L' (R) avec supp ¢ C |0, +o0[, alors

—

/;\1

]?il/ga (z) = iz~ 1F o (z).

4. LES OPERATEURS H ET {Z,p}

On veut trouver une relation liant les opérateurs de Berry-Keating, Bender-
Brody-Miiller et la transformation de Fourier sur

D (]0,27[) = {p € D(R) : suppp C |0,2n([},
on a le théoreme suivant.

Theorem 4. Si ¢ € D (]0,2x() alors

o —

17

] —— o
T.plo=—er —1FHF 1=
{Z.pte=5e e

Theorem 5. Les fonctions

Mo, = €% = 1FCppp x n, 0 € D (]0, 27])
sont des fonctions propres de l'opérateur de Berry-Keating associées a la valeur
propre —i (2p — 1).

Theorem 6. Les zéros non triviauz de la fonction zéta de Riemann sont sur la

droite Rez = %

Lemma 8. Sur L? (Ja,b]) avec 0 < a < b < 27, il existe un opérateur autoadjoint
dont le spectre contient

{=i(2p-1):p€ Z(Q)}-

La conjecture de Riemann s’en déduit immédiatement. L’opérateur qui répond a
la conjecture de Hilbert—Pélya est la fermeture dans L? (Ja, b[), avec 0 < a < b < 2,
de 'opérateur de Berry-Keating restreint a

D, (Ja,b)) € L* (a,b])
5. CONCLUSION

Cette approche de la conjecture de Hilbert—Pdlya reste a confirmer. La construc-
tion des opérateurs, a partir des séries entieres est un outil puissant dans 1’étude
des opérateurs quantiques.
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