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Resumo. O problema de coloração de grafos é um dos mais estudados na
otimização combinatória e possui inúmeras variações. Uma delas é o problema
de Coloração Equilibrada de Vértices. Uma coloração equilibrada de um grafo
é definida pela partição de seus vértices em k subconjuntos onde a diferença de
cardinalidade de dois subconjuntos quaisquer é no máximo um. O problema de
Coloração Equilibrada de Vértices (ECP) consiste em minimizar o valor de k de
modo que um grafo possa ser colorido com k cores de forma equilibrada. Este
trabalho propõe uma heurı́stica ILS para este problema. Os resultados com-
putacionais demonstram que a heurı́stica proposta, na média, obteve soluções
melhores que os trabalhos comparados.

PALAVRAS CHAVE. Coloração Equilibrada de Vértices, Grafos, Heurı́sticas.

Abstract. The Graph Cloring Problem is one of the most studied problems in
optimization and has many variations. For instance, the Equitable Coloring
Problem. A equitable coloring of a graph is defined as a partition of its vertices
in k subsets, where the difference on the cardinality of any two subsets is at most
one. The Equitable Coloring Problem (ECP) tries to minimize the value of k so
that a graph can be equitable colored with k colors. Computational results show
that the proposed heuristic, on average, had better solutions compared with the
related works.

KEYWORDS. Equitable Coloring Problem, Graphs, Heuristics.
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1. Introdução
O problema da Coloração Equilibrada de Vértices (ECP, do inglês Equitable Coloring

Problem) consiste em colorir os vértices de um grafo de forma que (i) vértices adja-
centes possuam cores diferentes e que (ii) o número de vértices coloridos com cada cor
se diferencie em no máximo uma unidade. O problema foi proposto por Erdös [10] ao
conjecturar que um grafo com grau máximo ∆ pode ser colorido equitativamente com
∆+ 1 cores. Apesar da semelhança entre o ECP e o problema clássico de coloração de
vértices (GCP, do inglês Graph Coloring Problem), existe uma diferença entre ambos. A
diferença é o fato de existir uma coloração para ECP com K cores não implica que exista
uma coloração com K + 1 cores [28]. Por exemplo, o grafo bipartido K3,3 admite uma
coloração equilibrada com duas cores, porém não admite uma coloração equilibrada com
três cores. Este problema é NP-Completo [13, 22].

2. Trabalhos Relacionados
A versão de decisão do Graph Coloring Problem (GCP) é um problema NP-completo

[16]. Várias classes de problemas reais podem ser modeladas como extensões do GCP
como por exemplo, os problemas de construção de tabelas [5] e de alocação de frequências
[9]. Devido à dificuldade de se resolver este problema de forma exata, a maioria dos
trabalhos apresentados na literatura sugerem o uso de heurı́sticas [8, 11, 14, 15, 19, 20,
23, 24, 30].

Em 1973, Meyer [28], motivado por uma aplicação prática de coleta de lixo mu-
nicipal, conjecturou uma forma do teorema de Brooks [4] para colorir grafos de forma
equilibrada. Cada grafo com grau máximo ∆ tem uma equidade com ∆ ou menos cores,
exceto para grafos completos.

Lozano et al.[25] utilizaram o ECP aplicado ao problema de redes de interconexão.
Uma rede de interconexão é uma estrutura composta por um conjunto P de n > 1 pro-
cessadores e um conjunto T de ligações. Os autores do trabalho apresentaram uma
representação natural para o processamento paralelo neste tipo de rede através de uma
coloração total equilibrada com no máximo D+ 2 cores, onde D é o grau máximo do
grafo que representa a rede.

Chen et al. [6, 7] provaram que o ECP é polinomialmente resolvı́vel quando
o grafo é uma árvore [6] ou quando o grafo é do tipo split [7]. Hajnal e Szemerédi
[17] provaram que todo grafo G = (V,E) possuı́ coloração (∆ + 1)-equilibrada, onde
∆ = maxv∈V{d(v)} e d(v) denota o grau do vértice v ∈ V . Kierstead e Kostochka [21]
apresentaram uma prova mais simples para tal resultado além de uma heurı́stica aproxi-
mativa que alcança este limite superior (∆+ 1). Além disso, os autores de [21] demon-
straram que todo grafo que satisfaz d(u)+d(v)≤ 2k+1 para toda aresta (u,v)∈ E possuı́
uma (k+1)-coloração equilibrada.

Furmanczyk e Kubale [13] provaram que o ECP é NP-difı́cil e propuseram uma
heurı́stica construtiva para o problema. Esta heurı́stica será discutida em detalhes na seção
3.1, já que ela faz parte da estratégia de solução proposta neste trabalho.

Méndez-Dı́az et al. [27] realizaram um estudo poliédrico do modelo de
programação linear inteira (PLI) do ECP, visto que no GCP o estudo poliédrico foi bas-
tante utilizado no aperfeiçoamento dos algoritmos para o problema. O trabalho teve como
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objetivo estudar os planos de corte para a formulação do ECP. Neste trabalho ([27]) foram
resolvidas instâncias com até 35 vértices de forma exata.

2.1. O Modelo de PLI de Bahiense et. al. [2]

Bahiense et. al. [2] propuseram uma formulação baseada na formulação de [12] utilizando
uma formulação através de representantes. Para quebrar as simetrias na formulação
abaixo, a formulação assimétrica formulada por representantes é generalizada. É esta-
belecido que um vértice u ∈ V pode apenas representar um outro vértice v ∈ V se u < v.
Portanto, o vértice representativo de um conjunto de cores é o vértice com o menor ı́ndice
dentre aqueles coloridos com aquela determinada cor. Definido-se A>(u) = {v ∈ A(u) :
u < v} como out-anti-neighbourhood de um vértice u ∈ V , ou seja, os vértices que não
podem representar o vértice u e A<(u) = {v ∈ A(u) : v < u} como in-anti-neighbourhood
de um vértice u ∈ V , ou seja, os vértices que podem representar o vértice u, exceto ele
mesmo. Além disso, define-se A′>(u) = A>(u)∪{u} e A′<(u) = A<(u)∪{u}, para todo
u ∈V .

Também é definido V s = {u ∈ V : A<(u) = /0} como conjunto de vértices cujo
in-anti-neighbourhood em G é vazia, ou seja, o conjunto de vértices que sempre são
representantes. Como os vértices em V s são sempre representantes, xvv = 1 em qualquer
solução viável para qualquer v ∈ V s. Portanto estas variáveis podem ser removidas da
formulação e reescritas na formulação assimétrica (1) - (8) abaixo.

Nas restrições abaixo as variáveis binárias xuv ∀v ∈ A(v) são iguais a 1 se e so-
mente se o vértice u representa a cor do vértice v, caso contrário xuv = 0. A variável de
equilı́brio w ∈ R,w ≥ 0, indica a cardinalidade do conjunto máximo estável relativo à
coloração equilibrada, ou seja, se a cardinalidade de cada conjunto estável é w ou w−1.
A variável βu é referente a assimetria da formulação e βu = 1 se u ∈ V s, caso contrário
βu = xuu. Lw e Uw são definidos, respectivamente, como os limites mı́nimo e máximo
inteiro para o valor de w.

A função objetivo (1) conta o número de vértices representantes, ou seja, o número
de cores (ou o número de conjuntos de cores). As restrições do conjunto (2) garantem que
cada vértice u ∈ V tem que ser representado por si mesmo ou por outro vértice v na
sua anti-vizinhança. As inequações (3) cumprem a restrição de que vértices adjacentes
precisam possuir cores diferentes. As restrições (3) juntamente com as restrições (4)
garantem que cada vértice pode apenas ser representado por um vértice representante.
As restrições (5) e (6) garantem que a diferença entre as cardinalidades entre quaisquer
dois conjuntos de cores é no máximo um. As restrições (7) e (8) definem o domı́nio das
variáveis do problema.
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min ∑
(v)∈V\V s

xvv + |V s| subject to: (1)

∑
v∈A′<(u)

xvu = 1∀u ∈V\V s (2)

xuv + xub ≤ βu, ∀u ∈V,∀(v,b) ∈ E : v,b ∈ A>(u) (3)
xuv ≤ xuu, ∀u ∈V\V s, ∀v ∈ A>(u) : v é isolado em A>(u) (4)

βu + ∑
v∈A>(u)

xuv ≤ w ·βu, ∀u ∈V (5)

βu + ∑
v∈A>(u)

xuv ≥ (w−1) ·βu, ∀u ∈V (6)

xuv ∈ {0,1} ∀u ∈V,∀v ∈ A>(u) (7)
w ∈ R, onde βu = 1 se u ∈V s; caso contrário βu = xuu. (8)

As restrições (5) e (6) podem ser linearizadas e substituı́das pelas restrições (9-
12). São introduzidas novas variáveis yi, para todo i ∈ [Lw,Uw]. yi = 1 se a cardinalidade
do conjunto máximo na partição de uma coloração equilibrada de G é i, caso contrário
yi = 0. Portanto w pode ser substituı́do por ∑

i=Uw
i=Lw

i · yi adicionando a restrição (9):

Uw

∑
i=Lw

yi = 1 (9)

Para todo u ∈ V e todo inteiro i ∈ [Lw,Uw], é introduzido novas váriaveis zui tais
que zui = xuu ·yi para toda solução inteira do ECP, juntamente com as inequações lineares:

zui ≤ yi, zui ≤ xuu, zui ≥ yi + xuu−1, ∀u ∈V,∀i ∈ [Lw,Uw]. (10)

Por substituição temos que as restrições do tipo (5) podem ser reescritas como:

βu + ∑
v∈A>(u)

xuv ≤
Uw

∑
i=Lw

i · zui, ∀u ∈V (11)

De forma similar, a mesma transformação pode ser aplicada em (6), resultando
em :

2 ·βu + ∑
v∈A>(u)

xuv ≥
Uw

∑
i=Lw

i · zui, ∀u ∈V (12)
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Portanto, o ECP pode ser alternativamente formulado através da formulação re-
sultante definida pela função objetivo (1) e as restrições (2)-(4),(7-12). O número de
variáveis nesta formulação é |V\V s|+m+ρ(1+ |V |), onde ρ =Uw−Lw. Contudo, como
zui = yi para todo u ∈ V s, zui pode ser substituı́do por yi para todo u ∈ V s, o que reduz o
número de variáveis da formulação para |V\V s|+m+ρ(1+ |V\S|).

Em [2] também é proposta uma heurı́stica baseada em busca tabu [18] para realizar
o cálculo dos limites superiores relativos a cada subproblema dos algoritmos branch-and-
cut gerados. O algoritmo é baseado na heurı́stica para o problema de assinalamento de
frequências proposto em [31].

A solução inicial define o vértice representante v ∈ V como o argmaxu∈A′<(v)x
∗
uv,

onde x∗uv é o valor da variável xuv na solução ótima da relaxação linear LF2. Essa solução
inicial pode violar as restrições (3), assim como as restrições de coloração equilibrada (5)
e (6).

A função objetivo da heurı́stica de busca tabu consiste em minimizar a soma de
quatro custos c1,c2,c3,c4, ∀u ∈V e para cada v ∈ A′>(u), onde xuv = 1 se e somente se o
vértice u representa a cor do vértice v na solução atual da tabu e caso contrário xuv = 0.
Além disso, define-se w = d |V |K e como a cardinalidade de um ”conjunto máximo”estável
em uma solução viável com K cores (a cardinalidade estável de cada conjunto é w ou
w−1). Os custos de c1,c2,c3,c4 são calculados como:

c1 = ∑
V∈V\V s

xvv+ |V s|; (13)

c2 = ∑
u∈V

∑
(v,b)∈E,v,b∈A>(u)

max{xuv+ xub−1,0}; (14)

c3 = ∑
u∈V

max{w−1−βu− ∑
v∈A>(u)

xuv,0}; (15)

c4 = ∑
u∈V

max{−w+βu− ∑
v∈A>(u)

xuv,0}; (16)

A componente de custo c1 conta o número de vértices representantes, ou seja,
número de cores na solução definida por x e w, enquanto as outras três componentes
da função objetivo medem o grau de inviabilidade da solução. A componente de custo
c2 mede o grau de inviabilidade de acordo com a restrição (3) através da contagem do
número de vértices adjacentes com o mesmo vértice representativo. As componentes
c3 e c4 medem o grau de inviabilidade das restrições de equilı́brio de cores (5) e (6),
respectivamente. Para uma solução viável temos c2 = c3 = c4 = 0.

A vizinhança N de uma solução consiste em todas as soluções que podem ser
obtidas trocando-se o representante u ∈ A′< de um vértice v ∈ V por outro vértice b ∈
A′<. Por questões de eficiência não são avaliadas todas as O(n2) soluções da vizinhança.
A busca tabu é implementada utilizando a estratégia de busca local best improvement.
A cada iteração a solução corrente é trocada pela melhor solução dentro da vizinhança
restrita N′. Portanto o representativo u ∈ A′<(v) de um vértice v ∈ V é trocado por outro
vértice b ∈ A′<(v).
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3. Iterated Local Search para o Problema de Coloração Equilibrada

A heurı́stica proposta por [8], baseada na meta heurı́stica Iterated Local Search, é a
heurı́stica que produz os melhores resultados na literatura de GCP. Enquanto a heurı́stica
construtiva de [13] produz bons resultados para o ECP. Uma grande desvantagem do
algoritmo de [13] é a utilização da heurı́stica construtiva smallest-last [26] que é bastante
ineficiente na resolução do GCP. O smallest last [26] consiste na ordenação dos vértices
do grafo através de seus respectivos graus. Em seguida, os vértices são coloridos de forma
que os vértices com menor grau são coloridos por último. A heurı́stica de [26] é rápida,
porém os resultados são ruins.

Este trabalho combina a heurı́stica proposta por [8], para o GCP, com a heurı́stica
proposta para o ECP em [13] de forma a obter melhores resultados para o ECP.

3.1. ILS de Chiarandini e Stützle [8] para GCP

Em [8] os autores dividem a heurı́stica ILS em três fases. A primeira, chamada de fase
de inicialização é realizada pela heurı́stica de [3], que retorna uma solução válida para o
problema. A segunda fase, chamada de decremento do número cores utilizadas, ocorre
quando a heurı́stica de [3] ou a busca local MinMaxConfict [29] fornecem uma solução
viável. Nesta fase uma cor é removida e os nós que foram coloridos com aquela cor são
recoloridos com outra cor de forma aleatória, gerando assim uma solução inviável. A
terceira fase, chamada de busca local, ocorre quando a coloração retornada na segunda
fase não é viável. Nesta fase, algoritmos de busca local são utilizados para que uma
coloração viável seja utilizada. O algoritmo de [8] funciona da seguinte forma:

Algoritmo 1: Iterated Local Search [8]
1 procedure Iterated Local Search
2 s0 = GeraSolucaoInicial();
3 s = MinMaxConflict(s0);
4 while Condição Final não é Atingida do
5 s’ = Pertubação(s, histórico);
6 s” = MinMaxConflict(s’);
7 s = CriterioDeAceitação(s, s”, histórico);
8 end
9 end

Neste trabalho o algoritmo ILS proposto segue três fases sugeridas em [8]. Porém
na primeira fase ao invés da utilização de [3] o algoritmo utilizado é o smallest last [26].
Na segunda fase é utilizado o mesmo algoritmo formulado por [8] baseado em decremento
do número de cores. Na terceira fase a busca local utilizada é baseada na heurı́stica
MinMaxConflict que é proposta para a resolução de problemas de satisfazibilidade. Em
cada passo da busca local, um vértice conflitante é escolhido de forma aleatória e a cor
que minimiza o número de conflitos com outros vértices é assinalada para este vértices.
Esta heurı́stica de busca local foi proposta em [29]. O pseudo-código desta heurı́stica é
apresentado em (1).
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3.2. Heurı́stica de Furmanzyck e Kubale [13] para ECP
Furmanczyk e Kubale [13] propuseram uma heurı́stica que inicialmente gera uma solução
não equilibrada através do algoritmo Smallest-Last [26]. Em seguida, enquanto o grafo
ainda não está equilibrado o algoritmo faz as seguintes operações. (i) encontra a cor
presente em menos vértices, (ii) encontra a cor existente em mais vértices e (iii) recolore
um vértice quem contém a cor com mais vértices com a cor com menos vértices, mantendo
a viabilidade do grafo. Se nenhuma opção para essa operação for encontrada, a heurı́stica
aumenta o número de cores em uma unidade. A complexidade deste algoritmo é O(n4).
O pseudocódigo desta heurı́stica é apresentado no algoritmo 2.

Algoritmo 2: Algoritmo de Furmanczyk e Kubale [13]
1 procedure FurmanczykKubale(G)[13]
2 while O grafo não está equilibrado do
3 colmin = número da cor menos utilizada;
4 colmax = número da cor mais utilizada;
5 Encontre vértices coloridos com colmin e colmax;
6 if É possı́vel alterar a cor de um vértice colorido com colmin para colmax

then
7 Troque a cor do vértice de colmin para colmax;
8 endif
9 else

10 Assinale uma nova cor para alguns vértices coloridos com colmax

11 end

3.3. O Equitable Iterated Local Search (EILS)
A heurı́stica proposta neste trabalho, chamada de Equitable Iterated Local Search (EILS)
utiliza os dois algoritmos descritos nas seções 3.1 e 3.2 buscando uma melhor solução
para o ECP. O EILS funciona da seguinte forma: (i) Gera-se uma solução viável para o
GCP através do algoritmo smallest-last [26], (ii) executa-se a busca local MinMaxCon-
flict [29] para encontrar uma solução melhorada para o GCP, (iii) executa-se a heurı́stica
FurmanczykKubale [13] para obter uma solução viável para o ECP e (iv) enquanto uma
condição de parada não é atingida perturba-se a solução encontrada em (iii) e repete-se os
passos (ii) e (iii). O pseudocódigo desta heurı́stica é apresentado no algoritmo 3.

4. Experimentos Computacionais
As heurı́sticas Furmanzyck e Kubale [13] e EILS foram implementadas em C++

versão 4.3.2. Os experimentos computacionais foram realizados em um Intel Core2Quad
2.50GHz, com 4 GB de RAM e Sistema Operacional UNIX Ubuntu 11.10. As instâncias
utilizadas foram as mesmas utilizadas na avaliação de Tabu-LF2 [2]. As heurı́sticas [2] e
[13] foram executadas apenas uma vez para cada uma das instâncias, pois estas heurı́sticas
são determinı́sticas. A heurı́stica EILS foi executada durante cinco segundos por dez
vezes para cada instância da tabela, variando-se a semente aleatória do algoritmo.

A Tabela 1 apresenta uma comparação entre as heurı́sticas Tabu-LF2 [2], Fur-
manczyk e Kubale [13] e EILS para as instâncias usadas em [2], que por sua vez foram
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Algoritmo 3: Equitable Iterated Local Search
1 procedure EILS
2 s0 = GeraSolucaoInicialAtravesDoSmallestLast();
3 s = MinMaxConflict(s0);
4 s = FurmanczykKubale(s);
5 while Condição Final não é Atingida do
6 s’ = Pertubação(s, histórico);
7 s” = MinMaxConflict(s’);
8 s = FurmanczykKubale(s”);
9 s = CriterioDeAceitação(s, s”, histórico);

10 end
11 end

coletadas em [1]. Na primeira coluna estão os nomes das instâncias executadas. Na
segunda coluna está o valor ótimo de cada instância. Nas seis colunas seguintes são apre-
sentados o Upper Bound (UB), o GAP (UB−LB

LB ) e o tempo gasto por cada instância para
as heurı́sticas [2] e [13] respectivamente. Nas quatro últimas colunas, são apresentados o
melhor resultado, a média dos resultados para as dez execuções, o GAP (calculado pela
fórmula Media−LB

LB ) e o tempo (em segundos) da heurı́stica EILS.

Instância Ótimo Furmanzyck e Kubale [13] Tabu-LF2 [2] ILSE
UB GAP Time(s) UB GAP Time(s) Melhor Média GAP Time(s)

miles750 31 32 3,23% 0 35 12,90% 3 31 31,2 0,65% 5
miles1000 42 43 2,38% 0 48 14,29% 3 42 42,3 0,71% 5
miles1500 73 73 0,00% 0 73 0,00% 3 73 73 0,00% 5
zeroin.i.1 49 65 32,65% 0 49 0,00% 4 55 63 28,57% 5
zeroin.i.2 36 58 61,11% 0 84 133,33% 5 58 58 61,11% 5
zeroin.i.3 36 58 61,11% 0 81 125,00% 5 58 58 61,11% 5
Queen6 6 7 10 42,86% 0 7 0,00% 0 7 7 0,00% 5
Queen7 7 7 12 71,43% 0 8 14,29% 0 7 7,9 12,86% 5
queen8 8 9 14 55,56% 0 10 11,11% 2 10 10,3 14,44% 5
myciel3 4 4 0,00% 0 4 0,00% 0 4 4 0,00% 5
myciel4 5 5 0,00% 0 5 0,00% 0 5 5 0,00% 5
jean 10 10 0,00% 0 10 0,00% 0 10 10 0,00% 5
anna 11 11 0,00% 0 12 9,09% 1 11 11 0,00% 5
david 30 30 0,00% 0 30 0,00% 2 30 30 0,00% 5
games120 9 9 0,00% 0 9 0,00% 0 9 9 0,00% 5
K5,2 3 3 0,00% 0 3 0,00% 0 3 3 0,00% 5
K7,2 6 6 0,00% 0 6 0,00% 0 6 6 0,00% 5
K7,3 3 4 33,33% 0 5 66,67% 1 4 4 33,33% 5
K9,4 3 5 66,67% 0 3 0,00% 0 5 5 66,67% 5
1-FullIns-3 4 4 0,00% 0 6 50,00% 0 4 4 0,00% 5
2-FullIns-3 5 5 0,00% 0 8 60,00% 0 5 5 0,00% 5
3-FullIns-3 6 7 16,67% 0 9 50,00% 1 6 6,6 10,00% 5
4-FullIns-3 7 7 0,00% 0 11 57,14% 0 7 7,3 4,29% 5
5-FullIns-3 8 8 0,00% 0 13 62,50% 2 8 8,1 1,25% 5
Média 18,62% 27,76% 12,29%

Tabela 1. Benchmark de instâncias utilizadas e seus respectivos valores ótimos para o ECP. Nas
colunas seguintes são apresentados o valor encontrado, o GAP de otimalidade (em porcentagem)
e o tempo gasto (em s) pelas heurı́sticas [2] e [13] e o melhor valor encontrado, a média, o GAP de
otimalidade (em porcentagem) e o tempo gasto pela heurı́stica EILS.

Dos algoritmos analisados, o EILS apresentou o melhor GAP médio entre os três
algoritmos. Desconsiderando as instâncias nas quais os três algoritmos atingiram o valor
ótimo, o EILS é melhor em onze instâncias, o algoritmo de [13] obteve melhores resulta-
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dos em seis instâncias e o algoritmo de [2] obteve o melhor resultado em três instâncias.
Desta forma, na média, o algoritmo EILS apresentou um resultado médio melhor que as
outras heurı́sticas implementadas na literatura.

5. Conclusão
Neste artigo foi proposta uma nova heurı́stica para o problema de Coloração equilibrada

de vértices (ECP). Tal heurı́stica foi comparada com as melhores heurı́sticas apresentadas
pela literatura. Os resultados mostram que o EILS obteve resultados melhores ou iguais
na grande maioria das instâncias apresentadas.

Para trabalhos futuros são sugeridos a utilização da meta heurı́stica BRKGA para
o problema de coloração de grafos equilibrada.
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