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Resumo. O problema de coloracdo de grafos é um dos mais estudados na
otimizagdo combinatoria e possui inimeras varia¢oes. Uma delas é o problema
de Coloracdo Equilibrada de Vértices. Uma coloragdo equilibrada de um grafo
é definida pela particdo de seus vértices em k subconjuntos onde a diferenca de
cardinalidade de dois subconjuntos quaisquer é no mdximo um. O problema de
Coloragdo Equilibrada de Vértices (ECP) consiste em minimizar o valor de k de
modo que um grafo possa ser colorido com k cores de forma equilibrada. Este
trabalho propée uma heuristica ILS para este problema. Os resultados com-
putacionais demonstram que a heuristica proposta, na média, obteve solucoes
melhores que os trabalhos comparados.

PALAVRAS CHAVE. Coloragdo Equilibrada de Vértices, Grafos, Heuristicas.

Abstract. The Graph Cloring Problem is one of the most studied problems in
optimization and has many variations. For instance, the Equitable Coloring
Problem. A equitable coloring of a graph is defined as a partition of its vertices
in k subsets, where the difference on the cardinality of any two subsets is at most
one. The Equitable Coloring Problem (ECP) tries to minimize the value of k so
that a graph can be equitable colored with k colors. Computational results show
that the proposed heuristic, on average, had better solutions compared with the
related works.

KEYWORDS. Equitable Coloring Problem, Graphs, Heuristics.
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1. Introducao

O problema da Coloracdo Equilibrada de Vértices (ECP, do inglés Equitable Coloring
Problem) consiste em colorir os vértices de um grafo de forma que (i) vértices adja-
centes possuam cores diferentes e que (ii) o nimero de vértices coloridos com cada cor
se diferencie em no maximo uma unidade. O problema foi proposto por Erdos [[10] ao
conjecturar que um grafo com grau maximo A pode ser colorido equitativamente com
A+ 1 cores. Apesar da semelhanga entre o0 ECP e o problema cléssico de coloragdo de
vértices (GCP, do inglés Graph Coloring Problem), existe uma diferenga entre ambos. A
diferenca € o fato de existir uma coloracdo para ECP com K cores ndo implica que exista
uma colorag¢do com K + 1 cores [28]]. Por exemplo, o grafo bipartido K3 3 admite uma
colorac¢do equilibrada com duas cores, porém ndo admite uma coloracao equilibrada com
trés cores. Este problema € NP-Completo [[13}22].

2. Trabalhos Relacionados

A versao de decisdo do Graph Coloring Problem (GCP) é um problema NP-completo
[16]. Varias classes de problemas reais podem ser modeladas como extensdes do GCP
como por exemplo, os problemas de construgdo de tabelas [S]] e de alocagdo de frequéncias
[9]. Devido a dificuldade de se resolver este problema de forma exata, a maioria dos
trabalhos apresentados na literatura sugerem o uso de heuristicas [8, [11} [14} [15} [19} 20,
23,124, 130].

Em 1973, Meyer [28], motivado por uma aplicacdo préatica de coleta de lixo mu-
nicipal, conjecturou uma forma do teorema de Brooks [4] para colorir grafos de forma
equilibrada. Cada grafo com grau méximo A tem uma equidade com A ou menos cores,
exceto para grafos completos.

Lozano et al.[25]] utilizaram o ECP aplicado ao problema de redes de interconexao.
Uma rede de interconexao € uma estrutura composta por um conjunto P de n > 1 pro-
cessadores e um conjunto 7' de ligagdes. Os autores do trabalho apresentaram uma
representacdo natural para o processamento paralelo neste tipo de rede através de uma
coloracdo total equilibrada com no maximo D + 2 cores, onde D é o grau maximo do
grafo que representa a rede.

Chen et al. [6, [/] provaram que o ECP € polinomialmente resolvivel quando
o grafo é uma arvore [6] ou quando o grafo € do tipo split [7]. Hajnal e Szemerédi
[17] provaram que todo grafo G = (V,E) possui coloragdo (A + 1)-equilibrada, onde
A = max,cy{d(v)} e d(v) denota o grau do vértice v € V. Kierstead e Kostochka [21]
apresentaram uma prova mais simples para tal resultado além de uma heuristica aproxi-
mativa que alcanga este limite superior (A+ 1). Além disso, os autores de [21]] demon-
straram que todo grafo que satisfaz d(u) +d(v) < 2k+ 1 para toda aresta (u,v) € E possui
uma (k + 1)-coloragdo equilibrada.

Furmanczyk e Kubale [13] provaram que o ECP é NP-dificil e propuseram uma
heuristica construtiva para o problema. Esta heuristica serd discutida em detalhes na sec@o
3.1, ja que ela faz parte da estratégia de solugdo proposta neste trabalho.

Méndez-Diaz et al. [27] realizaram um estudo poliédrico do modelo de
programacao linear inteira (PLI) do ECP, visto que no GCP o estudo poliédrico foi bas-
tante utilizado no aperfeicoamento dos algoritmos para o problema. O trabalho teve como
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objetivo estudar os planos de corte para a formulagdo do ECP. Neste trabalho ([27]) foram
resolvidas instancias com até 35 vértices de forma exata.

2.1. O Modelo de PLI de Bahiense et. al. [2]

Bahiense et. al. [2] propuseram uma formulagdo baseada na formulagao de [[12] utilizando
uma formulagdo através de representantes. Para quebrar as simetrias na formulagao
abaixo, a formulagdo assimétrica formulada por representantes é generalizada. E esta-
belecido que um vértice u € V pode apenas representar um outro vértice ve V se u < v.
Portanto, o vértice representativo de um conjunto de cores € o vértice com o menor indice
dentre aqueles coloridos com aquela determinada cor. Definido-se A~ (1) = {v € A(u) :
u < v} como out-anti-neighbourhood de um vértice u € V, ou seja, os vértices que ndo
podem representar o vértice u e A (u) = {v € A(u) : v < u} como in-anti-neighbourhood
de um vértice u € V, ou seja, os vértices que podem representar o vértice u, exceto ele
mesmo. Além disso, define-se AL (u) = A~ (u) U{u} e AL (u) = A< (u) U{u}, para todo
ucV.

Também € definido V¥ = {u € V : A-(u) = 0} como conjunto de vértices cujo
in-anti-neighbourhood em G € vazia, ou seja, o conjunto de vértices que sempre sao
representantes. Como os vértices em V* sdo sempre representantes, x,, = 1 em qualquer
solucdo vidvel para qualquer v € V®. Portanto estas varidveis podem ser removidas da
formulagdo e reescritas na formulagao assimétrica (1)) - (8) abaixo.

Nas restrigdes abaixo as varidveis bindrias x,, Vv € A(v) séo iguais a 1 se e so-
mente se o vértice u representa a cor do vértice v, caso contrario x,, = 0. A varidvel de
equilibrio w € R,w > 0, indica a cardinalidade do conjunto maximo estavel relativo a
coloracdo equilibrada, ou seja, se a cardinalidade de cada conjunto estdvel € w ou w — 1.
A variavel B, é referente a assimetria da formulacdo e B, = 1 se u € V¥, caso contrario
By = xuu. Ly € U, sdo definidos, respectivamente, como os limites minimo ¢ maximo
inteiro para o valor de w.

A fungio objetivo () conta o nimero de vértices representantes, ou seja, 0 nimero
de cores (ou o nimero de conjuntos de cores). As restricdes do conjunto (2) garantem que
cada vértice u € V tem que ser representado por si mesmo ou por outro vértice v na
sua anti-vizinhanca. As inequacdes cumprem a restricdo de que vértices adjacentes
precisam possuir cores diferentes. As restricoes (3) juntamente com as restricoes ()
garantem que cada vértice pode apenas ser representado por um vértice representante.
As restrigdes (5)) e (6) garantem que a diferenca entre as cardinalidades entre quaisquer
dois conjuntos de cores € no maximo um. As restricoes (7)) e (8) definem o dominio das
variaveis do problema.
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min Z Xy + [V¥]  subject to: (1)
(V)EV\V*
Y xu=1Vuev\v* (2)
veAl (u)
Xuy +Xup < Pu, Yu € V,¥Y(v,b) €E :v,b € A~ (u) 3)
Xy < Xy, Yu € VAV®, Vv € A5 (u) : v é isolado em A~ (u) 4)
Bu+ Z Xy < WPy, Yuev Q)
vEAs (u)
But Y, xw>(w—1)-By, VuecVv (6)
vEAS (u)
Xuy € {0,1} Yu € V,Wv € A~ (u) 7
w € R, onde B, = 1 se u € V*; caso contrdrio B, = xyy. )

As restri¢oes e (6) podem ser linearizadas e substituidas pelas restricdes (OF
. Sao introduzidas novas variaveis y;, para todo i € [L,,,U,,|. y; = 1 se a cardinalidade
do conjunto maximo na particdo de uma coloracdo equilibrada de G € i, caso contrério
yi = 0. Portanto w pode ser substituido por Zzgx i -y; adicionando a restri¢ao @):

UW

Y yi=1 9
i=L,,

Para todo u € V e todo inteiro i € [L,,U,,|, é introduzido novas variaveis z,; tais
que z,; = X,y - yi para toda soluc¢do inteira do ECP, juntamente com as inequagdes lineares:

Zui < Vi i < Xuuy i 2 Yi X — 1, Yu €V, Vi€ [LW7UW]' (10)

Por substitui¢do temos que as restri¢des do tipo (5)) podem ser reescritas como:

Uy
Bu“‘ Z Xy < Zi‘zuia YuecV (1)
v€A>(u) i=Ly

De forma similar, a mesma transformacdo pode ser aplicada em (6)), resultando
em :

Uy
2-But+ Y, x> Y izui, VueV (12)
vEAs (u) i=L,
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Portanto, o ECP pode ser alternativamente formulado através da formulagao re-
sultante definida pela func@o objetivo (I)) e as restricdes (2)-(@).(7HI2). O ntimero de
varidveis nesta formulagdo é |[V\V*|+m+p(1+|V|), onde p = U,, — L,,. Contudo, como
Zui = y; para todo u € V¥, z,; pode ser substituido por y; para todo u € V*, o que reduz o
nimero de varidveis da formulagdo para [V\V*|+m+p(1+|V\S)).

Em [2]] também € proposta uma heuristica baseada em busca tabu [18]] para realizar
o célculo dos limites superiores relativos a cada subproblema dos algoritmos branch-and-
cut gerados. O algoritmo é baseado na heuristica para o problema de assinalamento de
frequéncias proposto em [31]].

A solugdo inicial define o vértice representante v € V cOmo 0 argmax,c’_(,)»
onde x, € o valor da varidvel x,, na solug@o 6tima da relaxacdo linear LF;. Essa solucdo
inicial pode violar as restri¢des (3], assim como as restri¢des de coloragio equilibrada (5]
e (6).

A funcdo objetivo da heuristica de busca tabu consiste em minimizar a soma de
quatro custos c¢i,c2,¢3,c4, Yu € V e para cada v € AL (u), onde X, = | se e somente se o
vértice u representa a cor do vértice v na solugdo atual da tabu e caso contrario X, = 0.
Além disso, define-se w = [%1 como a cardinalidade de um “conjunto maximo”estavel
em uma solucdo vidvel com K cores (a cardinalidade estavel de cada conjunto é w ou
w—1). Os custos de ¢y, ¢p,c3,c4 sdo calculados como:

ca= Y xv+|V (13)
Vev\vs

)= Z Z max{x,v+x,b—1,0}; (14)
u€V (v,b)eE,vpeA~ (u)

3= Z max{w—1—p, — Z Xu,0}; (15)
ucv vEAS (u)

cy = Zmax{—W—l—Bu— Z Xuv,0}; (16)
uev vEAs (u)

A componente de custo c¢; conta o nimero de vértices representantes, ou seja,
numero de cores na solucdo definida por X e w, enquanto as outras trés componentes
da funcao objetivo medem o grau de inviabilidade da solu¢do. A componente de custo
c2 mede o grau de inviabilidade de acordo com a restricdo (3) através da contagem do
nimero de vértices adjacentes com o mesmo vértice representativo. As componentes
c3 e ¢4 medem o grau de inviabilidade das restri¢des de equilibrio de cores (3)) e (6),
respectivamente. Para uma solucdo vidvel temos ¢c» = ¢3 = c4 = 0.

A vizinhanga N de uma solugdo consiste em todas as solu¢des que podem ser
obtidas trocando-se o representante u € A’ de um vértice v € V por outro vértice b €
A”_. Por questdes de eficiéncia ndo sdo avaliadas todas as O(n?) solugdes da vizinhanga.
A busca tabu € implementada utilizando a estratégia de busca local best improvement.
A cada iteragdo a solugdo corrente é trocada pela melhor solucdo dentro da vizinhanga
restrita N'. Portanto o representativo u € A (v) de um vértice v € V € trocado por outro
vértice b € AL (v).
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3. Iterated Local Search para o Problema de Coloracao Equilibrada

A heuristica proposta por [8], baseada na meta heuristica Iterated Local Search, é a
heuristica que produz os melhores resultados na literatura de GCP. Enquanto a heuristica
construtiva de [13]] produz bons resultados para o ECP. Uma grande desvantagem do
algoritmo de [13]] € a utilizagc@o da heuristica construtiva smallest-last [26] que é bastante
ineficiente na resolucdo do GCP. O smallest last [26] consiste na ordenacdo dos vértices
do grafo através de seus respectivos graus. Em seguida, os vértices sao coloridos de forma
que os vértices com menor grau sdo coloridos por dltimo. A heuristica de [26] € rapida,
porém os resultados sdo ruins.

Este trabalho combina a heuristica proposta por [8], para o GCP, com a heuristica
proposta para o0 ECP em [[13] de forma a obter melhores resultados para o ECP.

3.1. ILS de Chiarandini e Stiitzle [8] para GCP

Em [8] os autores dividem a heuristica ILS em trés fases. A primeira, chamada de fase
de inicializacdo € realizada pela heuristica de [3]], que retorna uma solugdo valida para o
problema. A segunda fase, chamada de decremento do niimero cores utilizadas, ocorre
quando a heuristica de [3] ou a busca local MinMaxConfict [29] fornecem uma solucao
vidvel. Nesta fase uma cor € removida e os nés que foram coloridos com aquela cor sdao
recoloridos com outra cor de forma aleatéria, gerando assim uma solucdo invidvel. A
terceira fase, chamada de busca local, ocorre quando a coloragdo retornada na segunda
fase ndo € vidvel. Nesta fase, algoritmos de busca local sdo utilizados para que uma
coloracgao viavel seja utilizada. O algoritmo de [8]] funciona da seguinte forma:

Algoritmo 1: Iterated Local Search [8]]

1 procedure Iterated Local Search
2 5o = GeraSolucaolnicial();

3 s = MinMaxConflict(sg);

4 while Condicdo Final ndo é Atingida do

5 s’ = Pertubagao(s, histérico);

6 s” = MinMaxConflict(s’);

7 s = CriterioDeAceitacao(s, s”, historico);
8 end

9 end

Neste trabalho o algoritmo /LS proposto segue trés fases sugeridas em [8]]. Porém
na primeira fase ao invés da utilizacdo de [3] o algoritmo utilizado € o smallest last [26]].
Na segunda fase € utilizado o mesmo algoritmo formulado por [8] baseado em decremento
do numero de cores. Na terceira fase a busca local utilizada é baseada na heuristica
MinMaxConflict que € proposta para a resolucdo de problemas de satisfazibilidade. Em
cada passo da busca local, um vértice conflitante é escolhido de forma aleatdria e a cor
que minimiza o nimero de conflitos com outros vértices € assinalada para este vértices.
Esta heuristica de busca local foi proposta em [29]. O pseudo-codigo desta heuristica €
apresentado em (TJ).
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3.2. Heuristica de Furmanzyck e Kubale [13] para ECP

Furmanczyk e Kubale [[13] propuseram uma heuristica que inicialmente gera uma soluc¢ao
nao equilibrada através do algoritmo Smallest-Last [26]. Em seguida, enquanto o grafo
ainda ndo estd equilibrado o algoritmo faz as seguintes operagdes. (i) encontra a cor
presente em menos vértices, (ii) encontra a cor existente em mais vértices e (iii) recolore
um vértice quem contém a cor com mais vértices com a cor com menos vértices, mantendo
a viabilidade do grafo. Se nenhuma opcao para essa operagao for encontrada, a heuristica
aumenta o nimero de cores em uma unidade. A complexidade deste algoritmo é O(n*).
O pseudocddigo desta heuristica € apresentado no algoritmo

Algoritmo 2: Algoritmo de Furmanczyk e Kubale [13]]

1 procedure FurmanczykKubale(G)[13]

2 while O grafo nao estd equilibrado do

3 colmin = nimero da cor menos utilizada;

4 colmax = ndimero da cor mais utilizada;

5 Encontre vértices coloridos com colmin e colmax:;
6

if E possivel alterar a cor de um vértice colorido com colmin para colmax

then
7 Troque a cor do vértice de colmin para colmax;
8 endif
9 else
10 L Assinale uma nova cor para alguns vértices coloridos com colmax
11 end

3.3. O Equitable Iterated Local Search (EILS)

A heuristica proposta neste trabalho, chamada de Equitable Iterated Local Search (EILS)
utiliza os dois algoritmos descritos nas segoes 3.1 e 3.2 buscando uma melhor solugao
para o ECP. O EILS funciona da seguinte forma: (i) Gera-se uma solu¢do viavel para o
GCP através do algoritmo smallest-last [26], (i1) executa-se a busca local MinMaxCon-
flict [29] para encontrar uma solu¢do melhorada para o GCP, (iii) executa-se a heuristica
FurmanczykKubale [13] para obter uma solugdo vidvel para o ECP e (iv) enquanto uma
condicdo de parada ndo € atingida perturba-se a solu¢cdo encontrada em (iii) e repete-se 0s
passos (ii) e (iii). O pseudocdédigo desta heuristica € apresentado no algoritmo 3]

4. Experimentos Computacionais

As heuristicas Furmanzyck e Kubale [13] e EILS foram implementadas em C++
versdo 4.3.2. Os experimentos computacionais foram realizados em um Intel Core2Quad
2.50GHz, com 4 GB de RAM e Sistema Operacional UNIX Ubuntu 11.10. As instancias
utilizadas foram as mesmas utilizadas na avaliacdo de Tabu-LF2 [2]. As heuristicas [2] e
[13] foram executadas apenas uma vez para cada uma das instancias, pois estas heuristicas
sdo deterministicas. A heuristica EILS foi executada durante cinco segundos por dez
vezes para cada instancia da tabela, variando-se a semente aleatdria do algoritmo.

A Tabela 1 apresenta uma comparacao entre as heuristicas Tabu-LF2 [2], Fur-
manczyk e Kubale [13] e EILS para as instancias usadas em [2], que por sua vez foram
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Algoritmo 3: Equitable Iterated Local Search

1 procedure EILS

2 59 = GeraSolucaolnicial AtravesDoSmallestLast();
3 s = MinMaxConflict(sg);

4 s = FurmanczykKubale(s);

s while Condicdo Final ndo é Atingida do

6 s’ = Pertubacao(s, histérico);

7 s” = MinMaxConflict(s’);

8 s = FurmanczykKubale(s”);

9 s = CriterioDeAceitacao(s, s”, historico);

10 end

11 end

coletadas em [1]. Na primeira coluna estdo os nomes das instancias executadas. Na

segunda coluna estd o valor 6timo de cada instincia. Nas seis colunas seguintes sdo apre-
sentados o Upper Bound (UB), o GAP (%) e o tempo gasto por cada instancia para
as heuristicas [2] e [[13] respectivamente. Nas quatro ultimas colunas, sdo apresentados o

melhor resultado, a média dos resultados para as dez execucdes, 0 GAP (calculado pela

formula W) e o tempo (em segundos) da heuristica EILS.

Instancia Otimo Furmanzyck e Kubale [13] Tabu-LF2 [2] ILSE

UB GAP Time(s) | UB GAP Time(s) | Melhor  Média GAP Time(s)
miles750 31 32 3,23% 0 35 12,90% 3 31 31,2 0,65% 5
miles1000 42 43 2,38% 0 48 14,29% 3 42 42,3 0,71% 5
miles1500 73 73 0,00% 0 73 0,00% 3 73 73 0,00% 5
zeroin.i.1 49 65  32,65% 0 49 0,00% 4 55 63  28,57% 5
zeroin.i.2 36 58 6L,11% 0 84  133,33% 5 58 58  61,11% 5
zeroin.i.3 36 58 oL11% 0 81  125,00% 5 58 58 61,11% 5
Queen6_6 7 10 42,86% 0 7 0,00% 0 7 7 0,00% 5
Queen7_7 7 12 71,43% 0 8 14,29% 0 7 7,9 12,86% 5
queen8_8 9 14 55,56% 0 10 11,11% 2 10 10,3 14,44% 5
myciel3 4 4 0,00% 0 4 0,00% 0 4 4 0,00% 5
myciel4 5 5 0,00% 0 5 0,00% 0 5 5 0,00% 5
jean 10 10 0,00% 0 10 0,00% 0 10 10 0,00% 5
anna 11 11 0,00% 0 12 9,09% 1 11 11 0,00% 5
david 30 30 0,00% 0 30 0,00% 2 30 30 0,00% 5
games120 9 9 0,00% 0 9 0,00% 0 9 9 0,00% 5
K5,2 3 3 0,00% 0 3 0,00% 0 3 3 0,00% 5
K7,2 6 6 0,00% 0 6 0,00% 0 6 6 0,00% 5
K73 3 4 3333% 0 5 66,67% 1 4 4 3333% 5
K9,4 3 5  66,67% 0 3 0,00% 0 5 5  66,67% 5
1-FullIns-3 4 4 0,00% 0 6 50,00% 0 4 4 0,00% 5
2-Fulllns-3 5 5 0,00% 0 8 60,00% 0 5 5 0,00% 5
3-Fulllns-3 6 7  16,67% 0 9 50,00% 1 6 6,6 10,00% 5
4-Fulllns-3 7 7 0,00% 0 11 57,14% 0 7 7,3 4,29% 5
5-Fulllns-3 8 8 0,00% 0 13 62,50% 2 8 8,1 1,25% 5
Média 18,62% 27,76% 12,29%

Tabela 1. Benchmark de instancias utilizadas e seus respectivos valores 6timos para o ECP. Nas
colunas seguintes sdo apresentados o valor encontrado, o GAP de otimalidade (em porcentagem)
e o tempo gasto (em s) pelas heuristicas [2] e [13] e o melhor valor encontrado, a média, o GAP de
otimalidade (em porcentagem) e o tempo gasto pela heuristica EILS.

Dos algoritmos analisados, o EILS apresentou o melhor GAP médio entre os trés
algoritmos. Desconsiderando as instancias nas quais os trés algoritmos atingiram o valor
6timo, o EILS é melhor em onze instancias, o algoritmo de [[13] obteve melhores resulta-
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dos em seis instancias e o algoritmo de [2] obteve o melhor resultado em trés instancias.
Desta forma, na média, o algoritmo EILS apresentou um resultado médio melhor que as
outras heuristicas implementadas na literatura.

5. Conclusao

Neste artigo foi proposta uma nova heuristica para o problema de Coloragdo equilibrada
de vértices (ECP). Tal heuristica foi comparada com as melhores heuristicas apresentadas
pela literatura. Os resultados mostram que o EILS obteve resultados melhores ou iguais
na grande maioria das instancias apresentadas.

Para trabalhos futuros sdo sugeridos a utilizacdo da meta heuristica BRKGA para
o problema de coloragdo de grafos equilibrada.
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