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RESUMO
Este trabalho propõe um modelo bi-objetivo para o problema da Árvore Geradora Mı́nima

com Restrição de Saltos. Neste problema, o primeiro objetivo visa minimizar o peso da árvore ge-
radora, enquanto o segundo objetivo minimiza o número de vértices no caminho entre um nó raiz da
árvore e os demais vértices desta mesma árvore. Nós propomos um modelo bi-objetivo baseado nas
restrições de eliminação de subciclos de Miller-Tucker Zemlim e o resolvemos utilizando um algo-
ritmo de ϵ-constraints aumentado. Experimentos computacionais, realizados em instâncias clássicas
da literatura para a versão mono-objetivo deste problema, demonstram os limites do método pro-
posto.

PALAVRAS CHAVE. Otimização multi-objetivo, Árvore Geradora Mı́nima com Restrição
de Saltos, ϵ-constraints aumentado

Otimização combinatória, Programação matemática

ABSTRACT
This work proposes a bi-objective model for the Hop-Constrained Minimum Spanning

Tree problem. In this problem, the first objective is to minimize the weight of the spanning tree,
while the second objective constrains the number of vertices in the path between a root vertex of
the tree and the remaining vertices of this same tree. We propose a bi-objective model based on
the Miller-Tucker-Zemlin subtour elimination constraints and solve it by employing an Augmented
ϵ-constraints algorithm. Computational experiments, performed on classical literature instances for
the mono-objective variant of this problem, exhibit the limits of the proposed method.

KEYWORDS. Multi-objective optimization, Hop-Constrained Minimum Spanning Tree, Aug-
mented ϵ-constraint

Combinatorial optimization, mathematical programming



1. Introdução
Seja G = (N,E) um grafo conectado, onde N e E são, respectivamente, o conjunto de

vértices e arestas. Além disso, toda aresta e ∈ E é associada com um peso we > 0. Uma árvore
geradora é um subgrafo de G, conectado, que alcança todos os vértices em N e não possui ciclos.
O problema da Árvore Geradora Mı́nima (AGM) consiste em computar a árvore geradora de G
cujo somatório dos pesos de suas arestas é o mı́nimo possı́vel. Este problema aparece de forma
natural nas áreas de redes de comunicação, no desenho de circuitos e transportes, dentre outras,
sendo utilizado quando deve-se encontrar uma estrutura de custo mı́nimo que conecta três ou mais
pontos de interesse dispersos fisicamente. A AGM pode ser resolvida de forma eficiente utilizando
algoritmos polinomiais, tais como o Algoritmo de Kruskal ou o Algoritmo de Prim [Cormen et al.,
2009].

Problemas de árvores geradoras mı́nimas restritos são variantes de AGM que possuem, ao
menos, uma caracterı́stica adicional. Estes problemas são usualmente NP-Difı́ceis, tais como o Pro-
blema da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição de Ângulo [Aschner e Katz, 2017], o Problema
da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição em Delay [Salama et al., 1997], o problema da Árvore
Geradora Mı́nima com Restrição em Grau [de Almeida et al., 2012], o problema da Árvore Gera-
dora Mı́nima com Restrição de Saltos [Gouveia, 1995] e o problema da Árvore Geradora Mı́nima
com Restrição de Folhas [Deo e Micikevicius, 1999]. Devido a sua estrutura complexa, estes pro-
blemas são resolvidos, de forma exata, utilizando métodos sofisticados baseados em programação
por restrições [Noronha et al., 2010], métodos de plano de corte [Martinez e Da Cunha, 2014] e
geração de colunas [Gouveia et al., 2008], dentre outros.

Este trabalho estuda o problema da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição de Saltos
(AGM-RS). Este problema foi proposto e demonstrado ser NP-Completo por Gouveia [Gouveia,
1995]. Existem diversas formulações por Programação Linear Inteira para este problema. Estas
são baseadas nas restrições de eliminação de subciclo de Miller-Tucker-Zemlim [Gouveia, 1995;
Akgün e Tansel, 2011; Akgün, 2011], restrições multi-fluxo [Gouveia, 1996] e uma formulação
cut-set derivada do politopo do problema da Árvore de Steiner [Gouveia et al., 2011b]. Além disso,
heurı́sticas [Fernandes et al., 2007; Gouveia et al., 2011a], um algoritmo de pré-processamento [Gou-
veia, 1995] e limites duais [Gouveia, 1996, 1998; Gouveia e Requejo, 2001] também foram propos-
tos para o AGM-RS.

Apesar do volume de trabalhos na literatura relacionados a este problema, até onde sabe-
mos, sua variante bi-objetivo nunca foi estudada. Desta forma, o objetivo deste trabalho é apresen-
tar uma modelagem bi-objetivo para o AGM-RS onde o primeiro objetivo visa minimizar o peso
da árvore geradora, enquanto o segundo objetivo restrige o número de vértices no caminho entre
um nó raiz da árvore e seus demais vértices. Esta modelagem permite apresentar um maior con-
junto de soluções a um tomador de decisão quando este utilizar o AGM-RS para resolver algum
problema prático relevante a sua realidade. Desta forma, sua decisão pode levar em consideração o
compromisso entre ambos os objetivos do problema.

Outros trabalhos na literatura já trataram problemas de árvore geradora mı́nima com
dois ou mais objetivos. O mais simples deles é o problema da Árvore Geradora Mı́nima Bi-
Objetivo [Corley, 1985] onde cada aresta da árvore é associada a duas classes de pesos. Além
deste, também podemos citar o problema bi-objetivo da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição de
Diâmetro [Ho et al., 1991], o problema bi-objetivo da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição de
Grau [Knowles e Corne, 2001] e o problema bi-objetivo da Árvore Geradora Mı́nima Restrita em
Erro de Calibração [Carvalho e Ribeiro, 2019].

Este trabalho modela o AGM-RS bi-objetivo utilizando uma formulação por Programação



Linear Inteira baseada nas restrições de eliminação de subciclos de Miller-Tucker-Zemlim. Este mo-
delo, então, é resolvido utilizando um método ϵ-constraints aumentado [Mavrotas, 2009; Carvalho
e Ribeiro, 2020].

O restante deste trabalho é organizado como se segue. Inicialmente, a Seção 2 apresenta
os principais conceitos relacionados a otimização multi-objetivo. Então, a Seção 3 propõe o modelo
bi-objetivo para o AMG-RS baseado em uma formulação com as restrições de eliminação de subci-
clo de Miller-Tucker-Zemlim para a versão mono-objetivo deste problema [Gouveia, 1995]. Logo
após, a Seção 4 propõe um algoritmo de ϵ-constraints aumentado para a resolução do modelo de-
senvolvido na seção anterior. Este algoritmo é avaliado computacionalmente na Seção 5 utilizando
um conjunto de instâncias da literatura para a versão mono-objetivo do AGM-RS. Por fim, a última
seção apresenta as conclusões e trabalhos futuros.

2. Conceitos de otimização multi-objetivo
Um problema de otimização multi-objetivo pode ser formulado, de forma geral, pelo con-

junto de funções objetivos descritas em (1) e pelas restrições em (2). Sem perda de generali-
dade, assume-se que todas as funções objetivos descritas são de minimização. Neste problema, a
Equação (1) representa um conjunto de m funções objetivos e as Desigualdades (2) representam
as restrições do problema, as quais geram um politopo P . Além disso, Φ representa o conjunto de
soluções viáveis em P e ϕ ∈ Φ denota uma solução viável.

min
ϕ∈Φ

[f1(ϕ), f2(ϕ), . . . , fm(ϕ)]T (1)

s.t.

qj(ϕ) ⩽ 0, j = 1, . . . , J (2)

Definição 1 (Conceito de dominância): Uma solução ϕ1 ∈ Φ domina outra solução ϕ2 ∈ Φ se e
somente se f i(ϕ1) ⩽ f i(ϕ2) para todas as funções objetivo

{
f1, f2, . . . , fm

}
e f i(ϕ1) < f i(ϕ2)

para, ao menos, uma das funções objetivo [Deb, 2014].

Definição 2 (Não-dominância): Uma solução ϕ′ ∈ Φ é dita ser não-dominada se e somente se
não existe uma solução ϕ ∈ Φ tal que ϕ domina ϕ′ [Deb, 2014].

Seja g : Rn → Rm uma função que mapeia as soluções em Φ no espaço m-dimensional
de imagens de soluções Ψ tal que Ψ = {ψ ∈ Rm : ψ = g(ϕ), ϕ ∈ Φ}. A i-ésima posição do vetor
ψ corresponde ao valor da função objetivo f i para a solução ϕ, i. e., ψi = f i(ϕ).

Definição 3 (Otimalidade de pareto): Um ponto ψ∗ ∈ Ψ é dito ser Pareto-ótimo se e somente se
não existem pontos ψ ∈ Ψ tal que ψi ⩽ ψ∗

i , para i ∈ {1, . . . ,m}, e que ψi < ψ∗
i para ao menos

um i ∈ {1, . . . ,m} [Deb, 2014].

Definição 4 (Fronteira de pareto): Uma fronteira de pareto é o conjunto de todos os pontos pareto-
ótimos [Deb, 2014].

Uma solução ótima para um problema multi-objetivo é denotada como um vetor F con-
tendo todos os pontos pareto-ótimos, i. e., a fronteira de pareto do problema.



3. Um modelo bi-objectivo para o AGM-RS
Seja G = (N,E) um grafo conectado como definido na Seção 1. Além disso, seja r ∈ N

um nó raiz da árvore e p > 1 o número máximo de saltos (arestas) permitido pelo problema. O
AGM-RS consiste em encontrar uma árvore geradora de G de peso mı́nimo e que o caminho entre
r e qualquer outro vértice do grafo tenha, no máximo, p saltos.

Uma formulação por Programação Linear Inteira para o AGM-RS é definido em um di-
grafo simétricoG′ = (N,A). O conjunto de arcosA deste digrafo é obtido bi-direcionando as ares-
tas em E do grafo original. Além disso, os pesos dos arcos também são simétricos, i. e., wij = wji

para todo (i, j) ∈ A. Desta forma, uma solução para o AGM-RS é uma arborescência geradora de
G′.

Nossa formulação utiliza variáveis de decisão binárias {xij ∈ B : (i, j) ∈ A } que defi-
nem a topologia da arborescência, tal que xij = 1 se o arco xij pertence a arborescência e xij = 0
caso contrário. Além disso, variáveis não-negativas {ui ∈ N : i ∈ N } são usadas como rótulos
para os vértices.

Com base nas definições acima, a função objetivo da formulação do AGM-RS é definida
como

y∗1 = min

 ∑
(i,j)∈A

wijxij : (x, u) ∈ P1 ∩
(
B|A| × N|N |

) , (3)

onde o conjunto P1 define a região poliedral construı́da pelas restrições em (4)–(8).∑
(i,j)∈A

xij = 1, ∀ j ∈ N \ { r } (4)

ui − uj + |N |xij ⩽ |N | − 1, ∀ (i, j) ∈ A, j ∈ N \ { r } (5)

ur = 0, (6)

ui ⩽ p, ∀ i ∈ N \ { r } (7)

ui ⩾ 1, ∀ i ∈ N \ { r } (8)

Neste modelo, a função objetivo definida pela Equação (3) minimiza o peso total da arbo-
rescência. As desigualdades em (4)–(8) garantem que a solução seja acı́clica, sendo que as restrições
em (4) definem que o grau de entrada de todos os vértices (com excessão do vértice raiz r) deve ser
exatamente um. As desigualdades em (5)–(8) são as clássicas restrições de eliminação de subciclo
de Miller-Tucker-Zemlim e definem rótulos para os vértices do grafo. Esta definição de rótulos é
realizada de tal forma que todo arco incluı́do na arborescência tem origem de um vértice de menor
rótulo e destino em um vértice de maior rótulo. Portanto, elas garantem que o caminho entre r e os
outros vértices do grafo siga através de vértices com valores de rótulos estritamente monotônicos,
assim inibindo a formação de subciclos. Além disso, estas desigualdades, em conjunto com as
restrições em (4), garantem a conectividade da solução. A equação (6) define o rótulo zero para
o nó raiz enquanto as desigualdades em (7) e (8) definem, respectivamente, os limites superior e
inferior para os valores de rótulos dos outros vértices do grafo.

É possı́vel desenvolver uma formulação bi-objetivo para o AGM-RS ao construir uma
segunda função objetivo que minimiza o máximo número de saltos. Esta formulação é não-linear e
é representada como

y∗2 = minmax
i∈N

{
ui : (x, u) ∈ P2 ∩

(
B|A| × N|N |

)}
, (9)



onde P2 representa a região poliedral dada pelas restrições em (4)–(6) e (8).
Pode-se linearizar a função objetivo acima ao tratarmos p como uma variável { p ∈ N }.

Desta forma, podemos reescreve-la como

y∗2 = min
{
p : (x, u, p) ∈ P1 ∩

(
B|A| × N|N |+1

)}
. (10)

O problema bi-objetivo da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição de Saltos (BAGM-RS) consiste
em otimizar ambas as funções objetivos (3) e (10). Pode-se observar que estes objetivos são con-
flitantes: quanto menor o valor de p, menor é o espaço de busca para definir caminhos entre r e os
outros vértices do digrafo. Por consequência, menor é a liberdade para escolhermos as arestas que
minimizam o custo da arborescência de G′.

4. O método de ϵ-constraints aumentado para o BAGM-RS
O método do ϵ-constraints (ϵ-CM ) é baseado na estratégia de enumeração de ϵ-constraint

[Haimes et al., 1971]. Esta abordagem otimiza um dos objetivos do problema enquanto restringe
o valor dos objetivos adicionais, assim transformando as demais funções objetivo em restrições.
O ϵ-CM é capaz de computar a fronteira de pareto mesmo para problemas de otimização não-
convexos [Marler e Arora, 2004; Chankong e Haimes, 2008]. Este algoritmo foi aplicado com
sucesso na resolução de diversos problemas de otimização multi-objetivo, como problemas de trans-
portes [Coco et al., 2020], problemas de mochila [Rong e Figueira, 2014], problemas de agenda-
mento [Binder et al., 2017], e problemas bi-objetivo em árvores geradoras mı́nimas [Carvalho e Ri-
beiro, 2020]. O trabalho de Marler e Arora [2004] apresenta uma antiga revisão sobre as aplicações
deste algoritmo na literatura.

Dado o problema genérico de otimização bi-objetivo definido na Seção 2, o ϵ-CM itera-
tivamente resolve o problema de otimização (11).

min f1(ϕ)
s.t.

f2(ϕ) ⩽ ϵ1
f3(ϕ) ⩽ ϵ2

...
fm(ϕ) ⩽ ϵm−1

ϕ ∈ Φ

(11)

Teorema 1 Uma solução ótima para (11) é também uma solução não-dominada para o problema (1)–
(2) para um vetor especı́fico ε = { ϵ1, ϵ2, . . . , ϵm−1 } [Wendell e Lee, 1977; Corley, 1980].

Colorário 2 Um valor ótimo para (11) é um ponto pareto-ótimo para o problema (1)–(2) para um
vetor especı́fico ε = {ϵ1, ϵ2, . . . , ϵm−1} [Wendell e Lee, 1977; Corley, 1980].

Colorário 3 O ϵ-CM é capaz de gerar a fronteira de pareto completa de um problema de otimização
multi-objetivo (Chankong e Haimes [2008], página 276).

É possı́vel computar a fronteira de pareto de um problema de otimização multi-objetivo
ao alterarmos os valores do lado direito da equação do problema (11), i. e., ao variar os valores do
vetor ε.



Mavrotas [2009] propôs uma estratégia para computar somente os pontos pareto-ótimo
utilizando o ϵ-CM , desta forma, acelerando a convergência do método ao evitar iterações redun-
dantes. Este novo método, denotado de ϵ-constraints aumentado (aumϵ-CM ), baseia-se em dois
aspectos: (i) transformar a restrição associada a cada função objetivo em uma igualdade incorpo-
rando variáveis de folga; e (ii) usar estas variáveis de folga como um segundo termo na função
objetivo do problema com um peso muito pequeno. Desta forma, é possı́vel reescrever (11) como o
problema (12), onde eps é uma constante pequena no intervalo [10−6, 10−3].

min f1(ϕ)− eps · (s1 + s2 + . . .+ sm−1)
s.t.

f2(ϕ) + s1 = ϵ1
f3(ϕ) + s2 = ϵ2

...
fm(ϕ) + sm−1 = ϵm−1

ϕ ∈ Φ
si ∈ R⩾0 ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}

(12)

4.1. Utilização do aumϵ-CM para a resolução do BAGM-RS
O aumϵ-CM proposto para o BAGM-RS restringe o peso da árvore enquanto otimiza

diretamente o número de saltos p. Pode-se reescrever a função objetivo descrita pela equação (10),
que minimiza o máximo número de saltos, como

y∗2 = min
{
p− eps · s : (x, u, p, s, ϵ) ∈ P3 ∩

(
B|A| × N|N |+1 × R2

)}
, (13)

onde P3 representa a região poliedral dado por P2 ∩ (14).∑
(i,j)∈A

wijxij + s = ϵ (14)

O algoritmo aumϵ-CM para o BAGM-RS consiste em resolver, de forma iterativa, o
problema de otimização 13 variando o valor de ϵ. Sejam Z1 e Z2 as funções objetivo denotadas
pelas equações 3 e 13 respectivamente. Adicionalmente, seja Φ o conjunto de soluções viáveis
contidas em P3 e seja ϕ ∈ Φ uma solução viável. É possı́vel representar Z1(ϕ) e Z2(ϕ) como,
respectivamente, os valores das funções objetivo Z1 e Z2 para uma solução ϕ. O algoritmo 1
apresenta o pseudo-código para o método aumϵ-CM proposto. Ele recebe duas entradas: (i) as
funções objetivo do problema; e (ii) o politopo correspondente. O algoritmo retorna a fronteira de
pareto F de uma dada instância. Primeiro, ele inicializa a fronteira de pareto como um conjunto
vazio (line 1). Então, ele restringe s = 0 e resolve o problema resultante (linhas 2–3) para obter um
valor inicial para ϵ (linha 4). Em sequência, remove-se a restrição do valor de s (linha 5). O laço
das linhas 6–9 é executado até que uma solução inviável seja encontrada. Cada iteração deste laço
resolve o problema utilizando o valor corrente de ϵ (linha 7), persiste o ponto de pareto resultante
(linha 8) e atualiza o valor de ϵ (linha 9). Finalmente, a última linha retorna a fronteira de pareto F .

5. Experimentos computacionais
Os experimentos computacionais foram realizados em um único núcleo de um proces-

sador Intel Xeon CPU E5-2630 v4 com clock de 2.2GHz e 64 GB de RAM, rodando o sistema
operacional Linux 16.04. O algoritmo aumϵ-CM foi implementado utilizando C++14 e compi-
lado com o GNU g++ 8.2. O modelo de programação linear inteira utilizado pelo aumϵ-CM



Algoritmo 1: O algoritmo aumϵ-CM para o BAGM-RS

entrada: Z1, Z2 // the problem’s objective functions
entrada: P3 // the problem’s polytope
saı́da : F // the Pareto-front

1 F ← ∅
2 s ∈ {0}
3 ϕ← argminZ1

4 ϵ← Z2(ϕ)− 1
5 s ∈ R⩾0

6 while viável (Z1) do
7 ϕ← argminZ1

8 F ← F ∪
(
Z1(ϕ), Z2(ϕ)

)
9 ϵ← Z2(ϕ)− 1

10 return F

foi resolvido utilizando o IBM/ILOG CPLEX1 versão 12.10 utilizando os parâmetros padrão. Além
disso, nós limitamos o tempo de execução do nosso algoritmo para 36 000 segundos (10 horas).

Este estudo avaliou dois conjuntos de instâncias de teste, respectivamente nomeadas de
TC e TE. Ambos os conjuntos de instâncias foram utilizadas previamente em experimentos compu-
tacionais para o AGM-RS [Gouveia et al., 2008]. Em ambos os conjuntos de instâncias, os vértices
foram posicionados em um plano cartesiano de tamanho 40× 40 usando uma distribuição discreta
uniforme U(1, 40) para gerar suas coordenadas. Foi construı́do um digrafo completo, sendo que o
peso dos arcos foram computados utilizando a distância Euclidiana entre os vértices. As instâncias
diferem entre si unicamente pela localização do vértice raiz: no conjunto TC, este está posicionado
no centro do plano, i. e., nas coordenadas (20, 20). Já nas instâncias do conjunto TE o vértice raiz
está localizado no canto do plano, i. e., nas coordenadas (0, 0).

Os experimentos computacionais avaliaram instâncias com |N | ∈ { 10, 11, . . . , 25 }. Para
cada conjunto (TC e TE) e para cada valor de |N |, um total de 10 diferentes instâncias foram
geradas utilizando diferentes sementes para o gerador de números pseudo-aleatórios. Desta forma,
avaliamos um total de 320 instâncias, sendo 160 do conjunto TC e 160 do conjunto TE.

6. Resultados experimentais
A Tabela 1 exibe os resultados dos experimentos computacionais realizados. A primeira

coluna mostra o conjunto de instâncias avaliado, enquanto a segunda coluna denota o número de
nós das instâncias em cada subconjunto, i. e., o valor de |N |. A terceira, quarta e quinta colunas
mostram os resultados do aumϵ-CM : a terceira coluna exibe o número de instâncias com soluções
ótimas dentro do tempo limite de 36000 segundos, enquanto a quarta coluna mostra o valor médio
e o desvio padrão dos tamanhos das fronteiras de pareto F encontradas e a quinta coluna exibe o
tempo médio e o desvio padrão do tempo de execução do aumϵ-CM para cada subconjunto de
instâncias. Vale a pena relembrar que cada linha sumariza os resultados para 10 instâncias geradas
utilizando diferentes sementes para o gerador de números pseudo-aleatórios.

Sobre o conjunto TC, pode-se observar que todas as instâncias com |N | ⩽ 19 foram
resolvidas na otimalidade. Entretanto, somente uma instância com |N | ⩽ 24 foi capaz de ser

1https://www.ibm.com/products/ilog-cplex-optimization-studio



Tabela 1: Resultados do aumϵ-CM para o BAGM-RS

Conjunto |N | Ótimo |F| Tempo (s)

TC

10 10 5.5± 0.7 0.2± 0.1
11 10 5.8± 1.0 0.4± 0.3
12 10 6.9± 0.7 1.3± 1.6
13 10 7.0± 1.3 3.1± 4.0
14 10 8.5± 2.0 8.5± 6.7
15 10 8.7± 1.2 17.3± 10.9
16 10 9.2± 1.0 32.7± 44.2
17 10 10.0± 1.0 86.5± 76.1
18 10 10.2± 1.0 522.5± 594.8
19 10 11.0± 1.0 436.7± 703.4
20 9 11.3± 1.3 6643.8± 12 423.7
21 8 11.2± 1.7 11 526.5± 14 035.5
22 5 7.7± 4.1 24 284.3± 14 775.5
23 4 7.6± 4.1 30 198.6± 9897.5
24 0 3.7± 0.8 36 000.0
25 1 4.9± 3.2 32 892.2± 9827.8

TE

10 10 9.0± 0.7 17.3± 46.8
11 10 10.0 44.3± 121.3
12 10 11.0± 0.7 25.1± 41.1
13 10 12.1± 0.3 105.1± 203.8
14 9 12.7± 2.6 3682.4± 11 355.5
15 10 14.1± 0.3 646.9± 588.7
16 9 14.7± 1.0 5674.1± 10 778.6
17 7 14.8± 1.5 14 505.7± 16 637.6
18 5 13.2± 0.8 25 914.2± 14 423.6
19 3 11.0± 2.3 30 571.2± 11 202.4
20 2 10.9± 2.0 30 147.4± 12 339.2
21 1 10.4± 2.7 33 961.6± 6445.9
22 0 7.7± 4.1 36 000.0
23 0 7.6± 4.1 36 000.0
24 0 3.7± 0.8 36 000.0
25 0 4.9± 3.2 36 000.0

resolvida pelo método proposto. No total, o aumϵ-CM resolveu 127 das 160 instâncias propostas
no conjunto TC.

Os experimentos computacionais também demonstaram que o conjunto de instâncias TE
é mais difı́cil de ser resolvido do que o conjunto TC. Pode-se observar na Tabela 1 que já existe uma
instância com |N | = 14 sem solução ótima, sendo que foram encontradas as soluções ótimas de
somente 86 das 160 instâncias avaliadas. Além disso, o tempo médio de execução para as instâncias
do conjunto TE foi estritamente superior aos tempos de execução das instâncias do conjunto TC
quando comparados os mesmos valores de |N |. Além disso, no geral, o tamanho |F| das fronteiras
de Pareto encontradas nas instâncias do conjunto TE também foram maiores, na média, do que



aqueles para o conjunto TC.

7. Conclusões
Este trabalho estudou o problema da Árvore Geradora Mı́nima com Restrição de Saltos

(AGM-RS) como um problema bi-objetivo. O primeiro objetivo minimiza o custo total da árvore
enquanto o segundo minimiza o número de saltos permitidos de um vértice raiz da árvore r até
seus demais vértices. O problema foi modelado utilizando as clássicas restrições de eliminação de
subciclo de Miller-Tucker-Zemlim e o modelo resultante foi utilizado dentro de um algoritmo de
ϵ-constraints aumentado (aumϵ-CM ). Experimentos computacionais avaliaram a performance do
algoritmo proposto em dois conjuntos de instâncias clássicos da literatura.

Os resultados iniciais aqui expostos servem para motivar o estudo da variante bi-objetivo
do AGM-RS. Foi demonstrado que o algoritmo proposto é capaz de resolver instâncias pequenas,
com 20 ou menos vértices, em um intervalo de 10 horas. Desta forma, espera-se que trabalhos
futuros neste tema melhorem a formulação proposta, utilizando métodos mais elaborados baseado
em restrições multi-fluxo [Gouveia, 1996] e na formulação cut-set derivado do politopo do problema
da Árvore de Steiner [Gouveia et al., 2011b].

Além disso, trabalhos futuros sobre este problema também podem avaliar uma diferente
implementação do algoritmo aumϵ-CM , de acordo com o trabalho de Carvalho e Ribeiro [2020].
Neste, foi demonstrado que é possı́vel obter melhores resultados ao se otimizar o custo da árvore
enquanto mantêm-se o objetivo adicional do problema.
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