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1 Introduction
Considérons une inégalité polynomiale matricielle d’ordre 2 donnée par :

P(τ) = τ 2Φ2 + τΦ1 + Φ0 < 0, (1)

où Φi ∈ Rn×n (i = 0, 1, 2) et τ ∈ [
¯
τ, τ̄ ] est une quantité réelle bornée. De telles contraintes

quadratiques jouent un rôle important dans la théorie du contrôle. Elles sont souvent considé-
rées pour relâcher des conditions de stabilité, notamment dans le cadre des systèmes à retards
variables [5, 7, 4]. Ainsi, de nombreux travaux sont menés pour réduire le conservatisme des
conditions sous forme d’Inégalités Linéaires Matricielles (LMIs) satisfaisant (1). À cette fin,
deux approches sont généralement considérées. La première, basée sur des considérations géo-
métriques [5], utilise les propriétés de convexité ou de concavité du polynôme scalaire formé
par ξT P(τ)ξ, ∀ξ ∈ Ω ⊆Rn. Cependant, ces approches ne sont que suffisantes, et restent donc
conservatives. Afin de relâcher davantage ces conditions, des travaux récents proposent le par-
titionnement de l’intervalle de définition [

¯
τ, τ̄ ] du paramètre τ en N sous-intervalles [1, 4, 6],

conduisant ainsi à des conditions Asymptotiquement Nécessaires et Suffisantes (ANS) à mesure
que N peut être augmenté. Une autre approche, introduite dans [2, 8], conduit à des conditions
LMIs nécessaires et suffisantes satisfaisant (1). Néanmoins, ces dernières requièrent l’ajout de
variables de relaxation supplémentaires qui, dans certains cas, sont susceptibles d’augmenter
considérablement le coût de calcul, et donc d’impacter le succès de leur résolution numérique à
l’aide des algorithmes d’optimisation convexe. L’objectif de notre étude est de proposer de nou-
velles conditions ANS satisfaisant (1), qui convergent plus rapidement vers la solution optimale
que les approches géométriques mentionnées ci-dessus (i.e. plus relâchées avec une complexité
moindre) et ne requérant aucunes variables de décision supplémentaires. Ces nouvelles condi-
tions ANS, présentées dans la section suivante, sont basées sur la réécriture du polynôme P (τ)
sous la forme d’un polynôme homogène, ainsi que sur le partitionnement de l’intervalle [

¯
τ, τ̄ ].

L’efficacité de cette nouvelle approche est comparée aux résultats antérieurs dans la section 3,
au travers d’un exemple classique de synthèse quadratique d’une loi de commande robuste pour
un système Linéaire à Paramètre Variant (LPV) inspiré de [3]. D’autres résultats et exemples,
omis ici pour des raisons de place, seront présentés lors de l’exposé.



2 Résultat principal
Le théorème suivant fourni des conditions LMIs ANS pour (1), basées sur la réécriture sous

forme de polynôme homogène et le partitionnement de l’intervalle [
¯
τ, τ̄ ].

Théorème 1 ∀τ ∈ [
¯
τ, τ̄ ] et pour un entier N donné, l’inégalité polynomiale matricielle (1) est

satisfaite si les inégalités matricielles (2) sont satisfaites ∀i∈{1, . . . , N}.

i) P(
¯
τ)<0, ii) P(τ̄i)<0, iii) 2P(

¯
τi)+T (

¯
τi, τ̄i)<0, iv) 2P(τ̄i)+T (

¯
τi, τ̄i)<0, (2)

où T (
¯
τi, τ̄i) = 2

¯
τiτ̄iΦ2 + (τ̄i +

¯
τi)Φ1 + 2Φ0 avec

¯
τi =

¯
τ + (i−1)(τ̄−

¯
τ)

N et τ̄i =
¯
τ + i(τ̄−

¯
τ)

N .

Preuve : Pour un N ∈N∗ donné, on considère le partitionnement [
¯
τ, τ̄ ] =

⋃N
i=1[

¯
τi, τ̄i] avec

¯
τi et

τ̄i définis ci-dessus. ∀i∈{1, . . . , N} et ∀τ ∈ [
¯
τi, τ̄i], on pose α1i = τ−

¯
τi

τ̄i−¯
τi

∈ [0, 1] et α2i = τ̄i−τ
τ̄i−¯

τi
∈

[0, 1], on peut alors écrire τ = α1iτ̄i + α2i¯
τi. Dans ce cas, ∀τ ∈ [

¯
τi, τ̄i], l’inégalité (1) devient :

(α1iτ̄i + α2i¯
τ)2Φ2 + (α1iτ̄i + α2i¯

τi)Φ1 + Φ0 < 0 (3)

Puisque α1i+α2i =1, l’inégalité (3) peut être réécrite sous la forme (polynôme homogène) :

α2
1iP(τ̄i) + α1iα2iT (

¯
τi, τ̄i) + α2

2iP(
¯
τi) < 0 (4)

Notons que si les LMIs i) et ii) dans (2) sont satisfaites, alors (4) est satisfaite si T(
¯
τi,τ̄i)<0.

A contrario, si T(
¯
τi,τ̄i)≥0, sachant que α1iα2i ≤ 1

2(α2
1i+α2

2i), l’inégalité (4) est satisfaite si :

α2
1i

(
P(τ̄i) + 1

2T (
¯
τi, τ̄i)

)
+ α2

2i

(
P(

¯
τi) + 1

2T (
¯
τi, τ̄i)

)
< 0, (5)

c’est-à-dire si les LMIs iii) et iv) dans (2) le sont. □

3 Exemple numérique
Considérons un système LPV en temps discret, inspiré de [3] et décrit par :

x(k+1) =
∑2

i=1
ρi(k)(Aix(k) + Biu(k)), avec Ai =

[ 1 (−1)iβ
−1 −0.5

]
et Bi =

[5+(−1)i−1β
2β

]
(6)

où x(k) ∈R2 est le vecteur d’état, u(k) ∈R le signal de commande et k ∈N le temps discret,
ρ1(k) ≥ 0, ρ2(k) ≥ 0 sont des paramètres variables (supposés accessibles pour la commande)
satisfaisant ρ1(k)+ρ2(k)=1 et où β ≥ 0 est un paramètre scalaire dédié à tester la faisabilité
des conditions LMIs. Afin de stabiliser (6), on propose de réaliser la synthèse d’une loi de
commande donnée par :

u(k) =
∑2

j=1
ρj(k)FjP

−1x(k) (7)

où Fj ∈R1×2 et P ∈R2×2 sont des matrices de gains. En considérant une fonction quadratique
candidate de Lyapunov V (x(k)) = xT (k)P −1x(k), la synthèse de la loi de commande (7) peut
être réalisée si ∃P = P T > 0 et Fi (i = 1, 2), solution de la LMI paramétrée suivante [3] :

∑2

i=1

∑2

j=1
ρi(k)ρj(k)Γij < 0, avec Γij =

[
−P −PAT

i − F T
j BT

i

⋆ −P

]
(8)

Notons que, dans la littérature, des conditions LMIs suffisantes existent pour résoudre (8).
Ainsi, en appliquant les conditions proposées dans [9] et sur la base de l’inégalité (8), il est pos-
sible de synthétiser une loi de commande (7) stabilisant (6) pour un domaine de faisabilité des
conditions LMIs donné par β ∈ [0, 1.71]. Néanmoins, puisque ces conditions ne sont que suffi-
santes, il est certainement possible d’augmenter la valeur maximale de l’intervalle de faisabilité
du paramètre β. En effet, puisque ρ2(k)=1−ρ1(k), l’inégalité (8) peut être réécrite sous la forme
d’une inégalité polynomiale matricielle (1), où τ =ρ1(k)∈ [0, 1], avec Φ2 =Γ11+Γ22−Γ12−Γ21,



Φ1 = Γ12 +Γ21 −2Γ22 et Φ0 = Γ22. Dès lors, les conditions du Théorèmes 1 s’appliquent pour
l’obtention d’une solution ANS à mesure que N augmente. Les résultats obtenus sont présentés
dans le Tableau 1. On constate que le Théorème 1 admet toujours le plus grand intervalle de
faisabilité des LMIs en comparaison des conditions proposées dans [1, 4, 6], ce qui illustre la ré-
duction du conservatisme apportée. De plus, notons que pour cet exemple de faible complexité
numérique, il est possible d’obtenir la valeur optimal β̄ = 1.765 via l’application des conditions
proposées dans [8] (ce qui pourrait ne pas être le cas pour un problème de plus grande com-
plexité du fait de l’ajout de variables de décision supplémentaires). On constate donc que les
conditions du Théorème 1 convergent asymptotiquement vers cette valeur optimal (avec une
précision de 10−3) pour N = 8, alors qu’ elle n’est atteinte qu’à partir de N = 13 partitions
pour [4, 6] (Lemme 1) et N = 38 pour [1] (Lemme 2). Ceci illustre l’efficacité du Théorème 1.

Méthode / N 1 2 3 4 . . . 8 . . . 13 . . . 38
[1] (Lemme 1) 1.282 1.360 1.618 1.668 . . . 1.742 . . . 1.757 . . . 1.765
[4, 6] (Lemme 2) 1.360 1.710 1.733 1.742 . . . 1.764 . . . 1.765 . . . 1.765
Théorème 1 1.710 1.742 1.756 1.764 . . . 1.765 . . . 1.765 . . . 1.765

TAB. 1 – Valeurs maximales obtenues (à l’aide du Théorème 1 versus [1, 4, 6]) de l’intervalle
de faisabilité des LMIs (β ∈ [0, β̄]) selon le nombre N de partions considéré.

4 Conclusions et perspectives
De nouvelles conditions LMIs asymptotiquement nécessaires et suffisantes pour les inégalité

matricielles polynomiales (1) ont été proposées, moins conservatives que celles basées sur les
traditionnelles approches géométriques. L’exemple de la synthèse quadratique d’une loi de
commande robuste pour un système LPV, sortant du cadre habituel des systèmes à retards
pour lesquels ces inégalités polynomiales sont généralement employées, a permis d’illustrer
l’efficacité les conditions proposées. Ces résultats ouvrent la voie à une généralisation en vue
de traiter des problèmes plus complexe en commande robuste ou pour les systèmes à retards.
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