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Abstract!

Given a parallelizable transverse foliation (M,F) on a compact connected
manifold M and let ¢(M,F) be Lie algebra of F—transverse foliated vector
fields, then there is a one-to-one correspondence between Lie-subalgebras of
£(M,F) and the extensions of (M, F).

1 Introduction

Etant donné un G-feuilletage de Lie F ayant ses feuilles denses sur une variété
compacte M on montre dans ([1],[2]) qu’il y a une corespondance biunivoque
entre les sous- algébres de Lie de G et les extensions de F.

Dans cet article on général ce résultat aux feuilletages transversalement
parallélisable. Pour y arriver on utilise le résultat suivant se trouvant dans
[2] : Etant donné (U,, f,, T, 71_]_)1-6 1 un cocycle feuilleté définisant un feuilletage
(M, F) de dimension p sur une variété M de dimension (p + q) alors (M, F)
admet une extension (M, F’) de dimension p-+mn avec n < ¢ si et seulement s’il
existe sur 7" un feuilletage 7 de dimension n invariant par les Ve, -

On note que F) est le projeté de (M, F') sur T' suivant les feuilles de (M, F)

Ceci dit, notre papier est divisé en quatre parties:

- la deuxiéme partie est consacrée aux rappels sur les feuilletage et sur les
extensions des feuilletages .

- la troisiéme partie est consacrée & une propriété des recouvrements d’ouverts
des variétés compactes connexes

- la quatriéme partie est consacrée au résultat principal
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2 Préréquis

Dans ce paragraphe, nous réformulons dans le sens qui nous est utile certaines
définitions et certains théorémes qui se trouvent dans ([1],[2], [4] ,[5], [8])-

Definition 2.1 Un feuilletage (M, F) de codimension q sur M est la donnée
d’un recouvrement ouvert (U,)ic; de M, de submersion f, : U, — T ou T est
une variété de dimension q et, pour U, NU, # 0, dun difféomorphisme

Y, Lu,nu,)cT— f(UNU,)CT

satisfaisant :

fi(x) = (v

On dit que (U,, f,, T, ’Yij)iej est un cocycle feuilleté.
La variété T est appelée variété transverse du feuilletage (M, F).

o f,)(x) pour tout x € U, NU,.

ij

Le variété transvese T peut étre vu comme une reunion disjointe des ouverts

[ (U,).
Definition 2.2 Le quotient

™
V) =77

est le fibré transverse du feuilletage F
S’il existe existe sur M une métrique on identific Vy (F) et (ToF)" ot

(ng}")L est lorthocomplentaire de T, F

Definition 2.3 Soit X € x(M) ot x(M) est l’algébre de Lie des champs de
vecteurs tangents o la variété M et x (F) lalgébre de Lie des champs de vecteurs
tangents au feuilletage F.

X est dit feuilleté si et seulement si

VY e x(F), [X,Y]ex(F) .

L’ensemble des champs feuilletés est noté L(M,F ), c’est une sous-algébre
de Lie de x(M).

X (F) est un idéal de L(M,F ). On a la suite exacte suivante:
0= X(F) = LM, F) — LM, F)/x(F) = 0.

Le quotient

(M, F) = L(M, F)/x (F)

est appelé l'algébre de Lie des champs transverses au feuilletage F. On remar-
quera que c’est un sous-ensemble de l’ensemble de toutes les sections du fibré
transverse V(F).

Proposition 2.4 [6] Dans tout owvert simple distingué U, un champ de vecteur
X est feuilleté si et seulement s’il est projetable en un champ de vecteurs sur
la variété quotient locale U



Definition 2.5 Soit (U,, f,, T, 'y”_)iej un cocycle feuilleté définissant un feuil-
letage (M, F) sur variété M et dim (T) = q.

On dit que (M, F) est transversalement parallisable si et seulement s’il existe
X1,Xo,...,Xq q champs de vecteurs linéairement independant et invariant par
les ..

On notera dans ce cas que chaque champ de vecteur X; induit sur M un
champ de vecteur feuilleté. qui est est encore noté X;.

Definition 2.6 Une extension d un feuilletage (M, F) de codimension q est un
feuilletage (M, F') de codimension ¢’ tel que 0 < ¢’ < q et les feuilles de (M, F'")
sont des réunions de feuilles de (M, F) (on notera F C F').

On montre que si (M, F’) est une extension simple d’un feuilletage simple
(M, F) et si (M,F) et (M,F’) sont définis respectivement par les submersions
m:M —Tetn': M — T, alors il existe une submersion § : T — T telle que
' =0om.

On dira que la submersion 6 est une liaison entre le feuilletage (M, F) et son
feuilletage extension (M, F’).

On montre dans [1] que si le feuilletage (M, F) et son extension (M, F’) sont
deéfinis respectivement par les cocycles (U,, f,, T, ’Yij)iej et (Ui,f;,T/,’)/zj)iej
alors on a

fi="0i0fi ety 0l =007,

ol 0, est une liaison entre le feuilletage (U, F) et son feuilletage extension
(Us, F').

Proposition 2.7 [5] Etant donné (U,, f,,T,7,, )ier un cocycle feuilleté défin-
isant un feuilletage (M,F) de dimension p sur une variété M de dimension
(p+ q) alors (M, F) admet une extension de dimension p+n avecn < q si et
seulement s’il existe sur T un feuilletage de dimension n invariant par les Y.,

Theorem 2.8 ([1],[2]) Soit (M,F) un G-feuilletage de Lie ayant ses feuilles
denses sur une variété compacte et conneze, d’algébre de Lie G.

Alors:

1-1l y a une correspondance biunivoque entre les sous-algébres de Lie de
G =Lie (GQ) (ou si l'on préfere entre les sous-groupes de Lie connezxes de G) et
les extensions de F.

2- Une extension de F est un %—feuilletage transversalement riemannien &
fibré normal trivial, définie par une 1-forme vectorielle o valeurs dans %

3- Une extension de F est transversalement homogeéne (resp. de Lie) si et
seulement si le sous-groupe de Lie de G correspondant est un sous-groupe fermé
(resp. un sous-groupe normal) dans G.

Remark 2.9 Soit Fy une extension dun G—feuilletage de Lie F ayant ses
feuilles denses sur une variété compacte correspondant o la sous-algébre de Lie

H de G,



YWIFy=TF®H

ii) Soit X (Fy) (resp.X (F) ) Ualgébre de lie des champs de vecteurs tan-
gent & Fp (resp.F), AL (M) Uespace des fonctions différentiables sur M et H
Ualgébre des champs de vecteurs F-feuilletés obtenus a partir de H.

On a X (Fy) = X (F) @ (Al (M) @ﬁ)

Definition 2.10 Soit (U,, f;,T.v,,)ier un cocycle feuilleté définisant un feuil-
letage (M, F). S’il existe une métrique riemannienne g, sur T invariant par les
Y., on dit que F est un feuilletage riemannien. La métrique riemannienne g,
est dans ces conditions appelée métrique transverse du feuilletage riemannien

F.

On note que la métrique transverse g, et une identification du fibré tangent
TM a la somme directe des fibrés tangent T'F et normal V (F) & F permettent
de construire une métrique riemannienne g sur M ayant les propriétés suivantes:

1) les sous-fibrés TF et V (F) sont orthogonaux pour g;

2) pour chaque application f; : U; — T et pour chaque point = de U;
Papplication tangente T, f; induit une isométrie de la fibre V, (F) sur 'espace
tangent T, () (T').

Une métrique vérifiant les conditions 1) et 2) est dite quasifibré relativement
aF.

L’existence d’une métrique quasi-fibrée caractérise les feuilletages rieman-
niens [8].

Notons que pour toute métrique quasi-fibrée g relativement & un feuilletage
riemannien F, si Y et Z sont deux champs de vecteurs normaux a F, alors pour
tout champ de vecteurs X tangent a F on a

Xg(Y,Z) :g([X,Y],Z) +g(Y, [Xv Z]) [5]

De fagon générale, tout champ de vecteurs X (tangent ou non a F ) vérifiant
la relation précédente est appelé champ de Killing pour F. Un tel champ de
vecteurs est feuilleté [6]. Le champ transverse associé est appelé champ de
Killing transverse pour F.

Pour terminer, remarquons que tout feuilletage de Lie est transversalement
parallélisable et tout feuilletage transversalement parallélisable est riemannien.

Nous terminons ces préréquis en donnons une application du théoréme de la
base incompléte et en donnons aussi la défition d’un fibré vectoriels trivial.

Proposition 2.11 Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E posséde
dans F un sous-espace supplémentaire : on considére une base B de F qu’on
compléte en une base B’ de E : ’espace engendré par les vecteurs de B’ qui ne
sont pas dans B est un supplémentaire de F.

Definition 2.12 Le fibré trivial trivial de rang n sur une variété V est V. xR"™
avec la structure d’espace vectoriel constante sur R"™

Remark 2.13 Les sections du fibré trivial s’identifient aux applications V. —
R'ﬂ



Definition 2.14 Deur fibrés ¢ : E — M et ¢ : E' — M sont isomorphes
s’il existe un homéomorphisme h : E — E' qui induit un isomorphisme de
¢~ (a)sur ™" (a) pour tout ac M.

3 Une propriété des recouvrements d’ouverts des
variétés compactes connexes

Proposition 3.1 Soit (U;);c; un recouvrement d’ouverts d’une variété M com-
pacte connexe.
Alors il existe un recouvrement fini (Ui)/ie{l,“. s} de M tel que pour i €
{1,...,(s=1)}
UiNUi1 # 0

Proof. Considérons un recouvrement d’ouverts (U;),.; d’une variété M
compacte connexe; comme M est compacte alors il existe s € N tel que (Ui)/ie{l,‘..,s}
est un recouvrement d’ouverts de M.

Ceci dit M étant compacte connexe, considrons un recouvrement fini (Oi) Jie{1,.s}

de M,onaO'n <k©10k) # () sinon M ne serait pas connexe. Notons par x2 un

élment de O'N <k610k> et par O3 un ouvert OF de la réunion (kLSJlOk> qui con-

tient xo. Supposons que O3 est un certain O, on a (O1 U O%) N kLSJl Ok | #0

ktk,
si non M ne serait pas connexe encore. Notons par z3 un élment de (O' UO3)N

kLle OF | et par O% un ouvert O* de la réunion kLSJl OF | qui contient x5
Kk, ktko
dans la reunion O' U O} . Quitte & ré-indicer les ouverts O et O} on peut
supposer que 3 € O3. Par ce processuce on détermine les ouvert U]f 1 pour
ke{l,.,(s—1)}.
On remarque (O, ;)
Ee{l,...(s=1)},
En posant Uy = O et U, =Of,, onapour k€ {1,...(s—1)}

U NUpp1 #0 .

ke{l, (s—1)} est un recouvrement fini de M et pour

4 Resultat principal

Theorem 4.1 Soi (Ui,fi,T,’y..) un cocycle feuilleté définisant un feuil-
/el

letage (M, F) transersalement parallelisable sur une variété compacte connexe
M et £(M,F) lalgebre de Lie des champs F-feuillétés transverses.



Alors il existe une corespondance biunivoque entre les extensions de F et les
sous-algebre de Lie de ((M,F).

Proof. Soient (U,, f,,T, 7“)1-6 1 un cocycle feuilleté définisant un feuilletage
(M, F) transersalement parallelisable de parallelisme F-transverse (Y7,Y5,...,Y,)
, (M, F") une extension de (M,F) et {(M,F) lalgebre de Lie des champs F-
feuillétés transverses .

1) On sait d’aprés [3] qu'é¢tant donné (U,, f,,T’,7,,)ier un cocycle feuilleté
définisant un feuilletage (M, F) de dimension p sur une variété M de dimension
(p + ¢) alors (M, F) admet une extension (M, F") de dimension p+n avecn < ¢
si et seulement s'il existe sur 7' un feuilletage 7, de dimension n invariant par
les 7y, . .

On note que F, est le projeté de (M, F') sur T suivant les feuilles de (M, F)

Comme T" admet un parrallélisme alors les fibrés tangents T'F, et T'(T') sont
respectivement isomorphe & T'x R™ et a T' x R? ou dim (f;) =netdim(T) =gq

Ceci dit, on peut dire qu’il existe n sections globales X7, Xo,..., X, de
TF, linéairement indépendant en tout point x € T' (c’est a dire n champs de
vectecteurs globaux Xy, X», ..., X;, tangents aux feuilles du feuilletage T'F), , et
en tout point x € T, (X1 (2), X2 (2),..., X, (x)) est une base de T, TF. ).

Ceci dit nous allons construire n champ de vecteurs {Y‘}z c{1.2,...m} invari-
ants par les 7, et linéairement indépendant en tout point x € T' & partir des
champs de vecteurs {Xi};c(15 oy

Comme M est compacte alors il existe un nombre fini de (U, f,,T,7,;)
qui définissent le feuilletage (M, F) et T peut etre vue comme une réunion
fini et disjoint des f, (U,) .De ce fait on dire qu’il existe un cocycle feuilleté

i

Ui, f,, T, %j)ie{l,‘..,s} ou s € N définissant (M, F) et

on peut supposer (cf. proposition 3.1) que le recouvrement fini (Ui)/ie{l,.ws}
est tel que pour i € {1,...,(s — 1)}

UiNUiy1 #0

Dans ce suit on construit des champs vecteurs (X T) sur

re{l,...,n}

i=1
invariants par les +, = a partire des champs de vecteurs (Xi)z'e{l ! de TF,
de la fagon suivante:
On pose

(X)) = X))

(X0 oy = () (€

Xr)/fl(U1)>



(Xr)/f3(U3) = (732)* ((Xr)/fz(Uz))

(YT)/fk(Uk) = (’yk(k—l))* ((XT)/f(kl) (Ukl))

(y’")/fs(Ud - (Ws(sfn)* ((X”)/f(sl)wsl))

Les champs de vecteurs X pour k € {1,2,...,n} ainsi construits sont par con-
strction invariants par les vy, oo, €t chaque champ de vecteures X, est tangent
& aux du feuilletage F,.. Et ces chanps de vecteurs se rélévent sur M suivant les
feuilles de F en des champs F—feuilletés transverses X r tangent aux feuilles de
F' et vérifient

(TF) N (TF) = (X1) & (X3) ® ... B (X,,)

autrent dit (X1) @ (Xa) ® ... ® (X,) se projette sur la variété F—transverse T'

suivant les feuilleuille de F sur (X1) @ (X2) ® ... ® (X,,)
Considerons le sytéme différentiel

S:z— S(z)=(X1(2)® (X2 (7)) ®..0(X, ().

sur la variété F—transverse 1.
Comme
T,F, =S (x) pour tout z € T

alors on peut affirmer que le systéme différentiel x — S (z) est intégrable.
Ainsi le théoréme de Frobénius [6] permet de dire que {Xl, Xo, .. Xn} est

une algébre de Lie de champs de champs de vecteures sur 7. Cette algébre de

Lie se réleve sur M suivant les feuilles de F sur ’ensmble H = {)?1, )N(Q, - )}n} .

L’ensemble H est ce fait une algébre de Lie car :
i) on a

ii) F,. est le projété de ((T]:)J' N (T}")) sur T suivant les feuilles de F

iii) pour z € U,

est une réunion disjoint et fini des

T.fi: (Tz}')J‘ — Tt (T est une isométrie,



iv)
2 (), ) 1= ()0

Il résulte de ce précede que ‘H = {)}1,5(2, ,)an} est une sous-algébre de
lalgebre de Lie ¢(M, F).
Comme B B N
(TFR) n@F)) = (&) e (X e..o(X,)

alors

TF = (TFNTF)& (TF) NTF
- (R ((TF) NTF)

= @A) o (X1, %, .. K0))
Il résulte de ce qui précéde que
TF =TF&H.

Ainsi H est la sous-algebre de £(M, F) correspondant a 'extension F’ de F.
On notera que
F'=Fy.

2) Soit H une sous-algebre de (M, F) et soit S : x — T,F @ ev, (H) un
systéme sur M . Soit Z et B deux champs de vecteurs tels que Z (z) € S (x)
et B((z)) € S(z) pour tout =z € M.

Comme S (z) = T, F @ ev, (H) alors il existe existe des champs de vecteurs
ZF , Zn, BF et By tels que Zg () € TuF, Zy (x) € evy (H), Br (z) € T, F,
By (z) € evy (H), Z = Zg + Z3; et B = Br + Byy.

Ceci dit, on a

[Z, B] = [Z]:ﬂBf} + [vaBH] + [Z'HaB}-] + [ZH,Z'H]
et
[ZF,Br|+ [ZF,By| + [Zn,Br) € TF et [Zn,Zn] €H

Ce qui montre que
[Z,B] (z) € S (x)

Ainsi d’aprés le théoréme de Frobenius [6] le sytéme différentiel S : © — T, F @
evy (H) est integrable. Il est aisé de voire que le feuilletage Fg obtenu est une

extension de F. Et on a
TFs=TFa®&H

car

T,Fs=S(x)=T,F ®ev, (H).

Le 1) et 2) etablissent la corresdance biunivoque en question. m
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