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Sauf mention explicite du contraire, tous les entiers considérés sont naturels, c’est-à-dire positifs ou nuls.
Fractions et rationnels. Une fraction est un couple de deux entiers a, le numérateur, et b, le dénominateur
supposé non nul, noté a/b ; deux fractions sont égales si elles ont même numérateur et même dénominateur.
Les rationnels (positifs) sont les fractions quotientés par la relation a/b ∼ a′/b′ ssi ab′ = a′b.
On notera abusivement a/b la classe des fractions équivalentes à a/b si bien que l’égalité a/b = a′/b′ peut se
lire comme égalité de fractions ou de rationnels selon le contexte. Lorsque les deux fractions sont irréductibles
(a et b premiers entre eux, a′ et b′ premiers entre eux), les deux égalités sont équivalentes, un fait que l’on
utilisera implicitement dans la suite.
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L’ensemble des fractions n’est pas ordonné ; aussi lorsque l’on parlera d’ordre il s’agira de l’ordre sur les
rationnels : a/b < a′/b′ signifie que ab′ < a′b (ce qui est un pré-ordre sur les fractions, un ordre sur les
fractions irréductibles).

1 Fractions continues

Soient x0, . . ., xk des nombres réels strictement positifs (sauf éventuellement x0 qui peut être nul) ; on note
[x0, . . . , xk] le nombre :

[x0, . . . , xk] = x0 +
1

x1 +
1

. . . +
1

xk

Autrement dit [x0, . . . , xk] est défini par récurrence sur k :

[x0] = x0

[x0, . . . , xk+1] = [x0, . . . , xk + 1/xk+1]

Proposition 1. Pour tout k ≥ 1 on a les égalités suivantes :

[x0, . . . , xk] = x0 +
1

[x1, . . . , xk],
et en particulier [0, x1, . . . , xk] =

1

[x1, . . . , xk]

[x0, . . . , xk] + x = [x0 + x, . . . , xk]

[x0, . . . , xk, x] = [x0, . . . , xk +
1

x
], et en particulier [x0, . . . , xk, 1] = [x0, . . . , xk + 1]

Lorsque tous les xi sont entiers on parle de fraction continue. Une fraction continue est donc un nombre
rationnel ; la fraction irréductible représentant ce rationnel est appelée la réduite de la fraction continue.
L’une des raisons de se restreindre aux entiers est que l’on obtient un résultat d’unicité :

Théorème 2. Soient (qk)k≥0 et (q′k)k≥0 deux suites d’entiers non nuls sauf possiblement leur premier terme
q0 et q′0.

(1) Pour tout n, q0 < [q0, . . . , qn, 1] ≤ q0 + 1 ;
(2) [q0, . . . , qn, 1] = q0 + 1 ssi n = 0 ;
(3) Pour tous entiers n et m, si [q0, . . . , qn, 1] = [q′0, . . . , q

′
m, 1] alors m = n et qk = q′k pour k = 0, . . . , n.

Si n = 0 alors [q0, . . . , qn, 1] = [q0, 1] = q0 + 1 ce qui démontre l’encadrement (1). Sinon [q0, . . . , qn, 1] =
q0 + 1/[q1, . . . , qn, 1].
Par hypothèse de récurrence on a q1 < [q1, . . . , qn, 1] ≤ q1 + 1. Comme q1 est supposé non nul, on en déduit
[q1, . . . , qn, 1] > 1 et par conséquent 0 < 1/[q1, . . . , qn, 1] < 1 d’où finalement q0 < [q0, . . . , qn, 1] < q0 + 1.
(3) se démontre par récurrence sur n+m. Si n+m = 0 alors n = m = 0 donc [q0, . . . , qn, 1] = [q0, 1] = q0+1,
[q′0, . . . , q

′
m, 1] = [q′0, 1] = q′0 + 1, d’où q0 = q′0.

Si n + m > 0 alors n > 0 et m > 0 ; sinon l’une des deux fractions continues est entière et ne peut
être égale à l’autre. On a donc q0 < [q0, . . . , qn, 1] < q0 + 1 et q′0 < [q′0, . . . , q

′
m, 1] < q′0 + 1. Comme

[q0, . . . , qn, 1] = [q′0, . . . , q
′
m, 1] on en déduit q0 = q′0 et donc [q1, . . . , qn, 1] = [q′1, . . . , q

′
m, 1] ; le résultat vient

par hypothèse de récurrence.
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Réduites d’une fraction continue. Soient (qi)i≥0 une suite d’entiers strictement positifs (sauf possible-
ment q0 qui peut être nul). On définit deux suites associées d’entiers (ak)k≥−2 et (bk)k≥−2 par :

a−2 = 0, a−1 = 1, ak+1 = akqk+1 + ak−1

b−2 = 1, b−1 = 0, bk+1 = bkqk+1 + bk−1

On a donc a0 = q0, b0 = 1.

Théorème 3 (Propriétés élémentaires des fractions continues). Pour tout entier k ≥ 0 on a :
(1) la relation :

ak+1bk − akbk+1 = (−1)k;

(2) si x est un réel strictement positif alors :

[q0, . . . , qk, x] =
akx+ ak−1

bkx+ bk−1
;

(3) la fraction ak/bk est la réduite de [q0, . . . , qk] :

[q0, . . . , qk] =
ak
bk

.

(4) les qk s’expriment en fonction des réduites :

qk+1 = (−1)k+1(ak+1bk−1 − ak−1bk+1)

La première propriété s’obtient immédiatement par récurrence. La seconde s’obtient à peine moins facilement,

par récurrence également : pour k = 0 on a [q0, x] = q0 +
1

x
=

q0x+ 1

x
=

a0x+ a−1

b0x+ b−1
; sinon on a :

[q0, . . . , qk, qk+1, x] = [q0, . . . , qk, qk+1 + 1/x]

=
ak(qk+1 + 1/x) + ak−1

bk(qk+1 + 1/x) + bk−1
par hypothèse de récurrence

=
(akqk+1 + ak−1)x+ ak
(bkqk+1 + bk−1)x+ bk

=
ak+1x+ ak
bk+1x+ bk

La troisième se démontre directement : si k = 0 c’est immédiat, sinon en prenant x = qk+1 la propriété
précédente nous donne :

[q0, . . . , qk, qk+1] =
akqk+1 + ak−1

bkqk+1 + bk−1
=

ak+1

bk+1

Enfin cette dernière égalité nous donne :
ak+1

bk+1
=

akqk+1 + ak−1

bkqk+1 + bk−1

ak+1(bkqk+1 + bk−1) = (akqk+1 + ak−1)bk+1

(ak+1bk − akbk+1)qk+1 = ak−1bk+1 − ak+1bk−1

qk+1 = (−1)k+1(ak+1bk−1 − ak−1bk+1)

On verra que la relation de Bezout ak+1bk − akqk+1 = (−1)k indique que les fractions ak/bk et ak+1/bk+1

sont voisines de Farey d’ordre bk+1, dans l’ordre croissant si k est pair, décroissant sinon. En particulier
toutes les fractions ak/bk sont irréductibles.
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1.1 Développement d’un réel

Théorème 4. Soit (qk)k≥0 une suite d’entiers strictement positifs (sauf éventuellement q0), (ak)k≥0 et
(bk)k≥0 les deux suites d’entiers telles que ak/bk est la réduite de [q0, . . . , qk]. Alors on a :
(1) les suites (ak)k≥0 et (bk)k≥0 sont strictement croissantes, minorées par la suite de Fibonaci ;
(2) les suites de réduites (a2k/b2k)k≥0 et (a2k+1/b2k+1)k≥0 sont respectivement strictement croissante et

strictement décroissante ;
(3) pour tout k :

a2k+1

b2k+1
− a2k

b2k
=

1

b2kb2k+1

Par conséquent les suites (a2k/b2k) et (a2k+1/b2k+1) sont adjacentes.

(1) est conséquence immédiate de la définition des ak et des bk et du fait que les qk sont non nuls.
D’après le théorème 3 on a a2k+1b2k − a2kb2k+1 = (−1)2k = 1 donc a2k+1/b2k+1 − a2k/b2k = 1/b2kb2k+1 ce
qui donne (3). De même a2k/b2k − a2k−1/b2k−1 = −1/b2k−1b2k. En ajoutant ces deux équations on obtient :

a2k+1

b2k+1
− a2k−1

b2k−1
=

1

b2k

(
1

b2k+1
− 1

b2k−1

)
et comme b2k+1 > b2k−1 on en déduit que a2k+1/b2k+1 < a2k−1/b2k−1.
Comme a2k+2b2k+1−a2k+1b2k+2 = −1, donc a2k+2/b2k+2−a2k+1/b2k+1 = −1/b2k+1b2k+2 il vient également :

a2k+2

b2k+2
− a2k

b2k
=

1

b2k+1

(
1

b2k
− 1

b2k+2

)
d’où l’on déduit que a2k+2/b2k+2 > a2k/b2k.

Partie entière et partie fractionnaire d’un réel. Si x est un réel on note ⌊x⌋ la partie entière de x (le
plus grand entier inférieur ou égal à x) et {x} sa partie fractionnaire ({x} = x − ⌊x⌋) qui est donc un réel
positif et strictement plus petit que 1 ; par définition on a x = ⌊x⌋+ {x}.
Soit x un irrationnel strictement positif. Les quotients complets de x sont les nombres réels xk définis par :

x0 = x, xk+1 =
1

{xk}

On note qk la partie entière de xk :
qk = ⌊xk⌋

Du fait que x est irrationnel, les xk sont irrationnels également et strictement plus grands que 1 dès que
k > 0. Par conséquent qk > 0 dès que k > 0.
Le développement en fraction continue de x est la suite de rationnels ([q0, . . . , qk])k≥0. On note ak/bk la
réduite de [q0, . . . , qk].

Proposition 5. Pour tout k ≥ 0 :
x = [q0, . . . , qk, xk+1]

et donc :
x =

akxk+1 + ak−1

bkxk+1 + bk−1

En effet on a [q0, x1] = q0 + 1/x1 = ⌊x⌋ + {x} = x et [q0, . . . , qk, xk+1] = [q0, . . . , qk−1, qk + 1/xk+1] =
[q0, . . . , qk−1, ⌊xk⌋+ {xk}] = [q0, . . . , qk−1, xk], ce qui donne le résultat par récurrence.
La seconde égalité est conséquence immédiate du théorème 3.
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Théorème 6. Pour tout k ≥ 0 on a les propriétés suivantes :

x− ak
bk

=
(−1)k

bk(bkxk+1 + bk−1)

1

bk(bk+1 + bk)
<

∣∣∣∣x− ak
bk

∣∣∣∣ < 1

bkbk+1∣∣∣∣x− ak+1

bk+1

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣x− ak
bk

∣∣∣∣
d’où l’on déduit que ak/bk est la meilleure approximation rationnelle de x au sens où si a/b est telle que
|x− a/b| < |x− ak/bk| alors b > bk.

L’égalité s’obtient par le calcul suivant :

x− ak
bk

=
akxk+1 + ak−1

bkxk+1 + bk−1
− ak

bk

=
bk(akxk+1 + ak−1)− ak(bkxk+1 + bk−1)

bk(bkxk+1 + bk−1)

=
ak−1bk − akbk−1

bk(bkxk+1 + bk−1)

=
(−1)k

bk(bkxk+1 + bk−1)

Comme qk+1 = ⌊xk+1⌋ on a bkxk+1+bk−1 > bkqk+1+bk−1 = bk+1 d’où l’inégalité de droite de l’encadrement.
Par ailleurs xk+1 < qk+1+1 donc bkxk+1+ bk−1 < bkqk+1+ bk−1+ bk = bk+1+ bk, d’où l’inégalité de gauche.
La troisième inégalité s’obtient par le calcul suivant :∣∣∣∣x− ak+1

bk+1

∣∣∣∣ < 1

bk+1bk+2
par l’inégalité droite de l’encadrement précédent

≤ 1

bk+1(bk+1 + bk)
car bk+2 = bk+1qk+2 + bk ≥ bk+1 + bk

<
1

bk(bk+1 + bk)
car bk+1 > bk

<

∣∣∣∣x− ak
bk

∣∣∣∣ par l’inégalité gauche de l’encadrement précédent

Finalement supposons que |x − a/b| < |x − ak/bk|. Alors a/b est compris entre x ± |x − ak/bk| et comme
|x− ak/bk| < |x− ak−1/bk−1| on en déduit que a/b est comprise entre ak/bk et ak−1/bk−1 (laquelle des deux
est la plus petite dépend de la parité de k). Mais on a vu que ces deux fractions sont voisines de Farey et
on montrera dans la section suivante que cela a pour conséquence que toute fraction comprise entre les deux
doit avoir un dénominateur au moins égal à bk−1 + bk.

1.2 Développement d’un rationnel

Soit a et b deux entiers positifs premiers entre eux, b non nul. L’algorithme d’Euclide nous donne deux suites
finies d’entiers (qk)0≤k≤n et (rk)−1≤k≤n définies par :

r−1 = a, r0 = b, rk−1 = qkrk + rk+1 (0 < rk+1 < rk)
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La suite des rk étant strictement décroissante, n est le plus grand entier tel que rn ̸= 0 (on considérera que
rn+1 = 0).
Par récurrence on a pour tout k < n :

a

b
= [q0, . . . , qk,

rk
rk+1

]

car [q0, . . . , qk−1, qk,
rk

rk+1
] = [q0, . . . , qk−1, qk +

rk+1

rk
] = [q0, . . . , qk−1,

qkrk + rk+1

rk
] = [q0, . . . , qk−1,

rk−1

rk
].

Comme rn+1 = 0, on a rn−1 = qnrn, soit rn−1/rn = qn. De plus comme rn−1 > rn on doit avoir qn > 1 si
bien que :

a

b
= [q0, . . . , qn−1, qn] = [q0, . . . , qn−1, qn − 1, 1]

Vu la section précédente la suite de rationnels ([q0, . . . , qk])0≤k<n produit donc des approximations successives
de a/b. Cette technique pour approximer un rationnel de grand dénominateur est connue depuis l’antiquité.
Comme précédemment on note ak/bk la réduite de la fraction continue [q0, . . . , qk].

Théorème 7. Pour tout k ≤ n on a :

rk+1 = (−1)k(abk − akb)

Démonstration par récurrence : pour k = −1 on rappelle que a−1 = 1 et b−1 = 0 et comme r0 = b le résultat
est immédiat ; pour k = 0 on a a0 = q0 et b0 = 1 et comme r−1 = a = q0r0 + r1 = a0b+ r1 on obtient bien
r1 = ab0 − a0b.
Pour la récurrence on a rk+2 = rk − qk+1rk+1 par définition et en appliquant les hypothèses de récurrence à
rk et rk+1 on obtient :

rk+2 = rk − qk+1rk+1

= (−1)k+1(abk−1 − ak−1b− qk+1(akb− abk))

= (−1)k+1(a(qk+1bk + bk−1)− (qk+1ak + ak−1))b

= (−1)k+1(abk+1 − ak+1b)

Pour k = n, on a rn+1 = 0 ce qui nous donne : a/b = an/bn comme attendu puisque an/bn = [q0, . . . , qn]. Et
pour k = n− 1 comme rn est le dernier reste non nul de l’algorithme d’Euclide le résultat indique que an−1

et bn−1 sont les coefficients de Bezout de a et b : abn−1 − an−1b = (−1)n−1PGCD(a, b).

2 Voisinage de Farey et médiane

Voisines de Farey : deux fractions a/b et a′/b′ sont voisines de Farey lorsqu’elles vérifient |a′b−ab′| = 1. 1

Dans ce cas a et b, de même que a′ et b′, satisfont une relation de Bezout. On en déduit que si a/b et a′/b′

sont voisines de Farey alors elles sont toutes deux irréductibles.
Fractions consécutives : deux fractions a/b et a′/b′ sont consécutives à l’ordre n si elles sont irréductibles,
a/b < a′/b′ et si pour toute fraction c/d telle que a/b < c/d < a′/b′ on a d > n.
Fraction médiane : la médiane des fractions a/b et a′/b′ est la fraction (a+ a′)/(b+ b′).
La médiane n’est pas définie sur les rationnels : les médianes de fractions équivalentes ne sont pas forcément
équivalentes : 1/2 = 2/4 (égalité rationnelle) pourtant la médiane de 1/2 et 1/3, à savoir 2/5, n’est pas égale
à la médiane de 2/4 et 1/3 qui est 3/7. Pour cette raison la médiane est parfois appelée la somme du cancre.

1. On peut également dire, en les considérant comme des vecteurs, qu’elles sont de déterminant ±1, on dit alors qu’elles sont
unimodulaires.

6



Proposition 8. Soient a/b, a′/b′ des fractions (non forcément irréductibles) telles que a/b < a′/b′ (en tant
que rationnels). Alors on a

a

b
<

a+ a′

b+ b′
<

a′

b′

Si de plus deux de ces fractions sont voisines de Farey alors les trois le sont deux à deux.

De a/b < a′/b′ on déduit que a′b − ab′ > 0 donc (a + a′)b − a(b + b′) = a′b − ab′ > 0 ce qui donne
a/b < (a+a′)/(b+b′). De même on voit que a′(b+b′)−(a+a′)b′ > 0 d’où l’on déduit que (a+a′)/(b+b′) < a′/b′.
On a (a+ a′)b− a(b+ b′) = a′(b+ b′)− (a+ a′)b′ = a′b− ab′. Si l’un des trois termes est égal à 1, alors les
deux autres aussi ; autrement dit si deux des trois fractions a/b, (a + a′)/(b + b′) et a′/b′ sont voisines de
Farey alors les trois le sont deux à deux.

Proposition 9. Soit a/b, c/d et a′/b′ telles que a/b et c/d d’une part, c/d et a′/b′ d’autre part sont voisines
de Farey d’ordre n. Alors on a l’égalité rationnelle : c/d = (a+ a′)/(b+ b′). De plus on a équivalence entre :

(1) c = a+ a′ et d = b+ b′ ;
(1’) la fraction médiane (a+ a′)/(b+ b′) est irréductible
(2) d > max(b, b′) ;
(3) a/b et a′/b′ sont voisines de Farey.

Par voisinage on a cb−ad = 1 et a′d−cb′ = 1. Donc cb−ad = a′d−cb′, soit c(b+b′) = (a+a′)d et finalement
c/d = (a+ a′)/(b+ b′).
L’équivalence entre (1) et (1’) résulte du fait que par l’hypothèse de voisinage c/d est irréductible : si
c = a+ a′ et d = b+ b′ alors (a+ a′)/(b+ b′) = c/d (égalité de fractions) est irréductible. Réciproquement si
(a+a′)/(b+b′) est irréductible alors l’égalité rationnelle c/d = (a+a′)/(b+b′) entraîne les égalités c = a+a′

et d = b+ b′.
L’équivalence entre (1) et (3) est conséquence immédiate de la proposition 8.
(2) est conséquence évidente de (1). Réciproquement supposons d > max(b, b′). Comme c/d = (a+a′)/(b+b′)
et c/d est irréductible on a un entier k strictement positif tel que a + a′ = kc et b + b′ = kd. Donc
b+ b′ > kmax(b, b′), soit b+ b′ > kb et b+ b′ > kb′. On en déduit que k < 1 + b′/b et k < 1 + b/b′ et comme
b′/b ≤ 1 ou b/b′ ≤ 1 on a k < 2 donc k = 1.

Théorème 10. Soient a/b et a′/b′ deux fractions irréductibles telles que 0 ≤ a/b < a′/b′ ≤ 1. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

— a/b et a/b′ sont consécutives à l’ordre max(b, b′) ;
— a/b et a′/b′ sont voisines de Farey.

Dans ce cas la fraction médiane (a + a′)/(b + b′) est la première à venir s’intercaler entre a/b et a′/b′,
autrement dit a/b, (a+ a′)/(b+ b′) et a′/b′ sont consécutives à l’ordre b+ b′.

La deuxième partie du théorème est conséquence du fait que l’on vient de voir que, comme a/b et a′/b′ sont
voisines de Farey, la médiane est voisine de Farey de a/b et de a′/b′ et donc, par la première partie, a/b,
(a+ a′)/(b+ b′) et a′/b′ sont consécutives à l’ordre b+ b′ = max(b, b+ b′) = max(b+ b′, b′).
On va démontrer l’équivalence en deux temps ; commençons par l’implication facile.

Proposition 11. Soient a/b et a′/b′ deux fractions irréductibles comprises entre 0 et 1. Si a′b − ab′ = 1
alors les fractions a/b et a′/b′ sont consécutives à l’ordre max(b, b′).
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De a′b − ab′ = 1 on déduit a′/b − a/b = 1/bb′ > 0 donc a/b < a′/b′. Notons n = max(b, b′). Soient c/d une
fraction irréductible telle que a/b < c/d < a′/b′. Comme par hypothèse b et b′ sont non nuls on a :

a

b
<

c

d
<

a′

b′

ab′ <
bb′c

d
< a′b

0 <
bb′c

d
− ab′ < a′b− ab′ = 1

0 < bc− ad <
d

b′

Or bc− ad est un entier ; comme il est strictement positif on a bc− ad ≥ 1 donc d/b′ > 1 soit d > b′.
Du deuxième encadrement ci-dessus on peut également déduire :

−1 = ab′ − a′b <
bb′c

d
− a′b < 0

0 < a′bd− bb′c < d

0 < a′d− b′c <
d

b

et par un raisonnement analogue au précédent on obtient d > b.

Embarquons nous maintenant pour la réciproque.

Lemme 12. Soient 0 < c < d deux entiers premiers entre eux. Il existe a et b tels que : 0 ≤ a < c, 0 < b < d
et bc− ad = 1.

Par Bezout on a deux entiers (relatifs) a et b satisfaisant l’équation. Choisissons a minimum positif ; un tel
a existe puisque les couples (a+ kc, b+ kd) satisfont également l’équation pour tout k ∈ Z.
Si a = 0 alors bc = 1 donc b = c = 1 ; comme 0 < c < d on a bien 0 < b < d.
Si a > 0 alors comme bc = 1 + ad on a b > 0. On a a < c sinon comme (a − c, b − d) est aussi solution on
contredit la minimalité de a. Comme c − a > 0 et d > 1 (car d > c > 0) on a (c − a)d > 1 = bc − ad donc
cd > bc et finalement comme c est non nul b < d.

Proposition 13. Soit c, d deux entiers premiers entre eux tels que 0 < c < d. Il existe a, b, a′, b′ positifs
tels que :

— 0 < b, b′ < d ;
— c = a+ a′, d = b+ b′ ;
— a′b− ab′ = 1

donc tels que a/b, c/d et a′/b′ sont consécutives à l’ordre d.

On applique le lemme qui nous donne a et b. On pose a′ = c − a et b′ = d − b. En vertu du lemme,
a′ et b′ sont tous deux strictement positifs. De plus comme 0 < b < d on a 0 < b′ < d. Enfin on a
a′b− ab′ = a′b+ ab− ab− ab′ = b(a+ a′)− a(b+ b′) = bc− ad = 1.

Proposition 14. Soient n un entier strictement positif, c/d et c′/d′ deux fractions irréductibles. Si c/d et
c′/d′ sont consécutives à l’ordre n alors on a c′d− cd′ = 1.

Démonstration par récurrence sur n. Si n = 1 il n’y a que deux fractions irréductibles de dénominateur
inférieure ou égal à 1 : 0/1 et 1/1, pour lesquelles le résultat est immédiat.
Supposons le résultat vrai aux ordres inférieurs ou égaux à n et c/d et c′/d′ consécutives à l’ordre n+ 1.
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Si d, d′ ≤ n alors c/d et c′/d′ sont consécutives à l’ordre n et le résultat vient par récurrence.
Supposons que d = n+1. Si c = 0 alors c/d = 0 = 0/1 et comme c et d sont supposés premiers entre eux on
doit avoir d = 1, soit n = 0 et donc c/d et c′/d′ sont consécutives à l’ordre 1 ; ce cas a déjà été vu.
Si c > 0 alors c < d sinon c = d et on ne pourrait avoir c/d < c′/d′ ≤ 1. On applique la proposition
précédente qui nous donne a/b et a′/b′ telles que c = a+a′, d = b+b′, a′b−ab′ = a′d−cb′ = cb−ad = 1. Par
conséquent les 3 fractions sont consécutives à l’ordre d. Mais comme c/d et c′/d′ sont supposées consécutives
aussi on doit avoir c′/d′ = a′/b′, ce qui par irréductibilité entraîne c′ = a′ et d′ = b′ d’où c′d− cd′ = 1.
Finalement supposons que d′ = n + 1. Si c′ = n + 1 alors c′ = d′ et comme c′ et d′ sont supposés premiers
entre eux on doit avoir c′ = d′ = 1, soit n = 0. Ce cas a déjà été vu.
Si c′ < n+1 = d, on remarque que c′ > 0 sinon c′/d′ = 0 et on ne pourrait avoir c/d < c′/d′. Par le théorème
précédent on trouve a/b et a′/b′ tels que c′ = a+ a′, d′ = b+ b′, a′b− ab′ = a′d′ − c′b′ = c′b− ad′ = 1 et a/b,
c′/d′ et a′/b′ sont consécutives à l’ordre d′ = n + 1. Comme c/d et c′/d′ sont supposées consécutives, on a
a/b = c/d et donc c′d− cd′ = 1.

2.1 Suite de Farey d’ordre n

Soit n un entier non nul. La suite de Farey d’ordre n est la suite finie ordonnée de toutes les fractions
irréductibles comprises entre 0 et 1 de dénominateur inférieur ou égal à n. Exemples :
n = 1 : 0/1, 1/1 ;
n = 2 : 0/1, 1/2, 1/1 ;
n = 3 : 0/1, 1/3, 1/2, 2/3, 1/1 ;
n = 4 : 0/1, 1/4, 1/3, 1/2, 2/3, 3/4, 1/1 ;
n = 5 : 0/1, 1/5, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1/1 ;
Par définition si a/b et a′/b′ sont consécutives dans la suite d’ordre n, alors elles sont consécutives à l’ordre
n, donc voisines de Farey.
On va maintenant donner une méthode pour générer la suite de Farey d’ordre n.

Proposition 15. Soient a/b et a′/b′ deux termes consécutifs de la suite d’ordre n. Pour tous entiers (relatifs)
q et q′ on a :

— (qa′ − a)b′ − a′(qb′ − b) = 1 ;
— qa′ − a et qb′ − b sont de même signe ;
— si qb′ − b > 0 alors :

— (qa′ − a)/(qb′ − b) est le successeur de a′/b′ dans la suite d’ordre max(b′, qb′ − b) ;
— si q < q′ alors (q′a′ − a)/(q′b′ − b) < (qa′ − a)/(qb′ − b)

— si qb′ − b < 0 alors :
— (qa′ − a)/(qb′ − b) est le prédécesseur de a′/b′ dans la suite d’ordre max(b′, b− qb′)) ;
— si q > q′ alors (q′a′ − a)/(q′b′ − b) > (qa′ − a)/(qb′ − b)

Comme a/b et a′/b′ sont consécutifs on a a′b − ab′ = 1. De plus a′ ̸= 0, sinon a′/b′ = 0 ne pourrait être
consécutif à a/b.
La première équation est immédiate. Notons a′′ = qa′ − a et b′′ = qb′ − b. Cette équation s’écrit donc
a′′b′ − a′b′′ = 1.
Comme a et a′ (respectivement b et b′) sont premiers entre eux grâce à l’équation a′b − ab′ = 1, a′′ et b′′

sont tous deux non nuls ; et comme a′ et b′ sont également non nuls on voit que a′′ et b′′ sont de même signe,
sinon a′′b′ − a′b′′ serait une somme de deux entiers non nuls de même signe, qui ne pourrait donc être égale
à 1.
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Supposons b′′ = qb′−b > 0. Alors il en est de même de a′′ = qa′−a et l’équation a′′b′−a′b′′ = 1 entraîne que
a′′/b′′ est successeur de a′/b′ à l’ordre max(b′, b′′). Soit maintenant q′ > q ; on a (qa′ − a)(q′b′ − b)− (q′a′ −
a)(qb′−b) = q(ab′−a′b)+q′(a′b−ab′) = q′−q > 0 d’où l’on déduit que (qa′−a)/(qb′−b) > (q′a′−a)/(q′b′−b).
Supposons maintenant que b′′ = qb′ − b < 0. Alors il en est de même de a′′ = qa′ − a. L’équation a′′b′ − a′b′′

peut s’écrire a′(−b′′) − (−a′′)b′ = 1 ce qui entraîne que a′/b′ est successeur de (−a′′)/(−b′′) = a′′/b′′ à
l’ordre max(b′,−b′′). Finalement si q′ < q un calcul similaire au précédent montre que (q′a′ − a)/(q′b′ − b) >
(qa′ − a)/(qb′ − b).

Théorème 16. Soient a/b et a′/b′ deux termes consécutifs de la suite d’ordre n, a′/b′ ̸= 1. Alors le terme
suivant est (qa′ − a)/(qb′ − b) où q est le quotient de la division euclidienne de n+ b par b′.

En effet on sait que pour tout q tel que qb′ − b > 0, le terme (qa′ − a)/(qb′ − b) est le successeur de a′/b′ à
l’ordre max(b′, qb′−b). Pour trouver le successeur à l’ordre n il faut trouver le plus grand q tel que qb′−b ≤ n
qui est précisément le quotient de b+ n par b′.

De ce dernier corollaire on déduit un algorithme très simple pour calculer les termes successifs de la suite de
Farey d’ordre n.
Terminons avec une variante du théorème de Bezout.

Théorème 17. Soient a/b et a′/b′ deux termes consécutifs à l’ordre n. Soit c/d une fraction quelconque
(pas nécessairement en forme irréductible). Alors il existe des entiers relatifs u et v tels que c/d = (ua +
va′)/(ub+ vb′).
En particulier si c/d est un successeur de a′/b′ à l’ordre p, alors il existe q tel que c = qa′ − a et d = qb′ − b.

La première propriété établit que le couple de vecteurs (a, b) et (a′, b′) est une base du réseau Z2. Il suffit pour
la prouver de résoudre les deux équations c = ua+va′ et d = ub+vb′. On peut noter que ces deux équations
ont une solution dans Z2 puisque leur déterminant est égal à 1. On calcule la solution en multipliant la
première par b, la seconde par a et en les soustrayant : on obtient bc − ad = v(a′b − ab′) = v. De même en
les multipliant respectivement par b′ et a′ on obtient u = a′d− b′c.
Si on suppose de plus que c/d est un successeur de a′/b′ à l’ordre p alors on a cb′ − da′ = 1 ce qui donne
u = −1. En notant q = v on obtient donc c/d = (qa′ − a)/(qb′ − b) comme annoncé.

2.2 Fractions continues et voisinage de Farey

On reprend les notations de la section précédente : a/b = [q0, . . . , qn].

Théorème 18. Soient a′/b′ et a′′/b′′ les réduites respectives de [q0, . . . , qn − 1] et [q0, . . . , qn−1]. On a :
— a = a′ + a′′, b = b′ + b′′ c’est-à-dire a/b est la médiane de a′/b′ et a′′/b′′ ;
— ab′ − a′b = a′′b − ab′′ = a′′b′ − a′b′′ = (−1)n ; les fractions a′/b′, a/b et a′′/b′′ sont voisines de Farey

d’ordre b, dans l’ordre croissant si n est pair, décroissant sinon ;

Par définition des réduites et le théorème 3 on a :

a

b
= [q0, . . . , qn] =

an−1qn + an−2

bn−1qn + bn−2
,

a′

b′
= [q0, . . . , qn − 1] =

an−1(qn − 1) + an−2

bn−1(qn − 1) + bn−2
,

a′′

b′′
= [q0, . . . , qn−1] =

an−1

bn−1
.

d’où il ressort que a/b est bien la médiane de a′/b′ et a′′/b′′.
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D’autre part comme a/b = [q0, . . . , qn − 1, 1] et a′/b′ = [q0, . . . , qn − 1] on a, toujours par le théorème 3,
ab′ − a′b = (−1)n, a′/b′ et a/b sont voisines de Farey, et comme a/b = [q0, . . . , qn] et a′′/b′′ = [q0, . . . , qn−1]
on a a′′b− ab′′ = (−1)n, a/b et a′′/b′′ sont voisines de Farey. Par la proposition 8 on en déduit que a′/b′ et
a′′/b′′ sont également voisines de Farey.

3 L’arbre binaire infini

Mots binaires. Un mot binaire est une suite finie (possiblement vide) v = (εk)1≤k≤l où les εk appartiennent
à Z2. On note v = ε1 . . . εl, on dira que v est de longueur l ce que l’on notera |v| = l. Pour l = 0 le mot vide
est noté ω.
On note vv′ la concaténation des mots v et v′, opération qui fait de l’ensemble des mots un monoïde libre à
2 générateurs : 0 et 1. Si ε ∈ Z2 et q est un entier, on note :

εq = ε . . . ε︸ ︷︷ ︸
q×

.

L’ensemble des mots de longueur l forme un algèbre de Boole de 2l éléments ; en particulier le complémentaire
de v est le mot v̄ = ε̄1 . . . ε̄l où ε̄k = εk + 1 (l’addition étant celle de Z2).
Si v = ε1 . . . εl on note v∗ le renversé de v :

v∗ = εl . . . ε1

L’arbre binaire infini. L’ordre préfixe sur les mots est la relation v ◁ w définie par : ∃w′ tel que w = vw′.
L’arbre binaire infini complet B est l’ensemble des mots binaires ordonnés par ordre préfixe 2. On parlera
donc indifféremment de mot de longueur l ou de nœud de profondeur l.
Le mot vide ω est le nœud racine. Le mot v = ε1 . . . εl décrit le chemin issu de la racine menant à v : pour
chaque i = 1, . . . , l on passe de l’étage i− 1 à l’étage i en descendant à gauche si εi = 0, à droite si εi = 1.

ω

0

00

000

0000
...

0

0001
...

1

0

001

0010
...

0

0011
...

1

1

0

01

010

0100
...

0

0101
...

1

0

011

0110
...

0

0111
...

1

1

1

0

1

10

100

1000
...

0

1001
...

1

0

101

1010
...

0

1011
...

1

1

0

11

110

1100
...

0

1101
...

1

0

111

1110
...

0

1111
...

1

1

1

1

Les fils gauche et droit d’un nœud v sont v0 et v1, tandis que v est le père de v0 et v1. Lorsque v ◁ v′ on
dira que v′ est un descendant de v ou que v′ est dans le sous-arbre enraciné en v. Si de plus v0 ◁ v′ on dira
que v′ est dans le sous-arbre gauche de v et si v1 ◁ v′ que v′ est dans le sous-arbre droit de v.
Représentation en base 2, décomposition en blocs et base 2 alternée. Soit v = ε1 . . . εl un mot
binaire. On note b(v) le nombre entier dont la représentation en base 2 est v, qui se définit par récurrence

2. L’ensemble de Cantor est parfois décrit comme l’arbre binaire infini. On va toutefois adopter ici un point de vue plus
combinatoire que topologique ; en particulier l’arbre binaire infini que l’on décrit ici est un ensemble dénombrable.
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par : b(ω) = 0 et b(εv) = ε2|v| + b(v). Il vient :

b(v) = b(ε1 . . . εl) =
l∑

k=1

εk2
l−k

Pour tout i on pose ηi = i + 1 mod 2. Étant donné un mot binaire v, il existe un unique tuple d’entiers
q⃗ = (q0, . . . , qn), tous non nuls sauf possiblement q0 tel que l = q0 + · · ·+ qn et

v = ηq00 ηq11 . . . ηqnn = η0 . . . η0︸ ︷︷ ︸
q0

η1 . . . η1︸ ︷︷ ︸
q1

. . . ηn . . . ηn︸ ︷︷ ︸
qn

On notera v = vq⃗ et on appellera q⃗ la décomposition en blocs de v.
Pour i = 0, . . . , n et q0 + · · ·+ qi−1 + 1 ≤ k ≤ q0 + · · ·+ qi on a donc εk = ηi ce qui nous permet de calculer
l’écriture de b(v) en base 2 alternée :

b(v) =
n∑

k=1

εk2
l−k

=

n∑
i=0

 q0+···+qi∑
k=q0+···+qi−1+1

εk2
l−k

 en supposant que q0 > 0

=

n∑
i=0

ηi2
l−q0−···−qi

qi−1∑
k=0

2k

=

n∑
i=0

ηi2
qi+1+···+qn(2qi − 1)

=

n∑
i=0

ηi2
qi+···+qn −

n∑
i=0

ηi2
qi+1+···+qn

= η02
q0+···+qn +

n−1∑
i=0

(ηi+1 − ηi)2
qi+1+···+qn − ηn

= 2q0+···+qn +

n−1∑
i=0

(−1)i+12qi+1+···+qn − ηn car ηi = i+ 1 mod 2 = 1
2 (1 + (−1)i)

=

n∑
i=0

(−1)i2qi+···+qn − ηn

Si q0 = 0 le calcul est identique mais en commençant la somme à i = 2 puisque q2 > 0 par hypothèse et
η1 = 0. Ce que l’on résume par :

b(v) =
n∑

i=α

(−1)i2qi+···+qn − ηn

où α = 0 si q0 > 0, 2 sinon.

3.1 Parcours en largeur de l’arbre binaire

Parcours en largeur. On définit une numérotation des nœuds de B correspondant au parcours dit en
largeur, c’est-à-dire, partant de la racine visiter les nœuds un étage après l’autre, chaque étage étant parcouru
de gauche à droite.
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L’étage l de l’arbre binaire est l’ensemble El ordonné par ordre lexicographique des 2l mots de longueur l.
L’ordre lexicographique est défini par récurrence sur l : εv ≺l+1 ε′v′ ssi ε = 0 et ε′ = 1, ou ε = ε′ et v ≺l v

′.
Concrètement si v = ε1 . . . εl et v′ = ε′1 . . . ε

′
l alors v est lexicographiquement plus petit que v′ ssi il existe un

k < l tel que pour i = 1, . . . , k, εi = ε′i, εk+1 = 0 et ε′k+1 = 1.
On démontre facilement par récurrence sur l que l’ordre lexicographique correspond à l’ordre sur les entiers :
v ≺ v′ ssi b(v) < b(v′).

On note Bl le sous-arbre maximal fini de hauteur l, c’est-à-dire l’ensemble
⋃l

k=0 Ek des mots de longueur
inférieure ou égale à l ordonné par ordre préfixe. Par conséquent Bl contient 1 + · · ·+ 2l = 2l+1 − 1 mots et
El est la liste de ses feuilles lues de gauche à droite.
Ordre et numérotation en largeur. L’ordre en largeur est l’extension de l’ordre lexicographique en un
ordre total sur B : v est avant v′ ssi |v| < |v′| (v est à un étage supérieur à v′) ou |v| = |v′| et v ≺ v′ (v et v′
sont au même étage, v est lexicographiquement inférieur à v′).
L’ordre en largeur correspond à la numérotation des nœuds de B dite en largeur définie par :

n : B → N∗

v → n(v) = b(1v) = 2|v| + b(v).

qui vérifie : v est avant v′ ssi n(v) < n(v′). On en déduit que n est bijective et on notera v la bijection
réciproque de n : v(n) = v ssi n = b(1v).
On peut également définir n par récurrence sur l’arbre, ce qui est géométriquement moins parlant : n(ω) = 1,
n(v0) = 2n(v) et n(v1) = 2n(v) + 1.

3.2 Ordre gauche-droite

L’ordre gauche-droite est une autre façon d’étendre l’ordre lexicographique à tous les nœuds de l’arbre
binaire, néanmoins très différent de l’ordre en largeur : ce dernier est isomorphe à l’ordre des entiers, tandis
que l’ordre gauche-droite est dense et n’a pas de plus petit élément. On verra avec l’arbre de Stern-Brocot
qu’il est isomorphe à l’ordre des rationnels strictement positifs.
Ordre gauche-droite. L’ordre gauche-droite est l’ordre du dictionnaire sur les mots : v ≪ v′ ssi, x étant
le plus long préfixe commun à v et v′, on a soit x0 ◁ v (v est dans le sous-arbre gauche de x), soit x1 ◁ v′

(v′ est dans le sous-arbre droit de x). Autrement dit l’ordre gauche-droite se définit par récurrence par :

Proposition 19. Pour tout v, v′ on a :
— 0v ≪ ω ≪ 1v′ ;
— εv ≪ εv′ ssi v ≪ v′.

Comme l’ordre en largeur, l’ordre gauche-droite étend l’ordre lexicographique : si |v| = |v|′ alors v ≪ v′ ssi
v ≺ v′.
Ancêtre gauche et droit. Soit q un entier. Un mot de la forme 0q est dit maximal à gauche, un mot de la
forme 1q est dit maximal à droite. Remarquons que ω est maximal à gauche et à droite.
Si v est maximal à gauche (resp. à droite) et v′ ≪ v (resp. v ≪ v′) alors |v′| > |v| ; autrement dit v est
maximal pour l’ordre gauche-droite sur B|v|.
L’ancêtre gauche ou 0-ancêtre d’un nœud v est le plus grand préfixe v0 de v tel que v0 ≪ v s’il en existe.
L’ancêtre droit ou 1-ancêtre est le plus grand préfixe v1 de v, s’il en existe, tel que v ≪ v1. Graphiquement
on trouve l’ancêtre gauche (droit) en partant de v, en montant tant que l’on traverse des arêtes gauches
(droites) et en s’arrêtant à la source de la première arête droite (gauche) rencontrée. Ainsi ω est l’ancêtre
gauche de 1000 et droit de 0111.

Théorème 20. L’ordre gauche-droite sur les nœuds de l’arbre binaire satisfait les propriétés suivantes.
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(1) C’est un ordre strict total compatible avec la concaténation : v ≪ v′ ssi wv ≪ wv′ ssi vw ≪ vw′.
(2) v0 est l’ancêtre gauche de v ssi v = v010

q pour un q ≥ 0 ; v1 est l’ancêtre droit de v ssi v = v101
q pour

un q ≥ 0.
(3) Si la décomposition en blocs de v est v = ηq00 . . . ηqnn (ηi = i + 1 mod 2, qi non nul sauf possiblement

q0) alors :
— v est maximal à gauche ssi q0 = 0, n ≤ 1 et dans ce cas v n’a pas d’ancêtre gauche ;
— v est maximal à droite ssi n = 0 et dans ce cas v n’a pas d’ancêtre droit ;
— les ancêtres de v s’ils existent sont :

vη̄n
= ηq00 . . . ηqn−1

n

vηn
= ηq00 . . . η

qn−1−1
n−1

(4) v ≪ v′ ssi v̄′ ≪ v̄ ; vε est l’ε-ancêtre de v ssi v̄ε est l’ε̄-ancêtre de v̄.
(5) Pour chaque l on note ℓl = (vlk)1≤k<2l+1 la liste des nœuds du sous-arbre fini Bl ordonnés de gauche

à droite. Les listes ℓl satisfont les deux récurrences :

ℓl+1 = (0.ℓl, ω, 1.ℓl)

= (vl10, v
l
1, v

l
11, v

l
2, . . . , v

l
2k−10, v

l
2k−1, v

l
2k−11, v

l
2k, . . . , v

l
2l+1−10, v

l
2l+1−1, v

l
2l+1−11)

où ε.ℓ dénote la suite des mots de ℓ tous préfixés par ε.
En particulier pour 1 ≤ k < 2l+1 :
— |vl+1

2k−1| = l + 1 (les nœuds de rang impair dans ℓl+1 sont de profondeur l + 1) ;

— vl+1
2k = vlk (les nœuds de rang pair dans ℓl+1 sont ceux de ℓl).

(6) Les nœuds de rang pair dans ℓl sont ancêtres respectivement gauche et droit de leurs voisins droit et
gauche dans ℓl+1 :

(vl+1
2k−1)1 = vl+1

2k = (vl+1
2k+1)0

(1), (3), (2) et (4) sont conséquences immédiates des définitions.
(5) Comme ℓl contient tous les nœuds de Bl ordonnés de gauche à droite, ε.ℓl contient tous les nœuds de Bl+1

commençant par ε, ordonnés de gauche à droite. Pour tout v et v′ on a 0v ≪ ω ≪ 1v′, la liste (0.ℓl, ω, 1.ℓl)
est donc ordonnée de gauche à droite, et contient tous les nœuds de Bl+1, elle est donc égale à ℓl+1.
Notons Ll+1 le membre droit de la seconde égalité. Par récurrence on suppose que ℓl = Ll et en particulier
que les vl2k−1 sont de longueur l et parcourent tout l’étage El ; on en déduit que les vl2k−1ε sont de longueurs
l+1 et parcourent tout l’étage El+1, puis, comme les vlk sont les éléments de ℓl donc parcourent Bl, que Ll+1

contient tous les nœuds de Bl+1. Mais par définition de l’ordre gauche-droite, pour tout w ≪ v ≪ w′ tels que
|w|, |w′| ≤ |v|, on a w ≪ v0 ≪ v ≪ v1 ≪ w′. On en déduit que Ll+1 est ordonné par l’ordre gauche-droite,
et donc que Ll+1 = ℓl+1.
(6) Remarquons que la notion d’ancêtre est stable par concaténation à gauche : si vε est l’ε-ancêtre de v
alors xvε est l’ε-ancêtre de xvε.
Soit 0 ≤ k < 2l. Par récurrence vl2k est l’ancêtre droit de vl2k−1 et gauche de vl2k+1, donc vl+1

2k = 0vl2k est
l’ancêtre droit de vl+1

2k−1 = 0vl2k−1 et gauche de vl+1
2k+1 = 0vl2k+1. De même vl+1

2l+2k
= 1vl2k est l’ancêtre droit

de vl+1
2l+2k−1

= 1vl2k−1 et gauche de vl+1
2l+2k+1

= 1vl2k+1.

Reste le nœud vl+1
2l+1 = ω. On vérifie par récurrence sur l que les deux mots extrêmes de ℓl sont vl1 = 0l et

vl2l+1−1 = 1l. Comme vl+1
2l+1−1

= 0vl2l+1−1 = 01l, ω est bien son ancêtre droit et comme vl+1
2l+1+1

= 1vl1 = 10l,
ω est bien son ancêtre gauche.
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4 L’arbre de Stern-Brocot

L’arbre de Stern-Brocot, aussi connu sous le nom d’arbre de Farey 3, a été découvert indépendamment par
Stern en 1858, puis par Brocot en 1861 [Ste58, Bro61]. C’est un étiquetage de l’arbre binaire B par les
fractions irréductibles positives, c’est-à-dire une application sb : B → Q∗

+. On va voir que cette application
est injective (et même bijective), c’est pourquoi on se permet l’abus de langage consistant à identifier une
fraction avec le nœud auquel elle est associée : on écrira « la fraction a/b apparaît dans l’arbre » pour « il
existe un nœud v tel que sb(v) = a/b », « l’ancêtre gauche de a/b » pour « la fraction associée à l’ancêtre
gauche du nœud associé à a/b », « a/b ≪ a′/b′ » pour « le nœud étiqueté par la fraction a/b est à gauche
de celui étiqueté par a′/b′ », etc.
L’arbre de Stern-Brocot. Soit a/b une fraction apparaissant dans l’arbre ; si a/b est maximale à gauche
on convient que 0/1 est son ancêtre gauche, si a/b est maximale à droite on convient que 1/0 est son ancêtre
droit ; ainsi toute fraction a/b de l’arbre admet deux ancêtres que l’on notera a0/b0 et a1/b1.
L’étiquetage de l’arbre est défini par récurrence : sb(ω) = 1/1 est (l’étiquette de) la racine et étant donnée
une fraction a/b apparaissant dans l’arbre, sa fille gauche est la médiane de a0/b0 et de a/b, sa fille droite
est la médiane de a/b et a1/b1 :

a0

b0

a0

b0

a0

b0

a
b

a0+a
b0+b

a
b

a+a1

b+b1

a1

b1

a1

b1

a1

b1

Les premiers étages de l’arbre sont :

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5...

1
4...

2
7...

1
3

1
3...

2
5

3
8...

2
5...

3
7...

1
2

1
2

1
2...

2
3

3
5

4
7...

3
5...

5
8...

2
3

2
3...

3
4

5
7...

3
4...

4
5...

1
1

1
1

1
1

1
1...

2
1

3
2

4
3

5
4...

4
3...

7
5...

3
2

3
2...

5
3

8
5...

5
3...

7
4...

2
1

2
1

2
1...

3
1

5
2

7
3...

5
2...

8
3...

3
1

3
1...

4
1

7
2...

4
1...

5
1...

0
1

0
1

0
1

0
1

0
1...

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0...

où l’on a fait figurer 0/1 comme ancêtre gauche des fractions maximales à gauche et 1/0 comme ancêtre
droit des fractions maximales à droite. On notera que ces deux fractions n’appartiennent pas à l’arbre (du
reste 1/0 n’est pas un rationnel).

Théorème 21 (Propriétés élémentaires de l’arbre de Stern-Brocot). On note sb(ℓl) = (alk/b
l
k)1≤k<2l+1 la

liste des fractions du sous-arbre fini Bl ordonnées de gauche à droite.

3. En fait l’arbre de Farey est le sous-arbre gauche de l’arbre de Stern-Brocot, c’est-à-dire le sous-arbre des fractions stric-
tement inférieures à 1.
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(1) Les listes sb(ℓl) satisfont les relations de récurrence :

al+1
2k

bl+1
2k

=
alk
blk

al+1
2k−1

bl+1
2k−1

=
al+1
2k−2 + al+1

2k

bl+1
2k−2 + bl+1

2k

=
alk−1 + alk
blk−1 + blk

où 1 ≤ k < 2l+1, al0/bl0 = 0/1 et al2l+1/b
l
2l+1 = 1/0.

(2) Les fractions 1/(l + 1) et (l + 1)/1 sont maximales à gauche et à droite et de profondeur l :

sb(0l) =
1

l + 1
sb(1l) =

l + 1

1

(3) Les fractions apparaissant aux positions v et v̄ sont inverses l’une de l’autre : sb(v̄) = 1/sb(v).
(4) Si a/b et a′/b′ sont consécutives dans sb(ℓl) alors a′b − ab′ = 1, donc a/b et a′/b′ sont voisines de

Farey.
(5) Toutes les fractions apparaissant dans l’arbre sont irréductibles.
(6) La suite sb(ℓl) est strictement croissante pour l’ordre usuel des rationnels.
(7) Si a/b et a′/b′ apparaissent dans l’arbre alors : a/b ≪ a′/b′ ssi a/b < a′/b′.
(8) Une fraction apparaît au plus une fois dans l’arbre.
(9) Si a′/b′, a/b et a′′/b′′ sont consécutives dans sb(ℓl) alors a/b est égale à la médiane de ses deux voisines :

a/b = (a+ a′)/(b+ b′) (mais cette dernière fraction n’est pas forcément en forme irréductible).

(1) est conséquence immédiate des propriétés (5) et (6) du théorème 20 et de la définition de l’arbre de
Stern-Brocot ; en particulier du fait que d’après (6) les fractions alk/b

l
k et alk+1/b

l
k+1 sont les ancêtres gauche

et droit de al+1
2k+1/b

l+1
2k+1.

(2) Résulte du fait que la fraction maximale gauche de l’étage l est obtenue par médiane de celle de l’étage
l− 1, 1/l par hypothèse de récurrence, et de 0/1. Même argument pour les fractions maximales droites : l/1
est la médiane de (l − 1)/1 et de 1/0.
(3) Se démontre par récurrence sur l, le cas de base est immédiat. Pour l > 0 soit a/b une fraction à la
position v de profondeur l ; si a/b est maximale alors le résultat est conséquence de la propriété précédente.
Sinon a/b a deux ancêtres de profondeur strictement inférieure : a0/b0 à gauche à la position v0 et a1/b1 à
droite à la position v1.
Par hypothèse de récurrence on trouve b0/a0 et b1/a1 aux positions v̄0 et v̄1, qui sont les ancêtres droit et
gauche de la position v̄, et dont la médiane est (b0 + b1)/(a0 + a1) = b/a, ce qui démontre (3)
(4) Se déduit des relations de récurrence (1) et de la proposition 8.
(5) Toute fraction de profondeur l vérifie une relation de Bezout avec sa suivante et/ou sa précédente dans
sb(ℓl) donc est irréductible.
(6) Conséquence immédiate de (4) et du fait que a′b− ab′ = 1 entraîne a/b < a′/b′.
(7) Est conséquence de (6) : si l est la plus grande profondeur de a/b et a′/b′ alors a/b et a′/b′ sont toutes
les deux dans sb(ℓl).
(8) Résulte de (7) : si a/b et a′/b′ sont à deux positions différentes, on doit avoir a/b ≪ a′/b′ ou a′/b′ ≪ a/b
puisque l’ordre gauche-droite est total ; donc a/b < a′/b′ ou a′/b′ < a/b.
(9) Démonstration identique à celle de la proposition 9.

Remarquons que, malgré le fait que sb(ℓl) est une liste ordonnée de fractions deux à deux voisines de Farey,
et même en lui ajoutant 0/1 et en la tronquant à 1/1, elle n’est pas une suite de Farey parcequ’elle ne
contient pas toutes les fractions de dénominateurs inférieur ou égal à une quantité donnée ; par exemple
sb(ℓ3) contient 2/5 mais pas 1/5.
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Théorème 22. Le développement en fraction continue d’une fraction irréductible code la position de celle-ci
dans l’arbre de Stern-Brocot :

sb(vq⃗) = sb(1q00q1 . . . ηqnn ) = [q0, q1, . . . , qn, 1] = [q⃗, 1]

pour tout tuple q⃗ = (q0, . . . , qn) d’entiers tous non nuls sauf possiblement q0.

La démonstration est par récurrence sur l = q0 + · · ·+ qn, la longueur du mot vq⃗ = 1q00q1 . . . ηqnn .
Si qn = 0, comme tous les qk sauf possiblement q0 sont supposés non nuls, on doit avoir n = 0. Si qn−1 = 0
pour la même raison on doit avoir n = 1 et q0 = 0. On commence donc par ces deux cas.
Si n = 0 alors q⃗ = (q0). Notons que ce cas contient le cas de base l = 0 de la récurrence qui correspond à
n = 0 et q0 = 0. Dans ce cas on a [q⃗, 1] = [q0, 1] = q0 + 1 = sb(1q0) (propriété (2) du théorème 21).
Si n = 1 et q0 = 0 alors q⃗ = (0, q1), et on a [q⃗, 1] = [0, q1, 1] = 1/(q1 + 1) = sb(100q1).
On peut maintenant supposer que qn et qn−1 sont non nuls. Considérons les deux suites :

r⃗ = (q0, . . . , qn − 1),

s⃗ = (q0, . . . , qn−1 − 1)

Noter qu’il se peut que qn − 1 = 0 ou qn−1 − 1 = 0. D’après la propriété (3) du théorème 20, vr⃗ est le
η̄n-ancêtre de v et vs⃗ est l’ηn-ancêtre de v.
Par hypothèse de récurrence on a

[q0, . . . , qn − 1, 1] = sb(vr⃗)

[q0, . . . , qn−1 − 1, 1] = sb(vs⃗)

et comme vr⃗ et vs⃗ sont les 2 ancêtres de vq⃗, par construction de l’arbre de Stern-Brocot, sb(vq⃗) est leur
médiane, mais d’après le théorème 18 celle-ci n’est autre que [q⃗, 1].

Corollaire 23. L’application sb : B → Q∗
+ est un isomorphisme entre l’ordre gauche-droite de l’arbre binaire

B et l’ordre usuel des rationnels. En particulier toute fraction irréductible strictement positive apparaît une
et une seule fois dans l’arbre de Stern-Brocot.

En effet comme tout rationnel admet un unique développement en fraction continue de la forme [q0, . . . , qn, 1]
(théorème 2), le théorème précédent implique que sb est bijective ; elle est de plus strictement croissante pour
l’ordre gauche-droite grâce à la propriété (7) du théorème 21.

5 L’arbre de Calkin-Wilf

L’arbre de Calkin-Wilf, aussi connu sous le nom d’arbre d’Euclide, a été popularisé par Calkin et Wilf
dans un article paru en 2000 [CW00]. Comme l’arbre de Stern-Brocot, c’est une énumération des rationnels
positifs c’est-à-dire une application que l’on va voir bijective, cw : B → Q∗

+ définie par induction sur l’arbre :
cw(ω) = 1 et les deux filles de a/b sont respectivement a/(a+ b) et (a+ b)/b :

a
b

a
a+b

a+b
b

Les premiers étages de l’arbre sont donc :
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1
1

1
2

1
3

1
4

1
5...

5
4...

4
3

4
7...

7
3...

3
2

3
5

3
8...

8
5...

5
2

5
7...

7
2...

2
1

2
3

2
5

2
7...

7
5...

5
3

5
8...

8
3...

3
1

3
4

3
7...

7
4...

4
1

4
5...

5
1...

Algorithme d’Euclide. On peut voir les branches de l’arbre de Calkin-Wilf, parcourues en montant, comme
décrivant les étapes de l’algorithme d’Euclide : on démarre avec un couple (a, b) que l’on remplace par le
couple (a− b, b) si a > b (remontée par une branche droite), ou (a, a− b) si a > b (remontée par une branche
gauche). Lorsque a et b sont premiers entre eux on termine à la racine de l’arbre, c’est-à-dire sur le couple
(1, 1).

Théorème 24. Soit q⃗ = (q0, . . . , qn) une suite finie d’entiers non nuls sauf possiblement q0. On a :

cw(v∗q⃗ ) = cw(1q00q1 . . . ηqnn ) = [q0, . . . , qn, 1] = [q⃗, 1]

La démonstration se fait par récurrence sur la hauteur l = q0 + · · · + qn. Si n = 0 (cas qui contient le cas
l = 0), on vérifie facilement par récurrence sur q0 que [q⃗, 1] = [q0, 1] = q0 + 1 = cw(1q0).
Supposons donc que n > 0. Soient a et b premiers entre eux tels que a/b = [q⃗, 1] = [q0, . . . , qn, 1] ; notons
que b > 1 sinon n = 0 (théorème 2). Soit r le reste de a modulo b, qui est donc non nul. Par définition
du développement en fraction continue de a/b, le quotient de la division euclidienne de a par b est q0, soit
a = bq0 + r, donc a/b = q0 + r/b = [q0, b/r], d’où l’on déduit b/r = [q1, . . . , qn, 1].
Si q0 > 0 alors a > b et on a (a− b)/b = (q0 − 1) + r/b = [q0 − 1, b/r] = [q0 − 1, q1, . . . , qn, 1]. Par hypothèse
de récurrence on a : (a − b)/b = cw(ηqnn η

qn−1

n−1 . . . 0q11q0−1). Par définition de l’arbre de Calkin-Wilf sa fille
droite cw(ηqnn η

qn−1

n−1 . . . 0q11q0) est ((a− b) + b)/b = a/b.
Si a < b alors q0 = 0, r = a donc b/a = [q1, . . . , qn, 1] donc, comme q1 > 0, (b − a)/a = b/a − 1 =
[q1 − 1, q2, . . . , qn, 1]. On considère deux cas :
q1 = 1. Dans ce cas (b− a)/a = [0, q2, . . . , qn, 1] donc a/(b− a) = [q2, . . . , qn, 1]. Par hypothèse de récurrence

on a a/(b − a) = cw(ηqnn η
qn−1

n−1 . . . 1q2) et sa fille gauche, qui n’est autre que a/(a + (b − a)) = a/b,
apparaît donc à la position ηqnn η

qn−1

n−1 . . . 1q20 = ηqnn η
qn−1

n−1 . . . 1q20q11q0 = v∗q⃗ puisque q0 = 0.
q1 > 1. Dans ce cas comme q1 − 1 > 0 on a a/(b − a) = [0, q1 − 1, q2, . . . , qn, 1]. Par hypothèse de ré-

currence a/(b − a) = cw(ηqnn η
qn−1

n−1 . . . 1q20q1−1) et sa fille gauche qui est a/b apparaît à la position
ηqnn η

qn−1

n−1 . . . 1q20q1 = ηqnn η
qn−1

n−1 . . . 1q20q11q0 = v∗q⃗ .

Corollaire 25. L’arbre de Calkin-Wilf est une permutation involutive préservant les étages de l’arbre de
Stern-Brocot ; pour tout v ∈ B :

cw(v) = sb(v∗)

En particulier tout rationnel strictement positif apparaît une et une seule fois dans l’arbre de Calkin-Wilf,
au même étage que dans l’arbre de Stern-Brocot.
De plus l’arbre de Calkin-Wilf admet la même symétrie que l’arbre de Stern-Brocot : pour tout nœud v on a

cw(v̄) =
1

cw(v)
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6 Fonctions génératrices

On rappelle (cf. section 3.1) que les nœuds de l’arbre binaire B sont numérotés par la bijection v : N∗ → B
définie par v(n) = v ssi n = b(1v). Pour simplifier la notation on notera cwn la fraction cw(v(n)). Remarquons
que cette numérotation commence à 1.

6.1 Une fonction de Gauss pas de Gauss (probablement)

On note ⌊x⌋ et {x} respectivement les partie entière et partie fractionnaire du réel x. On définit la fonction 4

T : Q+ → Q+ par :

T (x) =
1

2⌊x⌋+ 1− x
=

1

⌊x⌋+ 1− {x}

Théorème 26. La fonction T engendre l’arbre de Calkin-Wilf au sens où pour tout entier n non nul,
cwn = Tn(0). On en déduit que la fonction n → Tn(0) est une bijection de N sur Q+.

On rappelle que lorsque les fractions sont irréductibles, l’égalité entre deux fractions est équivalente aux
égalités respectives du numérateur et du dénominateur. Comme les fractions de l’arbre de Calkin-Wilf sont
irréductible, on utilisera ce fait sans le mentionner dans ce qui suit.
Pour n = 1 on a cw1 = cw(ω) = 1/1 = T (0).
On montre par récurrence sur n que cwn+1 = T (cwn) ce qui donne cwn = Tn−1(cw1) = Tn(0).
Pour n = 1 on a T 2(0) = T (1) = 1/2 = cw2.
Soit n ≥ 2 et a/b = cwn la fraction figurant au nœud v(n) dans l’arbre de Calkin-Wilf. On note c/d la mère
de a/b dans l’arbre, qui existe puisque a/b n’est pas à la racine. On note a′/b′ = cwn+1 la fraction suivante
de a/b dans l’arbre.
Si n est pair, alors par construction de l’arbre, a/b est une fille gauche, a < b, donc a/b = c/(c+ d), ce qui
donne c/d = a/(b − a). De plus a′/b′ est la fille droite de c/d, donc a′/b′ = (c + d)/d = b/(b − a). Comme
a < b on a ⌊a/b⌋ = 0 et {a/b} = a/b si bien que

T
(a
b

)
= T

(
1

1− a
b

)
=

b

b− a
.

ce qui démontre que cwn+1 = a′/b′ = T (a/b).
Si n est impair alors a > b et a/b est la fille droite de c/d, donc a/b = (c+d)/d, ce qui donne c/d = (a− b)/b.
Soit m le numéro de c/d, c’est-à-dire l’entier tel que cwm = c/d. Comme c/d est la mère de a/b, m < n et on
peut lui appliquer l’hypothèse de récurrence : si on note c′/d′ = cwm+1 alors c′/d′ = T (c/d) = T ((a− b)/b).
Effectuons la division euclidienne a = bq + r, si bien que a − b = b(q − 1) + r. Alors on a ⌊a/b⌋ = q,
⌊(a− b)/b⌋ = q − 1, {a/b} = {(a− b)/b} = r/b, d’où l’on déduit :

c′

d′
= T

(
a− b

b

)
=

1

q − 1 + 1− r
b

=
b

bq − r

On a vu que les fractions apparaissant dans l’arbre sont irréductibles, c’est donc le cas de c′/d′. Pour la
même raison a/b est également irréductible et comme r est le reste de a modulo b on doit avoir 0 < r < b si
bien que b/(bq − r) est également irréductible. On en déduit que c′ = b et d′ = bq − r.

4. Cette fonction me fut aimablement décrite par Dierk Schleicher au cours d’une discussion de café à Luminy en janvier
2020. Il la tient lui-même de Don Zagier qui la proposa à la sagacité des étudiants lors d’une école d’été en 2011 à Bremen.
L’un d’entre eux (Aimeric Malter, 13 ans !) fit si bien avec qu’elle fut l’objet d’un article cosigné par Aimeric Malter, Dierke
Schleicher et Don Zagier [MSZ13]. J’ai par la suite retrouvé cette fonction dans un papier de 2010 de Bruce Bates, Martin
Bunder et Keith Tognetti [BBT10], peut-être la source de Don Zagier...
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Par construction de l’arbre de Calkin-Wilf, a′/b′ est la fille gauche de c′/d′ si bien que l’on a :

a′

b′
=

c′

c′ + d′
=

b

b(q + 1)− r

Pour finir on calcule T (a/b) :

T
(a
b

)
=

1

q + 1− r
b

=
b

b(q + 1)− r

ce qui achève de démontrer que cwn+1 = a′/b′ = T (a/b).

6.2 La fonction de Stern

Remarquons que la démonstration précédente établit au passage que T (a/b) = b/c pour un c approprié.
Autrement dit si cwn = a/b alors cwn+1 = b/c : le dénominateur d’une fraction devient le numérateur de la
suivante pour le parcours en largeur dans l’arbre.

Théorème 27. Pour tout n ≥ 1 on a
cwn =

sn
sn+1

où les nombres sn sont définis par la récurrence :
— s0 = 0, s1 = 1 ;
— s2n = sn ;
— s2n+1 = sn + sn+1.

Par définition de l’arbre de Calkin-Wilf on a cw1 = 1/1 = s1/s2 donc s1 = 1 et s2 = 1 = s1. D’autre part la
fille gauche de cwn = sn/sn+1 est cw2n = s2n/s2n+1 = sn/(sn + sn+1), donc s2n = sn, et sa fille droite est
cw2n+1 = s2n+1/s2n+2 = (sn + sn+1)/sn+1, donc s2n+1 = sn + sn+1.

Cette suite, connue de longue date sous le nom de suite diatonique de Stern, fut introduite par... Stern en
1858 [Ste58]. Dijkstra note sn = fusc(n), de l’anglais obfuscate, apparemment parcequ’il trouvait que sa
définition récursive très simple masquait ses propriétés remarquables [Dij82a, Dij82b].
Retour sur Stern-Brocot. La suite de Stern génére également l’arbre de Stern-Brocot au sens suivant :

Théorème 28. Pour tout l on a :

sb(ℓl) =

(
sk

s2l+1−k

)
0≤k<2l+1

On reprend les notations du théorème 21 : sb(ℓl) = (alk/b
l
k)1≤k<2l+1 auxquelles on ajoute al0 = bl2l+1 = 0.

D’après la propriété (1) du théorème on a : al+1
2k = alk, a

l+1
2k−1 = alk−1 + alk, b

l+1
2k = blk et bl+1

2k−1 = blk−1 + alk.
Pour l = 0 on a sb(ℓ0) = (1/1) d’où a01 = 1 = s1 et b01 = 1 = s21−1.
Si on suppose par récurrence sur l que alk = sk pour 0 ≤ k < 2l+1 alors on a al+1

2k = alk = sk = s2k et
al+1
2k−1 = alk−1 + alk = sk−1 + sk = s2k−1.

De même si on suppose que blk = s2l+1−k alors : bl+1
2k = blk = s2l+1−k = s2l+2−2k et bl+1

2k−1 = blk−1 + blk =
s2l+1−k+1 + s2l+1−k = s2l+2−2k+1.

Remarquons que le résultat sur les dénominateurs blk s’obtient aussi à partir de celui sur les numérateurs alk
et de la symétrie sb(v̄) = 1/sb(v).
Développements hyperbinaires. Entre autres propriétés curieuses de la suite diatonique, Calkin et Wilf
démontrent que sn est le nombre de développements hyperbinaires de n [CW00].
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Un développement hyperbinaire d’un entier n est une suite finie (η0, . . . , ηp) d’entiers de Z3, c’est-à-dire
inférieurs ou égaux à 2, ηp ̸= 0, tels que :

n =

p∑
k=0

ηk2
k

Contrairement aux développements binaires, il y a plusieurs développements hyperbinaires de n ; on note
b(n) leur nombre.
Si n est impair alors η0 = 1 et donc n = 1 + 2

∑p
k=1 ηk2

k−1. Comme (η1, . . . , ηp) est un développement
hyperbinaire de (n− 1)/2 on obtient ainsi que b(n) = b((n− 1)/2).
Si n est pair alors η0 = 0 ou η0 = 2. Dans le premier cas on a n = 2

∑p
k=1 ηk2

k−1 et (η1, . . . , ηp) est un
développement hyperbinaire de n/2. Dans le second cas on a n = 2(1 +

∑p
k=1 ηk2

k−1) et (η1, . . . , ηp) est un
développement hyperbinaire de n/2− 1. On en déduit que b(n) = b(n/2− 1) + b(n/2).
À un décalage près, la fonction b satisfait donc la même récurrence que la suite de Stern :

— b(0) = 1 ;
— b(2n) = b(n− 1) + b(n).
— b(2n+ 1) = b(n) ;

d’où l’on déduit

Théorème 29. Pour tout n ≥ 1, sn = b(n− 1).

7 L’arbre dyadique et la fonction ? de Minkowski

La fonction ? de Minkowski [Min04, Den38, Vep14] est une fonction aux propriétés remarquables : elle est
continue, strictement croissante et même bijective de [0, 1] sur [0, 1] (mais on peut l’étendre à R tout entier),
presque partout dérivable et de dérivée presque partout nulle ; c’est pourquoi on la connait aussi sous le nom
d’escalier glissant du diable.
La manière la plus simple de la définir est comme prolongement par continuité de la bijection entre l’arbre
de Stern-Brocot et l’arbre dyadique [Vep14].
Arbre dyadique. L’arbre dyadique est encore un étiquetage de l’arbre binaire par des rationnels, mais cette
fois par les rationnels dyadiques, c’est-à-dire les fractions irréductibles inférieures à 1 dont le dénominateur
est une puissance de 2. Précisément si v = ε1 . . . εl on définit :

dy(v) =
b(v1)

2l+1
=

l∑
k=1

εk
2k

+
1

2l+1
.

ce qui donne :

1
2

1
4

1
8

1
16...

3
16...

3
8

5
16...

7
16...

3
4

5
8

9
16...

11
16...

7
8

13
16...

15
16...
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Il est intéressant de calculer dy(v) en base 2 alternée : si v = 1q0 . . . ηqnn est la décomposition en blocs de
v alors on a vu que b(v) =

∑n
i=α(−1)i2qi+···+qn − ηn où α = 0 ou 2 selon que q0 > 0 ou pas. Comme

b(v1) = 2b(v) + 1 on obtient :

dy(v) =
1

2l+1

(
n∑

i=α

(−1)i2qi+···+qn+1 − 2ηn + 1

)
=

n∑
i=α

(−1)i

2q0+···+qi−1
+

(−1)n+1

2q0+···+qn+1

car l = q0 + · · ·+ qn et ηn = 1/2(1 + (−1)n).
La fonction ? de Minkowski. D’après le corollaire 23, tout rationnel inférieur à 1 s’écrit de manière unique
sous la forme sb(0v) pour un mot v. La fonction ? de Minkowski est définie sur les rationnels inférieurs à 1
par :

?(sb(0v)) = dy(v)

Théorème 30. La fonction ? vérifie la relation de récurrence :

?

(
a+ a′

b+ b′

)
=

1

2

(
?
(a
b

)
+ ?

(
a′

b′

))
lorsque a/b et a′/b sont voisines de Farey : a′b− ab′ = 1.

Lorsque a/b et a′/b′ sont voisines de Farey on a vu qu’elles sont les deux ancêtres de leur médiane. Soit
v = vq⃗ = 1q0 . . . ηqnn tel que 0v soit la position de (a + a′)/(b + b′). Alors n ≥ 1 et d’après la propriété (3)
du théorème 20, a/b et a′/b′ apparaissent aux positions respectives 0vη̄n

et 0vηn
où vη̄n

= 1q0 . . . ηqn−1
n et

vηn
= 1q0 . . . η

qn−1−1
n−1 . En utilisant l’écriture en base 2 alternée on peut alors faire le calcul suivant :

1

2

(
?
(a
b

)
+ ?

(
a′

b′

))
=

1

2

(
dy(1q0 . . . ηqn−1

n ) + dy(1q0 . . . ηqn−1−1
n )

)
=

1

2

(
n∑

i=α

(−1)i

2q0+···+qi−1
+

(−1)n+1

2q0+···+qn
+

n−1∑
i=α

(−1)i

2q0+···+qi−1
+

(−1)n

2q0+···+qn−1

)

=

n−1∑
i=α

(−1)i

2q0+···+qi−1
+

1

2

(
(−1)n

2q0+···+qn−1
+

(−1)n+1

2q0+···+qn
+

(−1)n

2q0+···+qn−1

)

=

n−1∑
i=α

(−1)i

2q0+···+qi−1
+

(−1)n

2q0+···+qn−1
+

(−1)n+1

2q0+···+qn+1

=

n∑
i=α

(−1)i

2q0+···+qi−1
+

(−1)n+1

2q0+···+qn+1

= dy(1q0 . . . ηqnn ) = ?

(
a+ a′

b+ b′

)

Théorème 31. L’ordre gauche-droite est compatible avec l’arbre dyadique : pour tout v, v′ ∈ B on a : v ≪ v′

ssi dy(v) < dy(v′).
Par conséquent la fonction ? de Minkowski est un isomorphisme d’ordre de [0, 1]Q sur les rationnels dyadiques.
En particulier elle est continue et strictement croissante sur [0, 1]Q.

La compatibilité de l’ordre gauche-droite avec l’arbre dyadique vient du fait que l’ordre sur les rationnels
dyadiques est donné par l’ordre du dictionnaire sur leur développement binaire, c’est-à-dire l’ordre gauche-
droite. Les propriétés de croissance et continuité de la fonction ? en découlent immédiatement.
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Formule explicite. Soit q⃗ = (q1, . . . , qn) une suite finie d’entiers non nuls ; d’après le théorème 22 on a
[0, q1, . . . , qn, 1] = sb(0q11q2 . . . ηqnn ). Par conséquent, comme q0 = 0 on a :

?([0, q1, . . . , qn, 1]) = dy(0q1−11q2 . . . ηqnn )

=

n∑
i=2

(−1)i

2q1+···+qi−1−1
+

(−1)n+1

2q1+···+qn

=

n−1∑
i=1

(−1)i+1

2q1+···+qi−1
+

(−1)n+1

2q1+···+qn

Si l’on prend l’autre forme du développement en fraction continue : [0, a1, . . . , an] = [0, q1, . . . , qn, 1] où
ai = qi pour i = 1, . . . , n− 1 et an = qn + 1 alors cette expression s’écrit un peu plus joliment :

?([0, a1, . . . , an]) =

n∑
i=1

(−1)i+1

2a1+···+ai−1

Le mérite de cette formule est de s’étendre facilement à tous les réels : si x a pour développement en fraction
continue x = [0, a1, a2, . . . ] alors :

?(x) = ?([0, a1, a2, . . . ]) =
∑
i≥1

(−1)i+1

2a1+···+ai−1
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