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RESUME. Dans ce papier, nous proposons un modéle de prét solidaire qui répond au mieux au contexte de la microfinance.
En s’inspirant du modéle de Osman Khodr et Francine Diener [4], nous utilisons les chaines de Markov qui se basent sur
le passé récent pour prédire le futur. Une charge transférable ¢ = ¢(1 + r) est traité ici au cas par cas selon les situations
des membres du groupe d’emprunteurs. Le modele permet donc de fournir a I'institution de microfinance des données
statistiques plus précises en stigmatisant les emprunteurs d’un état & un autre. Notre modele se démarque a celui Osman
Khodr et Francine Diener par I'ajout des hypothéses supplémentaires qui incorporent pas a pas, de fagcon naturelle toutes
les caractéristiques d’une population pauvre a faible niveau de sureté matérielle et avec tolérance en cas de défaut partiel
de remboursement de prét groupé.

ABSTRACT. In this paper, we propose a solidarity loan model that best responds to the context of microfinance. Inspired
by the model of Osman Khodr and Francine Diener [4], we use Markov chains based on the recent past to predict the future.
A transferable charge ¢ = ¢(1 + r) is treated here on a case-by-case basis according to the situations of the members
of the group of borrowers. The model therefore makes it possible to provide the microfinance institution with more precise
statistical data by stigmatizing borrowers from one state to another. Our model differs from that of Osman Khodr and
Francine Diener by adding additional hypotheses that incorporate step by step, in a natural way, all the characteristics of a
poor population with a low level of material security and with tolerance in the event of a partial lack of group loan repayment.

MOTS-CLES : Microfinance, charge transférable, chaine de Markov, Prét groupé, Incitation dynamique, Profit espéré
actualisé

KEYWORDS : Microfinance, transferable charge, Markov chain, group loan, dynamic incentive, discounted expected profit




1. Introduction

L'accés au crédit de financement est toujours sujette autiocaumatérielles. Ce qui exclut largement
une fraction de la population mondiale et surtout celle dasen développement. Or, selon Alex Counts,
président de la Fondation Grameen, " les actifs les plusiitapts des institutions de microfinance ne sont
pas leurs portefeuilles, mais la bonne qualité de leursioekavec les plus pauvres de ce monde ". Ainsi,
pour rejoindre ces clientéles pauvres et construire uagioalavec elles, les institutions de microfinance ont
adopté un modéle de prét a des conditions plus avantagearsepport au prét individuel. Plus avantageuses
d’une part puisqu’il permet de remplacer les cautions nieltés en cautions immatérielles et d’autre part
puisqu’il permet de réduire les colts opérationnels dueprétCe modéle présentant des caractéristiques
avantageuses non seulement pour I'emprunteur mais aussieporéteur est appelé prét groupé.

Choisir les clients pauvres les plus rentables pour legutisihs de microfinance n’est pas chose facile
puisqu’elles n'ont pas I'information nécessaire pour éefd_e choix ainsi fait conduit donc aux problémes
de la sélection adverse (problémes d’asymétrie d'infaonatJustement, les méthodes de prét groupé sont
utilisées pour annihiler ces problemes. Lors de la fornmaties groupes, les membres se connaissent entre
eux et sont mieux informés que le préteur. Une personne sanpérét a s'associer qu’'avec une personne
gu’elle connait parfaitement et dont elle peut répondrear@ues groupes sont formés, chaque membre est
responsable de remboursement effectif du crédit et siges faits et gestes de ses pairs. Cette responsa-
bilité conjointe consiste a réduire I'aléa moral et les sade surveillance du préteur. Ce qui entraine alors
le partage de risque. C’est cette assurance que prend tiéstioss de microfinance dans les groupes.

Dans le prét groupé, la capacité du préteur a contraindrerapsunteurs a honorer leurs engagements
est parfois faible. Pour palier & cette faiblesse, lestirntins ont mis I'accent sur ce que nous appelons
"capital social". Par définition, le capital social est Bemble des accords, des catégories, des valeurs qui
sont partagés par une collectivité et permettent la vie conarde gens différents. || permet une certaine
stabilité des rapports entre individus et entre groupes,aemtaine régularité dans leurs interactions, une
certaine prévisibilité des comportements. Le capitala@st donc une condition de maitrise des paramétres
fondamentaux de l'activité économique. Une enquéte de litosar le lieu de travail et/ou au domicile
d’'un demandeur de crédit peut révéler le degré du capit@lscondition sine qua none d’octroi de crédit
en matiere de prét groupé. La communauté intervient alonsrewune agence de notation de chaque membre
du groupe qui a alors intérét a préserver son capital social.

Pour un groupe ainsi constitué, le préteur va accorder ithaitlement aux membres du groupe des
crédits de financement. Pourtant, le groupe tout entier sarasle remboursement intégral des sommes
percues. A cet égard, les membres du groupe doivent sanetibemprunteur défaillant en cas de défaut
de remboursement pour dissuader de tels comportementsngiaient le groupe et I'acces au crédit. Une
sanction qui s'apparente aux pertes du capital social daildéift. La dissuasion au sein du groupe est alors
un mécanisme de renforcement de la coopération. Le coltdisdaasion d’'un défaut particulier peut étre
sans commune mesure avec le prét en souffrance, juste paraer la crédibilité des menaces et éviter un
effet domino.

Nous nous permettons de nous poser des questions : le madeletré prédécesseur, si bien présenté
logiqguement et articulé mathématiquement dans la regladeihcorpore-t-il vraiment toutes les spécifici-
tés des parties contractantes ? Devrions-nous apportes,aussi, notre vision pour gu'il soit ainsi ? Allant
du modéle de prét groupé de Osman Khodr et Francine dienengée contribution dans cet article est
d’explorer toutes les éventualités possibles et plausitples peuvent survenir aprés signature et réalisation
du projet de I'emprunteur afin de construire un modéle ra@boapable d’interagir avec son environnement
(interaction entre emprunteur et préteur, entre les ent@uous eux-mémes, les caractéristiques des emprun-
teurs a faible niveau de garanties matérielles, les exagede I'institution de microfinance pour pérenniser
a double sens l'activité de crédit).



Nous allons essayer d'apporter quelques éléments dess&pances questions en divisant cet article
en cing sections. La seconde section fixe les régles et eomsliissignées aux parties prenantes dans une
activité de crédit sous la dénomination commune d’hyp@hka section qui suit, qui constitue bien sOr
le coeur de cet article, présente la modélisation mathéomtile prét groupé. La quatriéme section met
en lumiére la discussion portée sur le modele de prét groumsé @nstruit. La derniére section concerne
la conclusion. Et c’est uniquement dans cette derniéreoseque nous allons répondre clairement a la
problématique posée.

2. Hypotheses

Si nous assimilons I'activité de crédit comme un double fEpété, d’'une part entre préteur et groupe
d’emprunteurs et d’autre part au sein du groupe, il est pagisable de définir des regles strictes pour que ce
jeu soit équitable et équilibré. Nous n'allons surtout patsex dans le vif du sujet concernant ce que nous
appelons "la théorie des jeux"”, loin de |a, mais seulemens moulons mettre sur la table quelques régles
de base. Ainsi, les hypothéses suivantes sont établieswusitecqcontrat de prét groupé soit apte a produire
les effets désirés des contractants.

— (H1) : L'IMF ne finance que les activités existantes. Toute deseatie crédit pour un projet nouveau
n'est pas recevable.

— (H2) : Les richesses brutes espérées, au tenepetant a I'étas, w:(s) = (w1(s), wa(s), ..., we(s))
des projets des emprunteurs sont indépendantes.

— (H3) : Le taux d'intérétr, (0 < r < 1) peut étre réduit & un taux faible pour un emprunteur qui entre
dans le cercle du bénéficiaire permanent (€talNotonsr ce taux d’intérét réduit pour un état= I de la
nature.

— (H4) [4] : Siles emprunteurs remboursent la totalité de leuésy I'échéance finale, chargé d’un taux
d’intérétr fixé au moment du contrat, ils bénéficieront automatiquerakatun d’eux d’un nouveau prét
d’une unité supplémentaire ou de la méme unité pour la pg¢sadrante.

— (H5) [4] : Si 'un des emprunteurs est en échec et si les autresespsucces, celui qui échoue n'ef-
fectue aucun remboursement, alors que ceux qui réussigsebbursent leurs part plus la part du membre
défaillant. Dans ce cas, chacun des emprunteurs en sugeéficiEra d’'un nouveau prét avec un autre parte-
naire et celui qui est en échec sera exclu pendpétiodes. La durée d'exclusiomst inférieure & (1 < 7))
puisque les membres du groupe non défaillants rembouis@arrt du défaillant.

— (H6) [4] : Siles emprunteurs, membres du groupe, n'ont pas oleoirs engagements de rembourse-
ment & la fin leur contrat, ils ne bénéficieront pas chacurxdiaun nouveau prét durafdt(T" > 1) périodes
suivantes. lls seront donc exclus durant ces périodes.

— (H7) [4] : Apres la phase d’exclusion, les exclus peuvent dereand nouveau prét et leur chance
dépend du nombre de demandeurs admissibles et de la limiterdiare d’emprunteurs dans le portefeuille
de prét de I'institution. Nous notons(0 < v < 1), la probabilité que leur demande soit acceptée la premiére
période qui suit la phase d’exclusion, alors que ~ est la probabilité que leur candidature sera reportée
pour la période suivante. Notons toutefois que la prokéhdfiobtenir un prét a la deuxieme période suivant
la phase d’exclusion est(1 — ~) , et ainsi de suite.

— (H8) : C’est uniquement dans le premier contrat que I'lMF tolere plus,d(1 < d < 3) défauts
partiels de remboursement moyennant une somme forfaiaieepénalité pécuniaire pour chaque défaut.
Si I'emprunteur dépasse le nomhi@e défauts autorisés, il sera exclu pendant un bout de tdDaps. le
cas contraire, une reconduction d’un nouveau prét de méheestera possible.



En tenant compte de ces hypothéses et de la logique que lebepr prévoit toujours son futur a partir
de son état présent mais non pas de son passé, nous modéksdifférents états possibles d’'un emprunteur
de prét groupé par une chaine de Markov.

3. Le modéle de prét groupé

3.1. Revue de la littérature

Le modéle de prét groupé dés son apparition chez la Banquaderaau Bangladesh, sous toutes ses
formes, a fait I'objet de diverses études. Armendariz eti@dIL1], Laffont et N'guessan [15] et Ghatak[10]
publiérent des articles qui étudient les effets des prégrdgpe comme moyen discriminant des entrepre-
neurs. Ces auteurs visent a résoudre le rationnement duemduésence d’'une sélection adverse en utilisant
la responsabilité conjointe des emprunteurs comme moy#aiif. [13] présente une solution pour résoudre
partiellement les problémes de la sélection adverse. Glfitd poursuit ses travaux en supposant que les
préts de groupe permettent d’obtenir I'équilibre de premémg si les entrepreneurs se connaissent entre
eux. Par contre, Armendariz et Gollier [11] ont montré que peéts de groupe n'ont aucun effet sur la
sélection des projets si les entrepreneurs ne se connigissen

Besley et Coate [18] et Conning [16] ont étudié I'effet descsimns sociales sur les probléemes d’'aléa
moral. A cet égard, les auteurs étendent les travaux de H@6feet [21] sur I'effet d’'une garantie morale
par opposition a une garantie financiére de Bester. De$egrinalysant les problemes d’aléa moral ont été
publiés respectivement par Ghatak et Guinnane [14], elit3t{9].

Une littérature importante de Osman Khodr et Francine Dipfjes’intéresse a la détermination de profit
intertemporel de prét groupé. Par rapport a cette étudexet@urants de la littérature existante, le modéle
de prét groupé que nous allons présenter ici constitue ueesrn, d’'une part, du modéle de prét groupé
de Osman Khodr et Francine Diener en ajoutant quelques @tatsemprunteur afin d’apporter plus de
souplesse au modéle existant, d’autre part, du modele denpigiduel [1], [4], [5]. Ce modéele est basé
sur le méme principe du prét individuel. Il s’agit du pringig'incitation dynamique au remboursement qui
consiste a renouveler le prét de fagon automatique poupfenteur remboursant sa dette a I'échéance. De
plus, tout comme le prét individuel, le modéle toldrééfauts partiels de remboursemehtq 3) et interdit
I'accés a un nouveau prét de I'emprunteur défaillant pendamcertain temps.

3.2. Objectif principal

Le modele de prét groupé permet aux institutions de microfiea

— de transférer la surveillance d'utilisation de crédit asembres du groupe. Ce qui entraine une forte
pression au sein du groupe qui signifie une exclusion des aimemprunteurs et une incitation des bons
emprunteurs. Tout cela concourt a minimiser le risque deuléfe credit;

— de pallier a I'exclusion financiére faute des suretés redigs des populations pauvres;;

— d'éviter le rationnement de crédit;

— d’'annihiler les problémes de la sélection adverse etal'aéral.

Le modele de prét groupé que nous essayons de construiieeci\apporter plus de souplesse que ce
soit du point de vue préteur qu'emprunteur.

3.3. La formation du groupe

Compte tenu de I'hypothése d’asymétrie d'informatiomdtitution de microfinance a du mal a choisir
les clients les plus rentables. Il est donc trés judicieulagser a la communauté des emprunteurs le pou-
voir et le droit de former des groupes d’emprunteurs danselechague membre du groupe ainsi formé a



intérét a ne s'associer qu'avec une personne qu'il conraafaipement bien. Autrement dit, les membres
d’un groupe donné sont proches, voire trés proches, lesesaudres. Faire partie d’'un groupe d’emprun-
teurs incombe pour chaque membre une responsabilité &pjpreEponsabilité conjointe”. Cette proximité
de chaque membre avec ses pairs et la responsabilité denpermettent de résoudre les problemes de la
sélection, de la mise en pool du risque de défaut de crédé kt thille optimale des groupes auxquels fait
face linstitution. Nous supposons, dans ce modeéle, quedepg est formé bien avant de la négociation
avec l'institution. Par contre, lors d’'un défaut d’'un memlinénéficiaire d'un crédit, le groupe est formé
lors de la négociation avec l'institution. L'institutioaje donc un double réle : un réle d’intermédiaire rela-
tionnel (faire rencontrer les survivants des contrats péside la période d’avant) et un role d’intermédiaire
financier.

Pour les emprunteurs a faibles suretés matérielles ou gansisuretés matérielles, le groupe est une
condition nécessaire et suffisante pour accéder au crédihaiecement. Avant la formation de groupe,
chaque emprunteur candidat est étiqueté emprunteur simpuusteur risqué. Ces types de membres
peuvent avoir un impact positif ou négatif au préteur. Inigaositif si le groupe permet de minimiser le
risque de défaut de remboursement (groupe constitué unieqgoar des emprunteurs sirs). Impact négatif
si le groupe est constitué des emprunteurs qui font unetiomasiachant a I'avance qu'ils ne rembourseront
pas. De ce fait, nous supposons que chaque emprunteur tlnnsgue lié a son projet qui le classera en
type sOr ou risqué, et celui attaché aux projets des aut@spt@ tenu de la stratégie d’incitation dyna-
mique, de la responsabilité conjointe, de la perte du degutdal et de I'hypothésEl1, nous supposons que
les groupes, clients de l'institution de microfinance, net sonstitués que des emprunteurs de type sdr. Si
non, les mauvais types (emprunteurs risqués) vont ameleues efforts pour pouvoir adhérer a un groupe
et bénéficier de crédit de financement. Nous supposons, deqile les projets et les revenus de chaque
emprunteur d’'un groupe donné sont indépendants. Dans Up@rbes projets sont supposés représenter le
méme niveau de risque.

Pour l'institution de microfinance, le groupe est une sgigtée diversification de risque. Comme les
projets des membres ne sont pas corrélés, I'hétérogéngtétgerche l'institution permet la mise en pool
du risque qui réduit le risque global. Cette hétérogénditééside pas dans le risque a priori qui porte sur
les projets, mais bien sOr dans le risque a posteriori quesr les projets et les interactions au sein du
groupe. Ainsi, les projets qui ont le méme risque a prioriveatl avoir, dans le temps et selon les états de
la nature, des réalisations différentes avec la cautiadacé a raison des effets de surveillance, d’audit et
d’exécution internes au sein du groupe. C’est dans cettgueptle micro-assurance que prend l'institution
de microfinance dans les groupes.

Notons toutefois que le prét de groupe ne prétend pas a néstouc les problémes d’information, mais
a réduire davantage ces problémes. Vu sous cet angle, ip@@me qu’'un groupe de coalition en vue d'un
défaut stratégique qui consiste a ne pas vouloir remboleg®ét alors que le résultat du projet le permet
puisse exister.

3.4. Modele de prét groupé a deux membres

3.4.1. Le contrat de prét proposé par l'institution

Nous supposons qu’avec le principe d’incitation dynami@ioieraction entre emprunteur et préteur, et
interaction au sein du groupe aussi), l'institution s'mtése a attribuer aux différents groupes de contrats
lui permettant de minimiser I'échec des projets de chaqua@mteur. Linstitution cherche donc a octroyer
a ses clients des contrats les mieux adaptés a leur situ@tdre les caractéristiques purement financiéres
propres a l'institution pour ses clients, chaque contraisiste a préter aux membres de groupe qui ont
remboursé la totalité des créances du préteur et a exclungédit ceux qui ont fait défaut. L'institution de
microfinance propose donc un cont€atr, ¢,i,7T’) ou :

—r est le taux d'intérét que I'emprunteur doit payer au titrdadeesponsabilité individuelle limitée ;



— g est le montant de la charge transférable que I'empruntdtiadquitter au titre de la responsabilité
conjointe pour la défaillance de son coéquipier;

— T est la durée de la phase d’exclusion en cas de défaillancewendembres du groupe;

—i est la durée de la phase d’exclusion pour un emprunteurlldétasachant que son partenaire en
succeés a honoré sa dette, avec T

3.4.2. Espace d'états et différentes transitions possible s des emprunteurs
3.4.2.1. Espace d'états

Par une chaine de Markd\X,,t > 1,t € T)) indexée par un parametteui décrit un sous-ensemble
T de N, définies sur un espace de probabilit®sI{, P) , et a valeurs dans un ensemiSleappelé espace
d’états de la nature. Nous représentons cet ensemble teguditdécrivent les différents états possibles d’'un
emprunteur comme suit :

S = {BhBQ;B37]13127AT3A(T71)7 s 7Ai7Ai717 s aAl}' (1)

Aprés avoir formé un groupe constitué de deux emprunteerss-ci se placent dans I'état' qui est
I'état initial du systéme ou les membres de groupe demarmantla premiére fois un contrat de crédit de
financement de leur projet, ou aprés une phase d’exclugsemimémbres d’'un nouveau groupe demandent
leur réintégration dans le systéme. Au moment de la sigaaturcontrat de prét entre l'institution et les
membres de groupe, les emprunteurs bénéficiaires de chadigent de statut en passant a I'éat L'état
B; représente donc I'état d'un bénéficiaire de prét avec saerpare.

Etant & I'étatB;, trois cas de figures peuvent se présenter : soit chacun aebneedu groupe rembourse
la totalité de la dette (remboursement global effectif}t kan des membres fait défaut et I'autre en succes
rembourse, en une partie ou en totalité, la dette du growiteles deux emprunteurs font simultanément
défaut. Dans le premier cas (les deux emprunteurs qui saua®s remboursent effectivement leur dette),
le groupe de deux emprunteurs passent a I'Btafjui représente I'état d’'un bénéficiaire de prét avec le
méme partenaire de la période d’avant. Cet état regroupdésigroupes bénéficiaires de crédit ne faisant
aucun défaut de paiement durant la premiéere période deatoBtans le deuxiéme cas, I'emprunteur en
succes poursuit son activité de prét en passant a IFgtat mettant avec un autre partenaire de la période
d’avant pour former un nouveau groupe. L'éfag représente donc I'état dans lesquels les emprunteurs
en succes et ne faisant pas défaut de la premiére périoderibdas nouveaux groupes. Le partenaire en
échec qui sera exclu pendanpériodes atterrira a I'état’. Ce dernier représente I'état d’'un exclu pour
lesi prochaines périodes de prét, aves T du fait de remboursement effectué par son partenaire. Dans
le dernier cas, les deux emprunteurs défaillants seromigpendant” périodes et atterriront a I'état”.
Létat AT représente I'état d'un exclu pour I&sprochaines périodes de prét. En cas de défaut partiel de
remboursement, deux cas de figures peuvent encore se gréseait I'un fait défaut et I'autre rembourse
sans faire défaut , ou soit simultanément les deux font d&fe@mprunteur qui fait défaut partiel reste dans
I'état B, avec un autre partenaire de méme type que lui tandis que liemgur ne faisant pas défaut passe
a I'état B3 en formant un groupe avec un autre partenaire de la périadamt. Dans le cas ou les deux
emprunteurs font simultanément défauts mais arrivent ®oemnser I'intégralité de leur dette a I'échéance,
le groupe de deux emprunteurs reste a I'état Ces cas illustrent la tolérance que prévoit notre modéle en
cas de défaut partiel de remboursement (Hypoth&e

A I'état By ou a I'état B, aucun défaut de remboursement n’est toléré. Les empmsntiédaillants
atterriront soit & I'étatd? du fait de remboursement effectué par son partenaire esusoit a I'étatd” .

Par contre, les emprunteurs en succes passent soit all était a I'étatls. L'état I; représente 'état d'un
groupe d’emprunteurs composé uniqguement des mémes medwlapériode d’'avant. Quant a |'état,

il regroupe les emprunteurs en succes des @&atst B; dont leurs partenaires de la période d’avant sont
exclus.A’ représente I'état d’un exclu pour Igprochaines périodes de prét, ayee {1, 7 —1,...,i,i—
1,...,1}.



3.4.2.2. Différentes transitions possibles des emprunteurs

Supposons que chaque emprunteur en succes rembourse tsatigréance. Le montant de rembour-
sement s’éleve &+ r pour un emprunteur. Ce qui signifie que nous avons donc unaersément total de
2(1+r) pour le groupe de deux emprunteurs. Suite & ce remboursdesgdeux emprunteurs bénéficieront
d’un nouveau contrat de prét de méme montant ou d’'un montguéreur au premier contrat. Dans le cas
ou I'un des membres du groupe est en échec et qui ne pourrtapliface a ses engagements pour payer sa
dette, son partenaire en succées payera a sa place la sgramaison de la responsabilité conjointe. Ainsi,
le partenaire en succes acquittera au total une somrherde+ g.

Pour un couplé X}, Y;) qui se met ensemble a&M€période de prét, les tableaux qui suivent repré-
sentent les résultats possibles a I'échéance des emprsiatainsi que leurs différentes transitions possibles.

Tableau 1. Résultat et transition possibles a I'échéance de la presrmpériode

X Y DéfautX;, | DéfautY, | PaiementX, | Paiementy | X111 | Yiaa
Succes| Succes] d=1 d=0 1+7r 1+7r B, B;
Succes| Succes d=0 d=1 1+7r 1+r Bs B;
Succes| Succes] d=0 d=20 1+7r 1+r Bs By
Succeés| Echec d=1 d>4 1+r+q 0 B; A’
Succeés| Echec| d=0 d>4 1+7+gq 0 B3 A
Echec | Succes| d>4 d=1 0 14+r+gqg A’ B
Echec | Succés| d>4 d=0 0 l1+7r4+gqg Al Bs
Echec | Echec d>4 d>4 0 0 AT AT

Tableau 2. Résultat et transition possibles a I'échéance de la deuxigémniode

Xpt1 Yiy1 | DéfautX,., | DéfautYy,; | PaiementXy; | Paiement; ;1 | Xpio | Yiio
Succés| Succes d=0 d=0 1+7r 1+7r I I
Succes| Echec d=0 d>4 14+r+gq 0 I, A
Echec | Succes d>4 d=0 0 l+r+gq Al I
Echec | Echec d>4 d>4 0 0 AT AT

Tableau 3. Résultat et transition possibles a I'échéance de la troisigériode

Xkto Yiio | DéfautXy o | DéfautYy o | PaiementX; o | Paiementt o | Xxts | Yits
Succes| Succes d=0 d=0 1+7r 1+r I I
Succes| Echec d=0 d>4 14+7r4+q 0 I Al
Echec | Succes d>4 d=0 0 14+r+g A I,
Echec | Echec d>4 d>4 0 0 AT AT

3.4.3. Probabilités de transition, matrice de transition e t graphe de Markov
3.4.3.1. Probabilités de transition

Nous attribuons a notre modéle de prét groupé de chaqueedtiarsition possible d’un emprunteur les
probabilités ci-apres.

A l'état initial A', et avant d’accorder un prét aux membres du groupe, I'IMEgue a I'étude minu-
tieuse du dossier de chaque emprunteur et estime par lausgitgrobabilitéx de réussite future de chaque
projet de I'emprunteur candidat. Aprés avoir estimé cettbabilité, 'IMF prend sa décision d’octroi de
crédit par le biais d’'un parameétpg avech = £ o £ 1 (voir [1]). Comparé celui-ci aux valeurs-seuils

1—a?

subjectives fixées selon la politique de I'agence, deux eawent se présenter. Soit, chaque emprunteur



candidat membre du groupe atterrit dans I'éi&t avec une probabilité de transition (P41 5, = 7),
ou~y = 1-— % A # 0, soit, le groupe d’emprunteurs reste dans I'éddtavec une probabilitd — ~
(Pa1,41 = 1 — 7). Cette probabilitéy, une fois déterminée, pour chaque emprunteur et pour tmge

t € T, est unique jusqu’'a ce que I'emprunteur sera exclu de Videtde prét. Comme il s'agit d’'un prét
groupé, le groupe sera formé de deux types d’emprunteurgrdlzabilité de réussite du projet de I'un est
a; et celle de l'autre est,. En gardant I'indépendance des projets des emprunteugs, ®tpposant qu'il
existe toujours deux emprunteurs ayant le méme profil avegpuobabilitéa, alors un emprunteur de ce
profil peut toujours trouver un partenaire du méme profil quedbur constituer, ensemble, un groupe. Ce
qui revient a dire que nous attribuons aux deux emprunteugsméme probabilité, pour simplifier les
calculs qui vont suivre. Nous pouvons toujours considéuengpeut étre la moyenne arithmétique des deux
probabilitése; etas.

Arrivant au terme du contrat dans I'ét&Y, I'emprunteur présentant un défaut partiél € 3)) reste
dans cet état avec une probabilité(Pz, 5, = o'). Lemprunteur en succes, sans faire défaut, passe a I'état
By avec une probabilité de passag¥(1 — a) (Pp, 5, = a"(1 — «)). Si 'un des membres fait défaut et
n’effectue aucun remboursement, il sera exclu avec uneapitité o' (1 — ) (Pp, 4: = o!(1 — )). Sile
groupe de deux emprunteurs fait défaut, la probabilité eeclusion esfl — a)? (Pg, 47 = (1 — a)?). La
probabilité de la réussite du groupe ne présentant aucanidE remboursement de I'état vers I'étatB,
esta” (]P)Bl_’32 = ah).

En quittant I'étatB,, 'emprunteur passera a I'un des quatre états suivfhtsl,, A*, AT} assignés
respectivement aux probabilités suivanfgs, 3(1 — 3), 8(1 — 8), (1 — B)*}(Ps,.1, = B, Pp,.1, = B(1—
B),Pp, ai = Bl — B),Pg, ar = (1 — B3)?). De la méme fagon, en quittant I'état;, 'emprunteur
devra passer a I'un des quatre états suivdihtsl,, A°, AT} dont les probabilités de passage d'un état a
un autre sont respectivemeftt(1 — ), 6%,6(1 — 6), (1 — 0)?}(Pp,,1, = 0(1 — 0),Pp, 1, = 62, Pp, 4s =
6(1 —0),Pp, ar = (1 —0)?).

Etant a I'état d’inclusion financiére= {I, I}, 'emprunteur reste efy avec la probabilit®;, ;, =TI
ou enl, avec la probabilitd®;, ;, = A”. Le changement de partenaire en vue de former un nouveapegrou
entraine le déplacement de I'étht vers I'état], avec la probabilitéP;, ;, = I'(1 — I'). Par contre, le
maintien des mémes membres du groupe ne faisant pas défengtpe déplacement du groupe de I'éfat
vers 'étatl; avec la probabilit®;, ;, = A(1—A). Les probabilités d’exclusion financiére des emprunteurs
dans I'étatl; sont respectivemedtP;, 4: = I'(1 —T'),P;, 4= = (1 —T')?}. En ce qui concerne 'étdt,
ces probabilités sont respectiveméRy, 4. = A(1 — A), Py, 47 = (1 — A)?}

Deés que I'emprunteur atterrira dans I'un des états ferfués A}, il y restera pendantou T' périodes
selon le cas. La probabilité d’'un état fermé a un autre étaideest del (P4i 4i-1 = 1,Pyr 471 = 1),
c’est-a-dire, en un mdt 4, = 1, pour toutj € N.

3.4.3.2. Matrice de transition

Définition 1. Etant donné une chaine de Mark@¥,;, ¢ > 1) définie sur I'espace probabiliséX(F,P), &
valeurs dansS, nous lui associons une matrice appelée matrice de tramsitiotéeP = p(z,y) pour tous
x,y € S, dont les coefficients(x,y) = P[X2 = y|X; = «], sont les probabilités de transiter de I'état x
vers I'étaty.

Ainsi, la matrice stochastiquB de la chaine d'un état a un autre de notre modéle se présentaeco
suit :



al ol ah(1-a) 0 0 1-a)? 0 al(1—a) 0
0 0 0 g2 BA-B) (1-5)* 0 pL-B) 0
0 0 0 (1 —0) 62 (1-0)2 0 o(1—0) 0
0 0 0 2 Tra-r (1-12 o r(1-T) 0
0 0 0 A(l—-A) A? (1-A)2% 0 A(1-A) 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
P = .
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0o - 0 1
N0 0 0 0 0 0 - 0 1—~

Cette matrice de transition résume toutes les proportiert®déficiaires et de demandeurs de prét dans
les différents états de la nature. Calculer la puissare cette matrice revient & expliciter le comportement
asymptotique de la chaine de Markov de prét groupé. Nouspuaens alors les questions suivantes :

— quel est son comportement a long terme lorsque la diswibirtitiale est arbitraire ? ;

— pour une distribution initiale donnée, la chaine de Martte\prét groupé est-elle en régime station-
naire ?
Les réponses a ces questions ne feront pas I'objet de adearti

3.4.3.3. Vérification des aspects stochastiques de la matrice de transition

A noter que la matrice de transition que nous venons de pErsest appelée aussi matrice stochastique
parce que ses coefficients sont tous compris éngttd et la somme des coefficients de chaque ligne vaut
c’est-a-dire, pourtous, s € S, > ¢ P(z,s) = 1. Side plus, les sommes des toutes les colonnes vérifient
aussi cette propriété, la matrice de transition est biststtue. Mais ce qui n'est pas vrai en général pour
les colonnes. Ainsi, nous allons vérifier que la matrice dedition de prét groupé ci-dessus a bel et bien les
caractéristiques d’'un processus stochastique. Pourrzala,allons sommer toutes les lignes de la matrice.
Nous avons :

d+ah+a(l-a)+a(1-a)+(1—-a)? =2a'+2a" —alal +a”) —2a+a%+1
=20 —2a0—a2+a?2+1 ;
=1

B+BA-B)+(1-p)2+B(1—-8) =p*+-—-28+52+8-5+1
=28 28+ 82— B2 +1 :
=1

2+01—-0)+(1—-0)2+01—-0) =0>+0—-0%>—-20+60>+0—-06%+1
=20 — 20+ 6% — 6>+ 1 ;
=1

P4+r1-0+1-0)22+T(1-T) =I2+T-T2-2+IM2+T-T2+1
=0 -2l +T12-T%+1 ;
=1

A2+ AQ-A)+(1-AP2+AQ1-A) =A2+A-A2-2A+AZ+A-AZ+1
=20 —2A + A7 - A? 41 ;
=1



y+l-v =y—-7+1

3.4.3.4. Graphe de transition

Cette représentation matricielle de la chaine de Markowréeguoupé nous conduit a la représentation
graphique ci-aprées qui a I'avantage d’étre plus lisibleoshpréhensible.

Définition 2. Etant donnée une chaine de Marko¥;);>1 définie sur I'espace probabilisé?, F,P), & va-
leurs dansS, le graphe de la chaine de prét groupé est le graphe constpaéitir de la matrice de transition.
Ainsi, les sommets sont 'ensemble des é$ats {B;, By, B3, I1, I, AT, AT-1 A" A1 A}

et les arétes avec orientations au dessus duquel nous ésrigs probabilités de transition représentent les
transitions possibles d'un état vers un autre.

Le diagramme ci-aprés représente donc le graphe de la ctiaiMarkov associé au modéle de prét
groupé.

Figure 1. Diagramme de transition de prét groupé

Etat initial

s
1—A)2

B(1-B)

Rappelons que = o! + o’ et quea” > ol

3.5. Les contraintes imposées aux variables du modéle de prét groupé

Comme il s’agit d’une extension du modéle de prét individles contraintes des précédents articles[1],
[4], [5] sont toujours valables et reprises avec une cestaindification pour mieux adapter au modéle de
prét groupé.

Soitu(s) la somme empruntée de I'entrepreneur a I'état S de la nature. Supposons gue cette somme
réalise au bout d’'une année d’exercice comptable un castfladi’; (s) au temps et & I'états de la nature,
en cas de succeés de son projet. Sgita probabilité de succés du projet de I'entrepreneur. Gehua former
un groupe avec un entrepreneur partenaire dont la protéadhdiréussite est,. Le gain espéré au cours d’'un
exercice comptable, d’'une unités) prétée, en tenant compte de sa consommation incompregsiier
le premier est :

Erg= onoa(Wi(s) = (1474 0C)) + ar(l —az)(Wi(s) = (1 +7+C+q))
=a;(Wi(s) —(14+r+C)— (1 —a2)q)

Remarquons que la quantité — «3)g converge vers zéro lorsque la probabilité de réussite de son
partenaire est trés proche deAinsi, I'espérance de gain est une fonction croissanteerDe ce fait,



un entrepreneur-emprunteur préfére toujours se mettrer@rpg avec un partenaire plus sdr. Dans une
communauté d’emprunteurs, ce type d’entrepreneur, nqueosens, existe toujours. Alors, nous pouvons
supposer gu’'un groupe d’emprunteurs est d’ores et déjditisgle partenaires de méme type. Ceci nous
permet de dire que nous pouvons considérer la méme prdBatslisucces des projets d’'investissement des
entrepreneurs. Par voie de conséquence, I'équation siidekevient :

Erg=a(Wi(s) = (1+7+C) = (1-a)g)

3.5.1. La contrainte de rationalité individuelle

Dans un contrat de prét groupé, la responsabilité conjdigd¢eau contrat incombe qu’'un membre du
groupe n'est a I'abri du montant de la charge transférabkodeartenaire. Ainsi, le seul moyen d’échapper
a cette sanction financiere est d’avoir un partenaire ave@tuobabilité de réussite égalé .aDans ce cas, la
contrainte de participation n’est autre que celle du modeélerét individuel (c’est-a-diré;(s) > 1 + r).
Mais, en matiére de prét groupé, cette supposition est peeisapossible. Alors, pour mettre l'institution
de microfinance a I'abri de risque quel qu'il soit, la conttaide participation doit prendre en compte la
situation probable d’'un partenaire d’étre en défaut derpaig. Par voie de conséquence, et en supposant
que la richesse brute espérée dans I'état S de la nature, d’une unité investie, 88 (s), (W;(s) > 0)
positive en cas de succes et nulle sinon, la contrainte dieipation se présente comme suit :

Wi(s) 214744

3.5.2. La contrainte de continuité

L'activité de l'institution de microfinance n’est pas undigté saisonniere du fait qu’elle constitue un
levier trés important pour réduire la pauvreté. Elle se daitc de pérenniser son activité par tous les moyens
qui ne pénalisent pas trop ses partenaires. Dans ce cadrenité prétée qui nécessite non seulement beau-
coup de temps mais aussi un déplacement fréquent coltesitagine certaine sommePour pérenniser
I'activité de prét, le montant de remboursement espéréadaitrir le colt du prét. Ainsi, la contrainte de
continuité en résulte :

al+r)+al—a)g>1+4+=2

3.5.3. La contrainte d’empéchement de stratégie de défaut

L'activité d'octroi de crédit est une activité a risque, neod haut risque. Or, tous les agents économiques
gue ce soit préteur ou emprunteur sont "riscophobes" oseseu risque. De plus, le risque moral survient
toujours lorsque les états de la nature et les actions etfoadmportements des emprunteurs sont impre-
visibles par I'institution. Notons que ce qui est obsereadnll terme d’un contrat, c’est le fait qu’un défaut
de remboursement suite a un échec du projet peut se proBairs. ces conditions, l'institution cherche
toujours a mettre en eouvre un mécanisme par lequel elleqoentincre 'emprunteur a honorer ses en-
gagements. Comme il s’agit d’'un modéle de prét groupé, dtexine relation d’arbitrage entre le partage
des risques et les incitations. Alors, afin de contraindmaprunteur a payer sa dette lorsque sa situation le
permet, le refus par l'institution de renouveler le conénatcas de défaut de remboursement peut influencer
les incitations des emprunteurs a produire de la prévedaos la gestion du crédit. En conséquence, le colt
d’opportunité du refus de renouvellement pgprochaines périodes doit étre largement supérieur au gain
de non remboursement.

SoientA = {AT, AT=1 A" AGC-D A et B = {By, By, Bs, I, I,} deux sous ensembles
de S. Etsoit A’ = {A?, AU~V ... A'} un sous ensemble dé (A’ € A). Selon la situation de chaque
membre du groupe, plusieurs contraintes d'incitation sombposer sur un emprunteur pour le dissuader
d’'une stratégie de défaut. Les contraintes concernentviestéalités suivantes : "avoir un partenaire qui
déclare a son homologue son succés" ou " avoir un partendidg&glare a son homologue son échec”. Dans



ces deux éventualités, I'institution minimise le risquedddaut en insistant a présenter pour chaque nou-
veau contrat I'incitation dynamique. Supposons qu’un geode deux emprunteurs est constitué a l'instant
k. Notons (X, Yi) ce couple d’emprunteurs. Ainsi, les contraintes d’empéunt en vue d’inciteX a
rembourser sa dette sont :

1) Supposons qu& déclare son échec et qliedéclare son succées. Dans ce cas de figkirétant
défaillant est incapable de rembourser sa déften’'a rien donc versé a son agence de microfinance. Par
contre, le remboursement d’un montantlde r de la part d&” est sOr. Mais suite a la défaillance de Y
doit débourser la sommgplus sa part pour honorer la dette de son partenaire. Paégoest,X sera exclu
de l'activité de crédit poui périodes. La contrainte d’'empéchement de la stratégie fdetdgorrespondant
a cette situation se présente alors :

Wi(s)— (1+r+C)+dV'(se€ B) > Wi(s) +dV'(se A)
OuC représente la consommation incompressible taux d’actualisationly’ (s € B) le profit net futur
espéré d'un bénéficiaire d'un prét,1ét(s € A’) est celui d'un exclu pour périodes.

2) Supposons qu& déclare son succes et gliedéclare son échec. Dans ce cas de fighirétant
défaillant est incapable de payer sa detten’a rien donc versé a son agence de microfinance. Par consé-
guent, le remboursement dés’éléve a un montant équivalent tle- » + g. Ce montant incorpore la charge
de dette imputable ¥. Si X ne débourse pas la somme sus-mentionnée, le groupe de digunrgeurs
sera exclu de l'activité de crédit podr périodes. La contrainte d’empéchement de la stratégie deitdé
relative a cette situation se présente alors :

Wi(s)—(1+r+C+q)+6V'(s€ B) > Wi(s)+dV'(s e A)
OuV’(s € A) représente le profit net futur espéré d'un exclu gbyrériodes.

3.6. Le Profit espéré pour un emprunteur de prét groupé

Comme il a été déja dit, nous avons considéré de prime aberdltague groupe, client de I'institution,
est composé de deux emprunteurs. Ces derniers sont identiguniveau de risque encouru de leurs projets.
Cette ressemblance au niveau de risque nous permet d’esaighaque emprunteur une probabilité unique
« de réussite de leurs projets. Dans cette sous section, Hons essayer de déterminer le profit d'un em-
prunteur qui contracte un prét groupé. Pour y arriver, ndoasicalculer au premier temps I'espérance de
son profit d'investissement pour une période et ensuites nalculons I'espérance de son profit intertempo-
rel compte tenu d’une dynamique d’incitation conduisantemouvellement automatique du prét en cas de
remboursement effectif de la dette. La détermination delees profits se font en respectant les regles bien
définies dans la section 2 de cet article.

3.6.1. Profit d’'une période d'investissement

Nous savons bien qu’un entrepreneur-emprunteur, chefndiddaque ce soit une femme ou un homme,
doit nourrir et entretenir sa famille du minimum vital. Lasgonibilité courante du revenu a consommer
commande ses actions et ses comportements qui auront,usamsdoute, un impact important dans la réa-
lisation de son projet. C'est la raison pour laquelle, iligtortant d’introduire dans le modéle la variable
relative aux dépenses courantes familiales de I'emprun@=ivariable, noté€’, est la consommation in-
compressible du ménage de I'emprunteur. Ainsi, si nougatins une probabilité de réussite future de
son projet, I'espérance de son profit d’'une période d'insssinent est :

E,=a(Wi(s) —(1+r+C)—(1—a)g)

Rappelons que cette espérance de profit est une fonctiossameée erv. Ce qui signifie que si la valeur
de« est grande, plus la quantité — «)q est négligeable. Cette équation met en exergue la castm{és
d’'un contrat de prét groupé ou la responsabilité de remeoest est a la fois individuelle et collective.
Individuelle si la quantitey = ¢(1 + r) = 0 qui est le montant du remboursement de son partenaire.



Ou¢ (0 < ¢ < 1) est le degré de risque du projet de son partenaire. Dans céecesntrat de prét
groupé s’identifie au contrat de prét individuel si I'ingtibn pratique le méme taux d’intérét pour ces deux
contrats. Collective si a valeur trés élevéejdgui signifie quey # 0, 'emprunteur en succes acquittera au
terme de leur contrat sa part de remboursement et celle desstamaire. Dans ce dernier cas, le contrat de
prét individuel est plus rentable que celui du prét groupésddypothese, bien sir, de pratiquer le méme
taux d’intérét. De ce fait, pour éviter ce genre d'arbitragee promouvoir I'accés des populations les plus
démunis au crédit de financement, nous sollicitons la pratdu taux d'intérét différent pour ces deux
contrats de prét.

3.6.2. Profit total espéré

La stratégie d'incitation dynamique prévoit le renouvelént automatique de prét en cas de rembourse-
ment. Par contre, la défaillance colte aux emprunteursxasteston financiere, soit podpériodes selon le
cas ou un partenaire est en échec, soit goperiodes selon le cas ou les deux emprunteurs sont tous deux
en échec. Ainsi, pour un emprunteur qui a signé un contrat&egpoupé, pour tout instantnous pouvons
évaluer son profit total espéré. Pour cela, nous définissmmfomctionf : S xS — R, telle que :

Wf() (1+T+O+(p*d)) Si(I,S)—(Bl,Bl),d—laS
Wi(s)— (1+7+C) si(z,s) = (Bi,Ba),0u(By, [) k = 2,3
_ () (1+T+C+q) Si(x,s) (BlaB3)70u(BkaI2)k 213 2
flz,s) = Wi(s)— (14+74C) si(s) = (loh) k=1,2 @)
() (1+T+C+q) S|($,S)—(Ik,[2),]€:172

Ou f (=, s) décrit le profit de passage d’une période d'investissemeiiiétht z vers I'états de la chaine,
pour tousr, s € S. Et7 est le taux d’'intérét réduit d’'un bénéficiaire arrivant agtomire une relation stable
de confiance avec l'institution de microfinance (avec r).

La fonction f(z, s) décrit les situations des membres du groupe. Compte tena alité, nous sup-
posons dorénavant que si les deux membres du groupe préseesedifficultés de remboursement et font
simultanément! défauts partiels de paiement et que I'un deux déclare scecéokal, le partenaire en dif-
ficulté sans déclarer son échec abandonne aussi pour évitealge de transfert. Ainsi, le groupe de deux
emprunteurs sera exclu. Le premier cas indique que soitdes emprunteurs font défauts partiels, soit
I'un des membres les fait. Dans ce cas, la sanction imposdénsitution est, outre la pénalité pécuniaire
p de retard de remboursement, le renouvellement du contrat ygo méme montant de crédit de la pé-
riode d’avant (les emprunteurs présentadéfauts de remboursement restent donc a son état). Le deaixie
cas regroupe les groupes d’emprunteurs qui ne font aucawidéé remboursement en gardant les mémes
membres du groupe de la période d'avant. Le troisieme categirete comme suit : I'un des membres du
groupe fait défaut et l'autre qui ne fait pas défaut se ségarson partenaire et passe a I'état suivant pour
former un nouveau groupe. Ce qui incombe a I'emprunteur ecésula charge de payer la dette de son par-
tenaire pour pouvoir rester dans le systéme. Le quatriesestasimilaire au second cas a une nuance pres
du fait que, a ce stade de relation, les emprunteurs pougrarttuellement bénéficier d’un taux d'intérét
réduit. Le dernier cas est semblable au troisieme cas aisssi#érence du taux d’intérét pratiqué.

Les méthodes de calcul et le raisonnement mathématiqudgdétermination du profit total espéré en
matiére de prét groupé sont tres trés semblables a ceuxtadgividuel. De ce fait, nous allons emprunter
certains contenus des articles des auteurs sus-référfdicpl, [5]. Pour mieux expliciter les démarches
nécessaires qui nous meéneront aux équations du profit péré& nous allons énoncer la propriété de
Markov. Pour cela, nous faisons appel & la notion de tribegirdbabilité conditionnelle & une tribu. Etant
donnée une variable aléatoire markovietiheéfinie sur(2, ), nous utiliserons la notation classiqueX )
pour la sous-tribu d& engendrée pak, plus particulierement, pour tout> 1, nous utiliserons la notation
F, = o(Xy,...,X:). Alors (F;,t > 1) est une suite croissante de tribus qui porte le nom de fitrati



naturelle ou canonique s(®, F, P). Pour un tempsfixé, F; représente I'information disponible a I'instant
t.

Définition 3. : Soit (X,¢ > 1) une chaine de Markov définie sur un espace probab(lisé&, P), et soit
F, = o(Xy,...,X;) dansF la tribu des événements déterminés pay, ..., X;. Une variable aléatoire
7:Q — NU{+oo} est appelée temps d'arrét & < ¢} € F,, pour toutt € T dansN. A chaque instant,
nous savons si est survenu.

Soit B = {By, By, I} € S, le temps du premier passage de la chainggar

j t>1/X, € B} siunteltexiste
TB:{an{ =z / t } (3)

+oo  siX; ¢ Bpourtoutt > 1

est un temps d'arrét, parce qf{ies < t} = U!,_,{X,, € B} € F,. 75 est donc le premier instant ou
la demande de crédit de financement de 'emprunteur esti@ecppur étre un bénéficiaire de crédit pour la
premiéere fois. Sachant toutes les valeurs passées jusigugast (y compris la valeur dé&;), la chaine se
comporte & partir du temgscomme une nouvelle chaine de Markov issuekde

Définition 4. : SoientB = {Bi, B2, B3, I1, I2} etP une matrice de transition su$, nous disons que
(X:, t > 1) une chaine de Markov sur un espace probabili3éF, P) par rapport & une filtrationf;, ¢ > 1)
si c’est un processus adapté a cette filtration tel que nowmswP(X,; € B/F;) = P(X;, B), avec
P(x, B) = .5 P(x,s), pour tousz, s € S.

Proposition 1. : SoientB = {By, By, B, I1, I} € SetA = {AT, AT-1 A" AG-D ... A} e S,
Soit (X;,t > 1) une chaine de Markov par rapport a la filtratidfy, ¢ > 1), alorsP(X;; = B/X; =
A,..., X1 =A)=P(A,B).
En effet,
]P’(Xt_,_l = B/Xt = A, . ,Xl = A) =E E(l{Xt+1:B}1{Xt:A,...,X1:A}/Ft))

Xi=A,.. x,=AE(Lyx, =B} /F¢))
Xi=A,...x,=A}P(4, B))

-

Proposition 2. : Propriété de Markov forte SoitX;,# > 1) une chaine de Markov de matrice de tran-
sition P par rapport a la filtration ;,t > 1), alors E(f(X,1t,m > 0)F;) = ¢(X;), aveco(X) =
Ex (f(Xmt1,m > 0)).

Nous écrivons souvent cette relation sous la forfdef:( X,,,++,m > 0)/F:) = Ex, (f (Xm+y1,m > 0)).
Soitm un temps d’arrét par rapport a la filtratiof,(¢ > 1), avecF; = o(X1, ..., X;). Ce qui signifie
que pour tout entier, {m < ¢} est un ensemble d& ou de fagon équivalentern = ¢} est un ensemble de
IF;. Nous supposerons, de plus, @en < +oo) = 1.
Nous allons donc identifier la loi de la SUit&,,, 11, Xym+2, - - -)m>0. Pour cela, nous devons calculer,
pour toute fonction positivg : E(f(Xm+1, Xm+2 - - -)/Fm)-
Or nous avons :
E(f(Xm+1, X2, )/Fm) =B 51 Lim=i} f(Xmt1, X2, .. .) /F)
221@1 E(1gm=ryf (X, Xit1,--.)/F)
Nous notons quém = k} estdand, et quef (Xx41, Xx12, .. .) €stune variable aléatoire indépendante
delF;, et nous en déduisons que :
E(f (Xmt1s Xinvos o) /Fm) =201 B(lpm=ry f (Xk, Xig1, - ) /Fr)
:Zk21 P(m = k)E(f( Xk, Xkt1,--.)/Fr)
=(k>1 Pm = B))E(f (X1, ..., X¢)/Fy)
=E(f(X1,..., X¢)/Fy)



Ceci prouve que la suiteX,,, 11, Xm+2, - . .)m>0 @ la méme loi que la suiteXs, ..., X;) et nous pou-
vons donc en déduire que la suit&,,, 1, k > 1) ala méme loi qué Xy, k& > 1).
A présent, pour chaque trajectoif&,,+1, Xyn+2, - - -)m>o0 de la chaine de Markov, nous définissons :
F( Xy, Xing1se01) = 25y St=m=Lf(Xy, X¢41)[5)
En effet,
F(Xmy1, Xmyo, o) =f (X1, Xony2) + 0F (Xonyo, Ximys, - - 2)
=f(Xm, Xmt1) + 6(f(Xt1, Xing2) + 0F (Xpg2, Ximgs, - 2))
=f(Xint1, Xmg2) + 0f (Xint2, Xings) + 0°F (Xg3, Xmsa, -+ )
f( mt1s Xmt2) +0f (Xns2, Xing3) + 02 f(Xont3, Xinga) + O F(Xpnia, Xonyss -
=1 0T (X X))
Notons queF’ et f sont bien définies et bornées et que la sgrjg. , 5* est convergente puisque le taux
d’actualisationy est compris entré et 1((0 < § < 1)). B
Nous définissons finalement le profit total espéré au tenepsa I'états € S de la naturd X; = s) par
V/ : S — R, tel queV/(s) = E[F(X¢, Xii1,-- -, /Fi, Xp = 8)].
En effet, soitm un temps d'arrét par rapport a la filtrati¢f;, ¢t > 1). {m = ¢} est un ensemble de,.
Si nous notons quém = k} est dan&}, et queF' (Xj41, Xk42,...) €stune variable aléatoire indépendante
deFy, nous avons vu queX,,+1, Xpm+2; - - -)m>o0 €t (X1, ..., X;) ontla méme loi.
De ce fait, le profit total espéré, en partant de I'étall tempg s’exprime ainsi, poum > 1 :
Vi(s/z) =E[F(Xm, Xmi1,---/Xm =2)/Fp]
:Zk21 IE(]P’(m = k)F(Xk,Xk+1, ce /Xk = m)/IE"k)
:(Zk21 P(m = k))(E(F(X1, X2,..., X/ X1 = 2)/Fy))
:E(F(Xl,XQ, e ,Xt/Xl = l‘)/Fk)
=Vi(s/x)
Corollaire 1. D’apres ce qui précéde, la suite de variableX,,+1, X,,,12,...)m>0 @ la méme loi que
la suite (X1, Xo,..., X;). Nous pouvons donc en déduire que la valeur du profit totaéésid (s/x) au
tempst et a I'états sachant que la chaine démarre a I'étaest égale a sa valedr; (s/z) au tempg = 1
(cest — — direV/(s/x) = Vi(s/x)), et ce pour tout état € S de la nature.

3.6.2.1. Calculs du profit espéré pour chaque état s € S

D’aprés le corollaire X), le profit total espéré a I'état de la nature, pour tout instant s’obtient en
calculant la valeur du profit] (s/«) au tempg = 1 pour tout état € S de la nature.

Calcul du profit espéré au tempst = 1

Au vu des résultats précédents, nous avons :
VII(S/.%') = ]E((f(Xl,XQ) + 6F(X2,X3, e /X1 = ,T))/Ft)
En appliguant I'espérance conditionnelle et la propriéé/tdrkov, nous obtenons :

Vi(s/z) = 3, cs(f(z,8) + 0V{(s/x)) * Py
AvecP, , = P((X,11 = s/X; = x)) est la probabilité de passage, en une étape, de £étd®tats.

Expression du profit espéré pour chaque état d’'un emprunteur

Dans cette partie, nous nous intéressons au profit espériglirel du groupe d’emprunteurs. Nous allons
étudier alors cas par cas les transitions possibles d’'umdesbres du groupe d’emprunteurs.

Rappelons qué3 = {B;, By, I}, I} et A’ = {AT ATV A} et A" = {A" A1 ... A},
pour déterminer la quantié/(s/x) pour tous §,z) € BU A’, avecA” € A’ cinq cas de figures peuvent
se présenter :



1) Pour {x = B}, deux cas peuvent se présenter :
- Premier cas: Si I'emprunteur et son partenaire font simultanémentutédae ce soit partiel ou total,
les deux emprunteurs restent ensemble a I'Bfabu atterrissent a I'étad” et (i.es = Byous = AT), avec
les probabilités de transition suivantes :

al SiA S [)\miny Ama'r] = s = Bl
Fas = { (1—a)? sidA<Apin=>s=AT “)

aveca! la probabilité associée au remboursement partiel de la.dett
Ainsi,

V{(B1,B1) = (f(B1,B1) +8V{(B1, B1))Pg, 5, + (f(B1, A"))+6V{ (A", B1)Pp, a7
=a!(Wi(s) = (1+7) + C+ (pxd)) +6V{(B1, B1)) + (1 — )*(6V{ (AT, B1))
=a!(Wi(s) = (L+7) + C+ (pxd)) + (1 — a)?V{ (A", By)

En rapprochant I'expression identique de c6té et d’auti&dalité, nous obtenons :
(1= a'0)V{(B1,B1) =a!(Wi(s) = (1+7)+ C+ (pxd))) + (1 — a)*(6V{(A", B1))

- Deuxiéme cas Cas mixte

En supposant que I'emprunteur est en succes et que son gieetepit en défaut partiel ou total, le
partenaire en succeés passe a I'éaf tandis que son partenaire atterrit dans I'étatavec les probabilités
de transition suivantes :

Pms:

)

{ ozh(l — Oé) SiAe P\min, /\maac] = s=Bj (5)

(1 —a) SiA< Apin = s5=A°

En supposant qu’aucun des membres du groupe n’'a fait dédagitpupe de deux emprunteurs passe,
en restant dans le méme groupe, & I'dBat avec une probabilité de transitidty, 5, = o si bien sir
A € [Amin, Amaz] = s = Bs. Le seul état accessible a partir de I'éfat est B, avec une probabilité de
transition associée au remboursement total de la Bettg, = o si bien SO\ € [Myin, Amaz] = 5 = Bo.

Ainsi,

V{(Bs, B1) = (f(Bi1,Bs) +0V{(Bs, B1))Pp, 5, +(f(B1, A’) + 6V{(A’, B1))Pp, ai
=a""(1 — a)(W;(s) — (1 +7) + C)) + 6V{(Bs, B1) + 6a!(1 — ) V] (A?, By)

En rapprochant I'expression identique de c6té et d’autiéédalité, nous obtenons :

(1—da"(1 = a))V{(Bs, B1) =a"(1—a)(Wi(s) — (1 +7)+C)) +al(1 — a)(6V{ (A", B))

Ainsi,

‘/1/(32731) = (f(BlaB2)+5V1/(B27Bl))]P)Ble
=" (Wy(s) — (1 +7) + C)) + 6V (B2, B1)
=ah§Wt(s) —((L+7)+C)) +6a"V{(Bs, By))
=1 %ar (We(s) = (1 +7) +C))
2) Pour {z = B»}, deux cas peuvent se présenter :

- Premier cas: Soit le groupe fait défaut ou non. Dans ce cas, les seuls &taessibles de la chaine a
partir de I'étatB, sontl;, et AT (i.es = I, ou s=AT'), avec les probabilités de transition suivantes :

X, s

o ﬂg Si\e [)\mzna )\maz] =s=1
Pa s {(1—5)2 SIA < Apin = s = AT ©)



Ainsi,
V{(Ii,Bs) = (f(Ba, 1) + 0V{(I1, B2))Pg, 1,+f(Ba, AT) + 6V/((A", By))) P, ar
=62(Wi(s) — (1 4+ 7+ C)) + 0V/(I1, B2) + (1 — B)2(6V{ (AT, By))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etré’ale 'égalité, nous obtenons :
(1= 0B°)V{(I1, Ba)  =B*(Wi(s) — (1+ 7 +C)) + (1 - B)*(8V{ (A", By))
- Deuxiéme cas L'un fait défaut et I'autre en succes. Dans ce cas, les s¢tats accessibles de la chaine
a partir de I'étatB, sontl,, et A* (i.e s = I, ous = A"), avec les probabilités de transition suivantes :

{ BA=B) SiAE Nmin, Amaz] = 5 =1
PIyS_{ 6(1_5) Si)‘<>\min:>8:Ai 2 (7)

Ainsi,
Vi(I3, B2) = (f(Bz, I2) + 6V{(I2, B2))Pp, 1, +f(Ba, A') + 6V{((A", B2)) Pp, ai
=B(1 = B)(Wi(s) = (1 + 7+ C+q)) + 0V{(I2, Bo)+B(1 — B)(6V{ (A", Bz))
En rapprochant aussi I'expression identique de c6té etrda@e I'égalité, nous obtenons :
(1 =681 = B)V{(I2,B2) =B(1—B)(Wi(s) — (1+1+C+q))+ B(1—B)(6V{(A", B2))
3) Pour {z = B3}, deux cas peuvent se présenter

- Premier cas: Soit le groupe fait défaut ou non. Dans ce cas, les seuls &taessibles de la chaine a
partir de I'étatB; sontl;, et AT (i.es = I;, ous = A7), avec les probabilités de transition suivantes :

(8)

)

b [ 60=0) SIXE i Anaa] =5 =11
%8 (1-60)% SiA<Apin=s=AT

Ainsi,
V{(Ii,B3) = (f(Bs, 1)+ 0V{(I1, B3))Pg, 1,+f(Bs, AT) + 0V/((A”, B3))) P, ar
=0(1 — 0)(Wi(s) — (1 +7+C) +0V/(I1,B3)) + (1 — 0)2(6V/ (AT, B3))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etré’ale I'égalité, nous obtenons :
(1=060(1—0)V{(I1,B5) =0(1—0)(Wi(s) — (1+7+C)) + (1 - 0)*(0V{(AT, By))
- Deuxiéme cas L'un fait défaut et I'autre en succes. Dans ce cas, les stats accessibles de la chaine
a partir de I'étatB; sontl,, et A* (i.e s = I, ous = A"), avec les probabilités de transition suivantes :

- 6% sile [>\mi7u )\mam} =s=1
P“{ O(1—0) SIA< Ay = 5 = A ©)

Ainsi,
Vi(I3, B3) = (f(Bs,I2) + 6V{(Is, B3))Pp,,1,+f (B3, A") + 0V{((A’, B3))) Pp, ai
=07 (Wi (s) — (1 + 1+ C + q)) + 6V{ (I, B3)+6(1 — 0) (§V{(A", By))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etr@aie I'égalité, nous obtenons :
(1-66°)V{(Iz, Ba) =02(Wi(s) — (1+7+C +q)) +0(1 - 0)(8V/(A’, By))
4) Pour {z = I, }, deux cas peuvent se présenter :

- Premier cas: Soit le groupe fait défaut ou non. Dans ce cas, les seuls @tatssibles de la chaine a
partir de I'étatl; sontl;, et AT (i.es = I, ous = AT), avec les probabilités de transition suivantes :



Pws:

)

2 gj . =
{ 2 SiX € [Amins Amaz] = s =1 (10)

(1—=9)2 SiA<Apin = s=AT

Ainsi,
VI, L) = (f(I, 1) 4 6V (I, 10))Pr, 1+ f (1, AT) + 6V (AT, 1)) Py, 4
=I2(Wy(s) — (1 +7+C)) + 6V (I, I) + (1 = T)2(5V/ (AT, I))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etré’aie I'égalité, nous obtenons :
(1 =0TV (11, I;) =T?2(Wy(s) — (1+7+C))+ (1 -T)%(6V{ (AT, L))
- Deuxiéme cas L'un fait défaut et I'autre en succes. Dans ce cas, les stats accessibles de la chaine
a partir de I'étatl; sontl,, et A* (i.e s = I, ou s=4"), avec les probabilités de transition suivantes :

T(1=T) SiA€ Dmins Amas] = 5 = I
P“_{r( ) [ 12 8=b (11)

(1-T) SiA<Apin =>s=A

Ainsi,
Vi(I2, 1) = (f(I1, I2) + 6V{(Io, 10))Pr, 1+ f (11, AY) + 6V ((A", 1)) Pr, ai
ST1-T)(Wi(s) — (L + 74+ C+q) + 0V (I3, Ih))+I(1 = T) (6 V{ (A", I1))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etré’ale I'égalité, nous obtenons :
(1= 001 =T)V{(Io, 1) =D(1=T)(Wi(s) — (1+7 +C +q)) + T(1 = T)(8V{ (4", I))
5) Pour {z = I}, deux cas peuvent se présenter :

- Premier cas: Soit le groupe fait défaut ou non. Dans ce cas, les seuls @tatssibles de la chaine a
partir de I'étatl, sontl, et A” (i.es = I, ou s=AT), avec les probabilités de transition suivantes :

Si\ e [)\mina)\max} = s = Il

_{Al-4)
Pos = { (1= A) SIA< Apin = 5= A7 (12)

Ainsi,
Vi, I2) = (f(I2, 1) + 6V{(I1, 12))Pr, 1, *+ (12, AT) 4 6V{ (A", I2))) Pr, a7
=A(L = A(Wi(s) = (L+7+ ) +0V{(I1, I2)) + (1 — A)*(6V{(AT, I))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etré’aie 'égalité, nous obtenons :
(1 —0A(1 — ANV (11, I2) =A01 —A)Y(Wi(s) — (1+7+C))+ (1 —A)?(5V/ (AT, L))

- Deuxiéme cas L'un fait défaut et I'autre en succes. Dans ce cas, les stats accessibles de la chaine
a partir de I'étatl, sont/s, et A* (i.e s = I, ou s=4"), avec les probabilités de transition suivantes :

A2 SiA € Mmins Amaz] = s = I

Pas = { Al =A) SIA< Apin = 5= A (13)

Ainsi,
Vi(l2,I2) = (f(I2, I2) + 6V{(I2, I2))Pr, 1, +f (T2, A") + 6V{ (A", I2))) P,  ai
=A*(Wy(s) — (1 +7+ C + ) + 0V{ (To, o) +A(1 — A)(6V{ (A", I))
En rapprochant aussi I'expression identique de coté etré’ale I'égalité, nous obtenons :
(1= 0A2)V{(Io, L) =A*(Wi(s) — (1+7+C +q) + A(L = A)(OV{ (A", I2))



6) Pour {x =AT T =3 é2}, la chaine reste durait— 1 périodes dans son état actuel avant de le
quitter. Ainsi, le seul état accessible a partir de I'éddt est A” 1, avec une probabilité presque sire qui
vautl (P4r 47-1 = 1). Au vu et d'aprés les résultats obtenus des articles seser@gés|[1], [4], [5], dans
le cadre de prét individuel, nous en déduisons :

6T_1 i 6i—1
VI(AT z) = m‘/l’(s/x) etVy(A") : %Vl’(s/x).
La valeur du profit espéré pour chaque états
Passons maintenant a la détermination de chaque valeuofiugspéré pour chaque étatle la nature

du prét groupé. La valeur de chaque profit espéré a l¥&atprésente comme suit :
1) La quantité V/(s/x), avecx = By,s = By, /B, /B3 :

(1 —da")V{(s/x) =

A (Wils) = (1 +7) + C + (p x ) + =200 Oa®ss” ()
(1—6a"(1—a))Vi(s/z)= _
=ah(1 = a)(Wis) — (14 7) + C + g)) + U=t 0=aDA=b0-—a'Umeris’ yr(ypy - (19)
(1- 60" V{(s/z) =ah(Wi(s) — ((1+7) +O)) (16)
2) La quantité V/(s/z), avecx = By, s =11, 0us = I :
(1= 0B°)V(s/x)= 2 o a7
B2(Wi(s) — ((1+7) + C)) + URBUDAAN SO0y /)
(1-68(1 - B)V{(s/x) | (8
=B(1— B)(Wi(s) — (1 +7) + C + q)) + L=2EU=BNA Q) =BUINS (g /o)
3) La quantité V] (s/x), avecx = By, s = I, ous = Iy :
(1-460(1—0))V{(s/x)
=0(1 - 0)(Wils) — ((1+7) + C)) + U=200=0000 002207 i (19)
_ 2 /
(1 - 66°)Vy(s/2) 20

_ 2 _ _ _ _ %
=62(Wi(s) — ((1+7) + C + q)) + U=20080 00008y

4) La quantité V{(s/x), avecx = I;, s = I, ous = I :



(1= dT*)V{(s/x)

=L2(Wi(s) — (14 7) + €)) + U200 000 gy 1)
(1—0rQ—-I))V{(s/x) 22)
=D(1 = D)(Wi(s) — (1 +7) + C + q)) + CLOTDAA D LA /)

5) La quantité V] (s/x), avecx = Iz, s = I, ous = Iy :

(1—06A(1 - A)) (s/:c) ’
(1—0A%)V{(s/) "
=A2(Wi(s) — (14 7) + O + q)) + Cm8 00D <A0=800 yy(g/) (24)

4. Résultat obtenu

En regroupant toutes les valeurs calculées du profit espénéghaque état possiblede la nature, le
profit total espéré d'un emprunteur au temgsst finalement :

Théoréme 1. : Dans le modéle de prét groupé défini par la chaine de Mark®y, t > 1) qui est définie
sur un espace de probabilitd?, ', P), et a valeurs dans un espace d'ét&sle profit total espéré d'un
emprunteur participant au contrat de prét groupé qui estédts € S au temps est donné par :

i e g @ (Wa(s) = (14 7) + C + (p+d))) si (s,2) = (B1, B),
d=1a3
= s MU (Wi(s) = (L4 7) + C +q)) Si(s,2) = (Bs, B)
%507 (Wi(s) = (L +7) + C)) si(s,z) = (B2, B1)
(176522(f—gl(ff(v};j)v)ﬂfﬁ)?ﬂ (Wi(s) = (1 +1)+C)) si(s,2) = (I1, By)
TSR ST s gys (Wels) = (L+7) +C + q)) si(s,2) = (T, By)
V/(s/x) = a=s0(1= é»&%& (»y);wy(l gyzsr (We(s) = (L+7) + C)) si(s,z) = (I1, Bs)
s 602)(f (51(16(71))6)0)(1 a5t (Wi(s) = (L+7) + C)) si(s,z) = (I, Bs)
T o e (Wi(s) — (L4 7) + ©)) si(s,2) = (I, Iy)
A—oT(i— r())(l)gslué(yl))vzy)u w25 (Wils) = (L+7) + C +q)) si(s,z) = (I2, 1)
T=3A(1= A())_(lA)«(Sil_—vl)) ’Y’)Y)(l ayzsr (Wels) = (L+7) + C)) si(s,z) = (I1,12)
A

—5(1— _ .
(175A2)(17&17?))3)A(17A)5i (Wi(s) = (1 +7) + C +q)) si(s,z) = (I2,I2)
0 sinon




Puisque les probabilités de transition ne dépendent pasndpst le profit total espéré d’'un contrat de
prét groupé constitué de quatre variablesy, i, T) est une fonction a variable aléatoire dépendante des
états envisageablasc S de la nature, ave€ la durée de la phase d’exclusiong [0, 1], ¢ € [0,1 + 7] et
i€ [0,T].

5. Discussion

5.1. La stratification de la population d’emprunteurs

Le modéle de prét groupé que nous avons construit compotdéés@néficiaires. Les trois premiers états
peuvent étre classifiés comme des états d'apprentissagenpesnteurs. Tandis que les deux derniers états
bénéficiaires sont les états d'inclusion financiére. Laoraid'étendre a cing états le modéle a deux états
bénéficiaires de prét groupé de Osman Khodr et Francine Destenon seulement de mieux surveiller
du point de vue agence les activités de prét mais aussi, gleatiser les emprunteurs. La stigmatisation
permet & I'agence de microfinance d’avoir des donnéestglatis précises de leurs clients pour mieux les
aider a prendre une meilleure décision en matiére d’octairddit. Ainsi, ce modele stratifie la population
d’emprunteurs et la classifie dans deux strates différentes

La premiere strate regroupe les emprunteurs qui ne fontadi&iaut durant le cycle de crédit. Dans cette
strate, le groupe de deux emprunteurs quitte ensembl¢ BBtat passe a I'étaB,. Si aucun membre du
groupe n'a fait aucun défaut, le groupe passe toujours drisedri’état/;. Ainsi, les deux état$Bs, I; }
classifient les emprunteurs dont leur parcours dés I'apissage a I'état d'inclusion les considére comme
des clients purs de l'institution de microfinance.

La deuxieme strate regroupe les emprunteurs dont I'un desbmes du groupe fait défaut d’'un état a
un autre. Ainsi, les emprunteurs en succés passent a liétains en se mettant deux a deux pour former
un nouveau groupe. Ce sont les étaBs, I>} qui mettent sur le méme panier les emprunteurs dont leurs
partenaires de la période d’avant sont en échec. Les enspingntle cette strate, malgré leur courage et
dévouement, supportent une partie ou la totalité de la eltaagsférable = ¢[1 + r) de leur partenaire en
échec du fait de la caution solidaire ou la responsabilitgainte. Ce qui rend parfois vulnérable certains
micro-entrepreneurs. D’ou I'intérét de la stratificatiblotre modéle permet alors de minimiser la dispersion
a l'intérieur du groupe (Le critére d’homogénéité qui préMa formation de groupe est-il respecté lors de
la formation de groupe ? Il permet alors de prévenir le cotepoent "cavaliste' et "complotisté" des
emprunteurs.) et de maximiser la dispersion entre les gup

5.2. Prét groupé versus prét individuel

Linstitution propose simultanément deux types de costratontrat de prét groupé et contrat de prét
individuel. L'emprunteur choisira le type de contrat quigwocurera I'utilité espérée maximale. Nous allons
donc comparer lequel de ces deux contrats choisira I'enguarpour espérer une utilité maximale. La
comparaison que nous présentons ne tient pas compte deckiorasociale mais de la valeur que peut
prendre la charge transféralglelu fait de la responsabilité conjointe.

Pour deux contrats de prét proposés par l'institution,iquas au méme taux d'intérét un contrat de
prét individuelC(r, T') et un contrat de prét grougé (r, q,¢,7"), un emprunteur préférera choisir le contrat
individuel si et seulement 97 (s/x) > V/(s/x) {(s,z) = (I, By) pour le prét individuel e{s,z) =
(I2, B2) pour le prét groupé, avec

1. Comportement cavaliste : sachant qu'il ne remboursera pas sa dette car son partenaire le fera a sa place , il accepte

quand méme de former un groupe.
2. Comportement complotiste : sachant que les deux emprunteurs ne rembourseront pas leur dette , le groupe sollicite

guand méme son acces a un crédit de financement.



—§5(1—
V(s/z) = (175/3)(1[37(;(17%))2(17;3)5T (Wils) = (L +7)+ C))[1] et

V/(s/2) = rsaranisa e asags (Wils) = (L+71) +C +q)).

Ou V (voir [1] est le profit total espéré pour un bénéficiaire d'emtrat de prét individuel (r, T') et V'
est celui pour un bénéficiaire d’'un contrat de prét gralifig, ¢,, T'). En effet,aprés nécessaire fait, il vient
(1-8)(1—88)(1—8(1—7)) —7(1-B)267 < (1-88(1—8))(1 ~6(1—7)) ~1B(L—B)' ~ grrgse-

Or, ¢ est strictement positive, donc

(1=B)1=3B)(1=0d(1 —7)) —y(1—)*0" < (1-d8(1 = B))(1 = (1 —17)) —vB(1 - B)d".

Aprés simplification de part et d’autre de I'inégalité, iewt (1 — 3)267 > (1 — 3)d*. Négligeons la
quantitéLog(%), il vient alorsT > 4. Donc pour une charge transférallstrictement positive, il est
naturel de supposer que la durée de la phase d’exclusiaelfgaitest inférieure ou égale a la durée de la
phase d’exclusion total€ (: < T).

Supposons maintenant quie- 7. D'aprés l'inégalité ci-dessus, nous avons

(1= 3207 = B(1 = B)8 > —57ia

Aprés nécessaire fait,” > —m. Or, la limite des” quandT tend versoo est égale @, alors
*m < 0. Avecf(1—p3) # 0, nous avons finalement alays< 0. Alors pourT = i, nous avong < 0,
la valeur maximale que peut prendre la charge transférabéga nulleg = 0). Dans ce cas, 'emprunteur
chaisit le contrat de prét groupé.

Théoreme 2. : D’aprés les valeurs que peuvent prendre les prdfitd’'un contrat de prét individuel &t
d’'un contrat de prét groupé, pour un méme taux d'intérétiopad r, le contrat de prét individueC (r, T')
prédomine toujours le contrat de prét groupg(r,q,i,T'), si et seulement si la charge transférallest
strictement positive, avec bien siiK 7.

5.3. Lataille du groupe [6]

Dans cet article, nous nous limitonswd= 2 pour la taille du groupe d’emprunteurs. Ceci est motivé
afin de garder la proximité maximale des membres du groupeuctur et a mesure que la taille augmente
cette proximité diminue. Celle-ci permet donc d’attribaerx emprunteurs un méme niveau de risque de
leur projet. La figure, continue et uni-modale, ci-aprésinds I'efficacité de deux types de contrats suivant
la taille du groupe.

Indice d’efficacité

Base -+

\- Taille du groupe



Nous n’allons surtout pas entrer dans le détail de la figudessus, mais un bref survol nous permet
de constater,a un clin d’oeil, gu’en prenant comme basedeipdividuel, le prét groupé reste performant
tant que le nombre de membres est inférieur au nombre opftimial Au dela cette valeur, I'efficacité
diminue jusqu’'a ce qu'il devienne négative. Entreet m se situe une valeur qui égalise I'efficacité du
contrat de prétindividuel et du contrat de prét groupé udétapprofondie de cette efficacité qui constitue la
généralisation de notre modéle de prét groupéedprunteurs fera ultérieurement I'objet d’'un autre aticl
Cette généralisation peut entrainer éventuellement umgement non seulement au niveau des parameétres
mais aussi au niveau des états de la chaine.

5.4. Notre modéle de prét groupé versus modéle d’'Osman Khodr et Francine
Diener

Avec leur modéle a deux états bénéficiaifds', B2} et { E*} état d’exclusion; = 1,--- , T, Osman
Khodr et Francine Diener[4] ont abouti & deux valeurs du ptofal espérdV,(x) au tempg étant a I'état
x. En partant du méme principe, quant a nous, nous avons satwéleurs du profit total espéfé’ (s/z),
au tempst étant a I'états sachant I'état de dépait C’est un modéle pas a pas qui incorpore toutes les
spécificités de la population pauvre a faible niveau de éurettérielle. Dans notre modéle, une tolérance
est admise en cas de défaut partiel suite aux difficultéorerées lors de la réalisation du projet. Le nombre
d’équations trouvé coincide parfaitement au nombre diaréé notre graphe de transition ou la valeur future
du profit total espéré d’'un état bénéficiaire a un autre éradfib@aire doit étre strictement positive. Ce qui
explique que ce ne sont pas tous les emprunteurs qui fonitdétds probablement certains d’entre eux. De
ce fait, les emprunteurs ne faisant pas défaut n’ont pasialauarge transférablget la durée de la phase
d’exclusion. C’est pourquoi, les phases d’exclusiat T sont exprimées séparément dans nos équations,
contrairement au résultat trouvé par Osman Khodr et Frarigianer.

6. Conclusion

Le modéle de prét groupé présenté dans cet article qui nengrgtas intégrer absolument toutes les
spécificités des cocontractants est un modéle robuste s &@robustesse réside dans le fait qu'il essaie
de prendre en considérations toutes les éventualitéypesdies parties concernées. Malgré cette robustesse,
un autre angle de vision des chercheurs intéressés pourameenent compléter cette étude.

Cet article ne traite que le cas al= 2 emprunteurs. La généralisatiom@&mprunteurs rend ce modéle
plus complexe. Ce qui va entrainer d’'un important changéniNwus poursuivrons donc cette étude dans
des travaux de recherche ultérieure.
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