
HAL Id: hal-04174377
https://hal.science/hal-04174377

Preprint submitted on 31 Jul 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License

Ecoulement de l’univers le long d’un gradient de Morse
Jean Louis Jonot

To cite this version:
Jean Louis Jonot. Ecoulement de l’univers le long d’un gradient de Morse : Ecoulement. 2023. �hal-
04174377�

https://hal.science/hal-04174377
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr


ECOULEMENT DE L�UNIVERS LE LONG D�UN GRADIENT DE
MORSE

JONOT JEAN LOUIS

A la mémoire de David Spring

Abstract. Un écoulement de Morse est un procédé de représentation des
événements d�un univers donné. Cette méthode de représentation est calquée
sur la théorie de Morse. L�idée d�une telle représentation est de photographier
l�univers en un temps d�écoulement régulier dé�nie par une chronologie �xée
sur l�univers.

1. Les champs de Morse

On rappelle qu�un universW est une C1-variété connexe de dimension 4 qui ad-
met un recouvrement localement �ni de cartes dont les points sont des événements.
Sur chaque univers on peut dé�nir une métrique riemannienne, notée g.

De�nition 1. Un gradient de Morse, pour la métrique g, est un champ de la forme

T = grad�

où � est une fonction de Morse sur W.

L�existence d�un gradient de Morse sur un univers, muni d�une métrique rieman-
nienne g, est donnée par le théorème de densité de Milnor,

Theorem 1. L�ensemble des applications de Morse est un ouvert partout dense
pour la C1-topologie �ne de Whitney sur C1 (W;R).

Pour les valeurs régulières t, chaque composante connexe de ��1 (t) est une sous-
variété connexe de dimension 3 qui sépare l�univers W en plusieurs composantes
connexes, la composante connexe de ��1 (t) contenant w est une photographie
de l�univers au temps d�écoulement t en l�événement w. L�univers observable en
l�événement w est une sous variété connexe de cette composante qui contient w.
Le théorème de Sard permet de photographier l�univers comme une sous-variété

de dimension 3 en la valeur t appartenant à un ensemble résiduel de R.

Theorem 2. L�ensemble des valeurs régulières de � est un ensemble résiduel de R.

Pour une valeur régulière t le champ grad� est "orthogonal" à la photographie
de l�univers au temps d�écoulement t.
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2 JONOT JEAN LOUIS

2. Métrique Lorentzienne associée à un écoulement de Morse

En dehors des événements critiques le gradient de Morse ne s�annule pas, on
peut dé�nir une métrique lorentzienne sur l�univers formé des événements réguliers
comme suit

g (T; T ) = �g (T; T ) et g (X;X) = g (X;X)
pour tout champX orthogonal à T . Les événements critiques sont isolés, ils forment
une suite �nie si W est compact ou une suite qui peut être in�nie si l�univers n�est
pas compact. Pour cette métrique, T est un champ chronologique en dehors des
événénements critiques deW et les champs orthogonaux à T , qui ne s�annulent pas,
sont des champs espaces. Aux champs X pour lesquels

[X;T ] = aX + bT et dimVect fX;Tg = 2
on associe le champ en corde complexe

Z = X + iT ,

la fonction d�onde associée est donnée par

{ = a+ ib.

Pour les champs en corde Z = X + iT pour lesquels X est orthogonale à T ,
la représentation en corde d�une particule est donnée par une intégrale première
du champ X, c�est donc une corde de la photographie de W en t et les surfaces
d�univers sont les intégrales premières du système de Pfa¤ fX;Tg.
De�nition 2. Les champs en corde Z = X + iT , pour lesquels X est orthogonal à
T , sont les champs de Morse associés à �.

Pour chaque valeur régulière t, on note gt la métrique induite par g sur �
�1 (t).

Cette métrique est riemannienne sur la photographie de l�univers en t. L�horloge
chronologique est dé�nie par la fonction de Morse � et l�évolution de l�universW est
donnée par les photographies Wt = ��1 (t). Pour analyser l�univers on est amené
à décrire l�évolution de la métrique gt pendant un écoulement de temps [�; �]. On
rappelle la dé�nition d�une horloge,

De�nition 3. Une horloge sur un universW, de chronologie �, est la donnée d�une
fonction de Morse

� :W ! R,
si l�horloge est sans événement critique, on dit que l�horloge globale sur W.
L�existence d�horloge sur un univers W n�est pas, en général, véri�ée. Pour une

fonction de Morse �, la fonction � restreint aux événements réguliers de l�univers,
noté W r ��, est une horloge globale de chronologie � jWr�� .

Remark 1. Les événements critiques sont isolés, l�univers privés des événements
critiques est connexe si W est connexe. On peut comparer avec les dé�nitions
données dans [2].

Si l�universW est un univers dont le bord est formé par l�union disjointe de deux
sous-variétés @0W et @1W

@W = @0W [ @1W
pour lesquelles il existe un champ X de classe C1 sur une variété sans bord con-
tenant W, qui entre transversalement dans @0W et sort en @1W transversalement

X t @0W, X t @1W
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en temps �ni,

sup
w2W

fjtj : �t (w) 2 IntWg < +1

où �t est le �ot local associé au champ X, alors

W est di¤éomorphe à @0W� [0; 1] ,

on en déduit le théorème suivant

Theorem 3. Pour tout univers compact W muni d�une horloge, de chronologie �
alors ��1 ([�; �]) est di¤éomorphe à

W� � [�; �] � W� � [�; �] ;W� = ��1 (�) et W� = ��1 (�) , (2.1)

en particulier, W� et W� sont di¤éomorphes.

Le théorème d�analyse suivant donne l�existence d�un groupe local de di¤éomor-
phismes en chaque événement w de l�univers W.

Theorem 4. Soit X un champ sur W alors pour tout événement w0 2 W il existe
un groupe local de di¤éomorphismes en w0,

� : ]�"; "[�W !W, w0 2W

tel que
d�

dt
(t; w) jt=0= X (w) , 8w 2W (2.2)

� est unique, c�est le �ot associé au champ X.

Le théorème précédent permet de décrire l�évolution de la métrique par écoule-
ment de Morse. L�application

t! �t (w) = � (t; w)

est la courbe intégrale de X en w. On peut toujours supposer que l�origine des
temps est 0 en w0, en remplaçant � par ��� (w0). Si l�événement w0 suit le �ot du
champ T associé, du point de vue de la corde l�espace W0 est l�espace référent, la
métrique riemannienne sur cet espace va évoluer. Comment évolue cette métrique,
le champ T est chronologique sur un voisinage ouvert de w0,

� (w) = g (w) (T (w) ; T (w)) < 0

pour tous les événements w appartenant à ce voisinage, on pose

T (w) = 1

� (w)
T (w) (2.3)

alors

g (w) (T (w) ; T (w)) = 1
si l�univers W est fermé, il existe un unique groupe local de di¤éomorphismes

� : ]�"; "[�W !W, w 2W

tel que
d�

dt
(t; w) jt=0= T (w) , 8w 2W .
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On peut écrire que

d

dt
� (� (t; w)) =

d

ds
� (� (t+ s; w)) js=0

=
d

ds
� (� (s; wt)) js=0 , wt = � (t; w)

= d� (w)

�
d�

ds
(s; wt) js=0

�
= g (wt) (T (wt) ; T (wt)) = 1

et
� (� (t; w)) = t+ � (w) .

Soit Wt =Wt \W alors

�t (W0) �Wt, �t (w) = � (t; w) 2Wt, 8w 2W0

la métrique riemannienne gt sur Wt induit une métrique riemannienne sur W0 qui
est le "pullback de gt par �t", notée

g (t) = ��t gt,

véri�ant

g (t) (w) (Y (w) ; Z (w)) = gt (�t (w)) (Tw�tY (w) ; Tw�tZ (w))

où Y et Z sont des champs locaux au voisinage W0 de l�événement w0. Avec cette
notation, l�évolution de la métrique s�écrit

t! g (t) avec g (0) = g jW0
et t 2 ]�"; "[ .

Localement, tout événement qui suit le �ot du champ chronologique T = grad (�)
est décrit par son espace référent à l�origine W0 et l�évolution de la métrique rie-
mannienne g (t) sur W0 est donnée par l�image réciproque par �t, c�est-à-dire ��t,
de la métrique gt qui est la trace sur Wt de la métrique lorentzienne g, c�est aussi
la trace de la métrique riemannienne g. L�évolution peut être décrite de la façon
suivante. On se �xe un repère local dans un voisinageW0 de w0, contenant la corde
pointée en w0, noté f@1; @2; @3g. Ce repère se transporte par le �ot �t sur Wt

@i (wt) = Tw�t@i (w)

ou encore
@i (w) = T��t(w)�t@i

�
��t (w)

�
avec � (w) = t

et on pose @0 = T où T est le champ dé�ni en 2.3, f@0; @1; @2; @3g est un repère
dans un voisinage de w0 2 W. Dans ce repère local, on a les résultats suivants,

Lemma 1.

g0ij (t) = L@0gij (t) =
1

� (t)
LT gij (t)

où L@0 , LT sont les dérivées de Lie le long des champs @0 et T avec
� (t) (w) = � (wt)

pour tout w 2W0.

Proof. On a, pour tout w 2W0,

gij (t) (w) = gt (wt) (@i (wt) ; @j (wt))

= g (wt) (@i (wt) ; @j (wt)) = gij (wt) avec wt = �t (w) ,



ECOULEMENT 5

g0ij (t) (w) = L@0gij (wt) =
dgij (t) (T (wt))

� (wt)

g0ij (t) = L@0gij (t) =
1

� (t)
LT gij (t)

où
� (t) (w) = � (wt) , w 2W0.

�

Si r est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique g, on a

L@0gij (t) = g (@i;r@0@j) + g (r@0@i; @j)

et en posant
r@0@i = �k0i@k et r@0@j = �l0j@l

on a

g0ij (t) = g
�
@i;�

l
0j@l

�
+ g

�
�k0i@k; @j

�
= �l0jgil + �

k
0igkj

g0ij (t) (w) =
�
�l0jgil + �

l
0iglj

�
(wt) ; wt = � (t; w)

= �l0j (wt) gil (t) (w) + �
l
0i (wt) glj (t) (w) , 8i; j 2 f1; 2; 3g

ou encore

g0ij (t) (w) = �
l
0j (t) (w) gil (t) (w) + �

l
0i (t) (w) glj (t) (w) ,

8w 2W0 avec �l0j (t) (w) = �
l
0j (� (t; w))

et gi0 = g (@i; @0) = 0, 8i = 1; 2; 3. Pour une métrique d�Einstein g sur l�universW,

g = �R+ �T

où R est le tenseur de Ricci et T est le tenseur énergie-impulsion alors

g0ij (t) = � (wt)
�
�l0jRil + �

l
0iRlj

�
(wt) + � (wt)

�
�l0jTil + �

l
0iTlj

�
(wt)

avec wt = � (t; w), Ril est le tenseur de Ricci et �lij sont les symboles de Christo¤el
de la connexion r. Le tenseur de Ricci associé, en l�événement w au temps t, est

Rij (t) (w) =
�
�l0jRil + �

l
0iRlj

�
(wt) avec i; j = 1; 2; 3 (2.4)

et le tenseur énergie-impulsion en l�événement w au temps t est dé�nie par

Tij (t) (w) =
�
�l0jTil + �

l
0iTlj

�
(wt) . (2.5)

Remark 2. Pour la métrique relativiste d�Einstein, les fonctions � et � sont

� =
1

1
2R� �

et � = � �
1
2R� �

,

� = 8�G
c4 , R est la courbure scalaire et � est la constante cosmologique.

Theorem 5. L�équation d�évolution de la métrique pour un événement qui suit le
�ot associé à une horloge chronologique est donnée par le �ot de Ricci

g0ij (t) = � (t)Rij (t) + � (t)Tij (t) (2.6)

avec � (t) (w) = � (wt), � (t) (w) = � (wt) et gij (t) est le tenseur de la métrique
riemannienne associée au tenseur de Ricci � (t)Rij (t) + � (t)Tij (t).
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Si le tenseur T est nul alors l�équation d�évolution s�écrit

dg

dt
= �R (2.7)

si R est dé�ni dans le repère local f@jg, pour déterminer g on est améné à resoudre
l�équation 2.7 qui est donné par un �ot de Ricci [1]. Peut-on reconstruire la métrique
de l�univers à partir de l�équation d�évolution 2.7? Si oui, on peut étudier le �ot
de Ricci pour une variété fermée V de dimension 3 à partir la métrique construite
sur le compacti�é de l�univers R1 � V ou sur l�univers compact S1 � V. On peut
résumer les résultats obtenus par le théorème suivant,

Theorem 6. Si � est une horloge chronologique, pour laquelle la métrique est une
métrique d�Einstein, l�équation locale d�évolution dans l�espace référent s�écrit

dg

dt
= �R+ �T,

avec R et T sont les tenseurs dé�nis en 2.4 et 2.5.

La notion de temps est une notion locale, non linéaire si les courbes intégrales
sont fermées. Les boucles temporelles pour une horloge � sont les courbes intégrales
fermées dé�nies par grad�.

3. Changement d�horloge

On se �xe deux fonctions de Morse sur un univers fermé W, notées � et  . En
dehors des événements critiques de � et  , l�horloge associée à � et celle associée
à  sont dé�nies. Les valeurs qui sont à la fois régulières pour � et  forment un
ensemble résiduel. Pour un événement w0 régulier pour � et  , on suppose qu�il
existe des intervalles ouverts I contenant t0 = � (w0), J contenant s0 =  (w0) et
une paire de di¤éomorphismes (�;�) donnée par le diagramme

W
��! W

� # #  
I

��! J

, � (t0) = s0, (3.1)

W est une carte contenant w0, � (W ) = I et  (W ) = J .

De�nition 4. Un changement d�horloge, en un événement w0 régulier pour les
chronologies � et  , est la donnée d�une paire (�;�) pour laquelle le diagramme 3.1
est commutatif et qui conserve le gradient,

T�(grad�) = grad . (3.2)

Theorem 7. Si (�;�) est un changement d�horloge alors

�0 � � = kgrad k2

kgrad�k2
. (3.3)

Proof. On a pour tout champ local X, avec les notations précédentes,

�0 (� (w))� g (w) (grad� (w) ; X (w)) = g (w) (grad (w) ; Tw�(X (w))) , 8w 2W
(3.4)

en particulier pour X = grad�,

�0 � � = kgrad k2

kgrad�k2
.
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�
Remark 3. La fonction � est strictement croissante sur I et si � est une isométrie
alors � se prolonge en une translation sur R.

On peut généraliser la dé�nition de changement d�horloge en introduisant dans
l�équation 3.2 une fonction � de classe C1

� :W �! R�

véri�ant
T�(grad�) = � grad ,

sous cette hypothèse l�équation 3.3 s�écrit

�0 � � = �
kgrad k2

kgrad�k2
,

localement sur W la fonction � est donnée par

� (w) =
kgrad� (w)k2

kgrad (w)k2
�0 (� (w)) , 8w 2W .

Avec cette dé�nition, on peut changer l�orientation de l�écoulement pour des
fonctions � < 0. Pour une section de bases locales @ = f@�g où

@0 = grad� et g (@�; @0) = 0 avec � = 1; 2; 3,

la section des matrices de T� relativement à la section locale de bases @ est
notée M@ (w). Pour un événement w dans W , l�application exp est dé�nie pour
la métrique riemannienne g, on a

w = exp (u)

où u est un unique vecteur de Tw0W . En l�événement w0, les coordonnées de u dans
la base @ (w0) = f@� (w0)g sont les coordonnées de l�événement w pour l�horloge de
chronologie � et les coordonnées de u dans fTw0 (@� (w0))g sont les coordonnées de
l�événement w pour l�horloge de chronologie  . Le changement de variable en w0
relativement à la base @ (w0), pour passer d�une horloge à une autre, est donné par
la matrice M@ (w0).

Remark 4. L�équation 3.4 permet d�a¢ rmer que si X est un champ local sur
W orthogonal à grad� alors T�(X) est orthogonal à grad . La photographie au
temps d�écoulement t, pour l�horloge �, s�envoie par � sur une photographie au
temps d�écoulement s = � (t) pour l�horloge  .

4. Horloges transversales et indépendantes

La transversalité des horloges de chronologies � et  est dé�nie par la transver-
salité des chronologies.

De�nition 5. Deux fonctions de Morse � et  sont transversales si

��1 (t) t  �1 (s) , 8t; s 2 Rr � (��) \ Rr  (� )
et une famille de fonctions de Morse est transversale si les fonctions de Morse sont
transversales deux à deux. Les horloges associées sont dites transversales.

L�indépendance d�une famille d�horloge est dé�nie à partir de l�indépendance des
gradients des chronologies associées comme suit,
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De�nition 6. Une famille d�horloges de chronologies f�1; � � � ; �ng est famille in-
dépendante ou libre d�horloges si, pour tout événement régulier w de l�ensemble des
horloges, la famille

�
grad�� (w)

	
est une famille libre de TwW.

Remark 5. Une famille indépendante d�horloges est de cardinale 6 dimW.

De�nition 7. Une famille d�horloges de chronologies f�1; � � � ; �ng est une famille
génératrice si, pour tout événement régulier w de l�ensemble des horloges, la famille�
grad�� (w)

	
est une famille génératrice de TwW.

On peut dé�nir la notion de base d�horloges comme une famille indépendante et
génératrice d�horloges. Cela signi�e que pour tout événement régulier w de cette
famille des gradients en w est une base de TwW. Pour un univers W et une famille
transversale d�horloges de chronologies f�1; �2; �3; �4g on a le théorème suivant,

Theorem 8. Si t� est une valeur réguliére de �� pour tout � et si la famille
d�horloges, associées aux chronologies ��, est une famille transversale alors

4\
�=1

��1� (t�)

est une suite d�événements sans point d�accumulation.

Proof. C�est une conséquence du théorème de transversalité de Thom [6]. �

Theorem 9. Une famille d�horloges de cardinal dimW est transversale si et seule-
ment si c�est une base d�horloges.

Proof. En chaque événement régulier w pour toutes les chronologies ��, l�espace
tangent Tw

�
��1�

�
�� (w)

��
est l�orthogonal pour g (w) de R grad�� (w), la transver-

salité est équivalente à
\�Tw

�
��1�

�
�� (w)

��
= ow

ce qui est encore équivalent à l�indépendance de la famille
�
grad�� (w)

	
. �

Pour une famille f�1; �2; �3; �4g de chronologies, en dehors des événements cri-
tiques pour l�une des chronologies ��, la famille�

grad��
	

est une section de bases sur

\�W r �
�
��
�
=W r [��

�
��
�
,

[��
�
��
�
est un ensemble discret comme réunion �nie d�ensembles discrets, on peut

dé�nir un système local de coordonnées \�Wr�
�
��
�
en posant, dans un voisinage

W de w0 su¢ sament petit pour que l�application exp existe, les coordonnées de
w 2W est donné par un quadruplet

�
x1; x2; x3; x4

�
véri�ant

x = x� grad�� (4.1)

où w est dé�ni par
w = exp (x) .

De�nition 8. Le système de coordonnées dé�ni par 4.1 est dit système de co-
ordonnées gradient relatif à une famille transversale d�horloges de chronologies
f�1; �2; �3; �4g.



ECOULEMENT 9

Pour deux événements w1 et w2 su¢ samment proche de w0, le changement de
coordonnées est donné par�

x11; x
2
1; x

3
1; x

4
1

�
�!

�
x12; x

2
2; x

3
2; x

4
2

�
avec wi = exp (xi) et xi = x�i grad��. Si les événements wi sont génériques, le
déplacement de w1 par rapport à w2 pour l�observateur situé en w0 est une C1-
application

V � R4 �! R4,
�
x11; x

2
1; x

3
1; x

4
1

�
�!

�
x12; x

2
2; x

3
2; x

4
2

�
.

5. Topologie des univers par écoulement

La topologie d�un univers connexe peut être décrite par une horloge de chronolo-
gie �. Les singularités de � forment un ensemble discret fw�g de W, pour chaque
événement singuliers on dé�nit une boule fermée B�, de bord @B�, deux à deux
disjointes et su¢ samment petites pour que W� = W r

P
�B� soit connexe. La

restriction de � àW� est sans événement singulier. Pour une singularité w0 de type
(�; 4� �), il existe une carte W de w0,

� :W �! R4,
pour laquelle si �� (w) = (x�; x4��) avec x� =

�
x1; � � � ; x�

�
et x4�� =

�
x�+1; � � � ; x4

�
� (w) = � (w0)� kx�k2 + kx4��k2 , �� (w) = (x�; x4��)

et
T�� (grad� (w)) =

�
�x1; � � � ;�x�; x�+1; � � � ; x4

�
= (�x�; x4��) .

Pour obtenir l�univers W, on prend l�univers W� qui est muni d�une horloge
globale de chronologie � jW�

et on recolle par chirurgie de type (�; 4� �) les boules
B� si w� est une singularité de type (�; 4� �). Cette chirurgie se fait comme suit,
si 0 6 � 6 4 on prend un plongement

�� : S
��1 �B4�� �! @B�, �� = ��1� jS��1�B4��

l�espace obtenu, en lissant les angles, est l�univers

�
�
W�; ��

�
� W� [B4

�
avec si

w 2 @B� et x 2 @B4 = S��1 �B4�� [B� � S4���1

on a
�� (w) = x.

On a ajouté par chirurgie à W� l�événement singulier de type (�; 4� �). Pour
une famille de plongement

�
��
	
on obtient par chirurgie l�universW. La topologie

d�un univers par écoulement est la topologie d�un univers muni d�une horloge globale
auquel on a ajouté par chirurgie des singularités. Si W est un univers fermé muni
que de deux événements singuliers, on a le théorème suivant,

Theorem 10. Si W est un univers fermé pour lequel il existe une horloge ayant
exactement deux événements singuliers alors W est homéomorphe à S4.

Proof. C�est une conséquence directe de la théorie de Morse [3] �

Pour avoir une approche globale de certains résultats énoncés précédemment, on
peut consulter [4] ou [5].
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De�nition 9. Un écoulement est connexe si l�horloge de chronologie � véri�e la
propriété de connexité suivante, ��1 (t) est connexe pour toute valeur régulière t de
la chronologie �.

On la théorème suivant,

Theorem 11. Si W est univers fermé muni d�une horloge de chronologie � et une
sous-variété V de dimension 4 de bord @V dont les événements critiques sont dans
intV = V r @V telle que W r V est connexe alors

W r intV est di¤éomorphe à V � [0; 1]
où V est une variété fermée homéomorphe à une photographie quelconque au temps
d�écoulement t. En particulier, @V est l�union disjointe de deux exemplaires de V .

Proof. C�est une conséquence de 2.1. �
Remark 6. La chronologie � d�une horloge sur un univers W permet de dé�nir un
écoulement sans événement critique sur W r ��. Avec les notations précédentes,
peut-on transformer � en un écoulement de l�univers W qui soit connexe sur W�.
Si oui, on peut représenter l�univers par un écoulement connexe auquel on a recollé
des boules B� par chirurgie de type (�; 4� �).

6. Conclusion

Un écoulement, le long d�un champ gradient, est une représentation simple de
l�univers. L�univers s�écoule le long d�une chronologie �, un observateur O en
l�événement w se déplace le long de l�intégrale première du champ grad� contenant
w. Pour une photographie de l�univers en t = � (w), les événements se déplacent le
long des intégrales première de grad�. La photographie en t+�t, avec [t; t+�t] ne
contient aucune valeur critique, donne un déplacement relatif des événements entre
eux si aucun phénomène physique intervient. Pour un déplacement d�un événe-
ment w0 à w1, le long d�une courbe paramétrée par wt, la courbe obtenue dans la
photographie ��1 (� (w1)) sera donnée par la projection le long du champ gradient
des événements wt sur �

�1 (� (w1)). Observer l�univers au temps d�écoulement t
revient à projeter sur ��1 (t), le long des intégrales premières du champ gradient
de �, les événements de l�univers observable.
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