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SUR LA SÉPARATION DES CARACTÈRES PAR LES

FROBENIUS

par

Charlotte Euvrard & Christian Maire

Résumé. � Ce travail est consacré à la question de la séparation de deux caractères du
groupe de Galois absolu d'un corps de nombres K par le Frobenius d'un idéal premier p de
OK . Nous commençons par (re)donner une borne pour la norme N(p) de p en fonction des
conducteurs et des degrés des représentations associées. Nous illustrons ensuite ce résultat
par deux applications : (i) à la recherche d'un nombre premier p pour lequel P (mod p)
admet un certain type de factorisation dans Fp[X], où P ∈ Z[X] est irréductible unitaire
et de discriminant sans facteurs carrés ; (ii) au nombre maximum de certaines extensions
modérément rami�ées de groupe de Galois An (au dessus d'un corps de nombres K). En�n,
nous réalisons des expérimentations à la séparation de caractères non rami�és du groupe
alterné An (pour n = 5, 7 et 13) au-dessus de corps quadratiques réels et imaginaires, ceci
à travers des familles de trinômes.
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1. Introduction

Le théorème de Chebotarev a�rme que pour une extension galoisienne de corps de
nombres F/K, les automorphismes de Frobenius sont répartis dans l'ensemble des classes
de conjugaison du groupe de Galois suivant une densité proportionnelle à leurs tailles.
Par conséquent, en �xant une classe qui permet la séparation de deux caractères distincts
du groupe de Galois en question, le théorème de Chebotarev apporte l'existence d'une
in�nité d'idéaux premiers p pour lesquels les automorphismes de Frobenius σp sont dans
cette classe, et donc séparent ces caractères. L'e�ectivité permet de donner une borne su-
périeure sur la plus petite norme d'un tel idéal. Si comme il est souvent coutume pour ces
questions, nous nous plaçons dans le cadre où l'hypothèse de Riemann généralisée (GRH)
et la conjecture d'Artin aux fonctions L considérées sont satisfaites, la borne donnée par
le théorème de Chebotarev est alors, à une constante absolue près, en ln2 |dF |, où dF est
le discriminant du corps F . En particulier, quand l'extension F/K est non rami�ée, la
borne est en |G|2 ln2 |dK |, où |G| est l'ordre du groupe de Galois de l'extension F/K.
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La littérature pour ces questions est abondante ; citons Lagarias et Odlyzko [LO77],
Lagarias, Montgomery et Odlyzko [LMO79], Serre [Ser81], Murty [MMS88], Osterlé
[Oes79] ou plus récemment Iwaniec et Kowalski [IK04], Bellaïche [Bel16], Winckler
[Win13], Zaman [Zam15], etc.

Ici nous proposons de commencer par montrer le résultat suivant qui est très certainement
bien connu par les spécialistes, mais par souci de précision, nous en (re)donnons une
preuve :

Théorème 1.1. � Soit K un corps de nombres de groupe de Galois absolu GK et soient

χ et χ′ deux caractères de GK, de produit scalaire 〈χ, χ′〉 nul. Supposons GRH et la

conjecture d'Artin vraies aux fonctions L associées aux caractères de GK. Il existe un

idéal premier p de K de norme N(p) plus petite que

1

〈χ, χ〉2
[
c1χ(1)χ′(1)[K : Q] + c2

(
ln q(χ⊗ χ′) + ln q(χ⊗ χ)

)
+ c3〈χ, χ〉

]2

tel que χ(σp) 6= χ′(σp), où ici σp désigne l'automorphisme de Frobenius associé à l'idéal

premier p et où les réels ci sont des constantes absolues. (Pour un caractère θ de GK,

la quantité q(θ) désigne son conducteur arithmétique (cf. section 2 pour une dé�nition

précise)).

Remarque 1.2. � Quand χ ou χ′ sont rami�és en l'idéal premier p, nous entendons par
Frobenius en p, la "moyenne" du Frobenius dans l'extension associée (voir le paragraphe
2.1).
Si l'on souhaite éviter un ensemble �ni T de premiers de K (typiquement pour T l'en-
semble des premiers rami�és), la borne du théorème 1.1 devient

1

〈χ, χ〉2
[
c1χ(1)χ′(1)[K : Q] + c2

(
ln q(χ⊗ χ′) + ln q(χ⊗ χ)

)
+ c3〈χ, χ〉+ 2 lnT

]2

,

où lnT =
∑
p∈T

ln N(p), ici N(p) est la norme absolue de p.

Le résultat présenté ici semble préciser un récent travail de Rouse et Thorne dans lequel les
auteurs donnent une borne pour la séparation des ensembles des valeurs propres de deux
représentations irréductibles (Proposition 4.1 de [RT14]). Mais une lecture attentive
de la preuve de leur résultat montre qu'en fait la borne donnée par Rouse et Thorne
permet de séparer les caractères irréductibles en jeu (à partir de l'inégalité (4.6)). A
noter qu'il est très facile de produire des exemples de représentations d'un groupe qui,
évaluées en la même classe, ont des ensembles de valeurs propres distincts mais une trace
identique (penser au groupe cyclique d'ordre 4 ou au groupe diédral d'ordre 12 pour des
représentations irréductibles).
Ici nous présentons une preuve légèrement di�érente (dans l'esprit de [LO77]) en nous
e�orçant d'éviter les majorations trop brutales, ce qui nous permet de donner quelques
situations qui nous semblent intéressantes (voir la section 3.3.3).
Cela dit, si χ(1) = χ′(1) = r, et si q(χ), q(χ′) 6 q avec ln q > r[K : Q], une majoration
des quantités en jeu aboutit au résultat suivant (sous GRH et sous la conjecture d'Artin) :

Corollaire 1.3 (Rouse-Thorne). � Sous les conditions précédentes, les paramètres

locaux, {αi,ρ(p)}i, en p de L(s, χ) (voir la section suivante pour la dé�nition) sont di�é-

rents de ceux de L(s, χ′) pour un idéal premier p de norme plus petite que c0r
2 ln2 q.
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Démonstration. � En e�et, en utilisant les propriétés des conducteurs, on obtient :

q(χ⊗ χ′) = q(χ⊗ χ′) 6
(
q(χ)q(χ′)

)r
6 q2r(1)

et le résultat découle de 1.1.

Remarque 1.4. � En s'appuyant sur le livre de Iwaniec et Kowalski [IK04], Euvrard
dans [Euv16] rend explicite la constante précédente c0 pour des familles de fonctions L
en toute généralité.

Corollaire 1.5. � Dans le cas particulier où les caractères χ et χ′ sont non rami�és et

de degré r, il existe un idéal premier p de K de norme inférieure à c4r
4 ln2 |dK | tel que

χ(σp) 6= χ′(σp), où c4 est une constante absolue et où dK est le discriminant du corps K.

Démonstration. � Puisque les caractères χ ⊗ χ et χ ⊗ χ′ sont non rami�és, on a (cf.
section 2) :

q(χ⊗ χ) = q(χ⊗ χ′) = |dK |r
2

.

La borne du théorème 1.1 devient donc
1

〈χ, χ〉2
(
c1r

2[K : Q] + 2c2r
2 ln |dK |+ c3〈χ, χ〉

)2

6
(
c1r

2[K : Q] + 2c2r
2 ln |dK |+ c3

)2

.

Pour obtenir la borne annoncée, il su�t de se rappeler que [K : Q] 6 ln |dK | (dès que
K 6= Q).
Si nous regardons tout spécialement la restriction au groupe alterné An des caractères
irréductibles auto-conjugués du groupe symétrique Sn, on obtient le corollaire suivant
(sous GRH et sous la conjecture d'Artin) :

Corollaire 1.6. � Soit P ∈ Z[X] un polynôme de degré n, unitaire et Q-irréductible.
Supposons son discriminant dP égal au discriminant d'un corps quadratique.

(i) Si n = 2m + 1 est impair, il existe un nombre premier p plus petit que

c4 b(n)4 ln2 |dP | tel que P soit irréductible dans Fp[X] et où

b(n) =
1

2

(
2m

m

)
∼n→∞

2n−
3
2

√
π
√
n− 1

.

(ii) Si n ≡ 0 (mod 4), posons m = 1 + n/4. Alors il existe un nombre premier

p plus petit que c4 b(n)4 ln2 |dP | tel que P (mod p) se factorise sous la forme

Q2m−1Q2m−3, où les polynômes Qi sont des polynômes irréductibles de Fp[X] de

degré i et où

b(n) =
n!

2(n
2

+ 1)(n
2
− 1)[n

2
(n

4
)!(n

4
− 1)!]2

∼n→∞
2

3
2 4n

n
7
2π

3
2

·

(iii) Supposons que l'entier n est un carré et écrivons n = m2. Alors il existe un

nombre premier p plus petit que c4 b(n)4 ln2 |dP | tel que P (mod p) se factorise

sous la forme Q1Q3 · · ·Q2m−1, où les Qi sont des polynômes irréductibles de Fp[X]

de degré i et où

b(n) =
n!

2
∏m

r=1
(2m−r)!
(m−r)!

∼m→∞
em

2
mm2+m

2
+1

2
3m2+m+1

2 π
m−1

2

·

Ici, la constante c4 est absolue.
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Démonstration. � Notons par F le corps de décomposition de P ; soit K = Q(
√

dP ).
L'extension F/K est une extension non rami�ée de groupe de Galois isomorphe à An
(cf. théorème 3.5). Soit la classe de conjugaison C des éléments de Sn dont la décom-
position s'écrit comme un n-cycle (ou bien, pour (ii) : comme le produit à supports
disjoints d'un (2m− 1)-cycle et d'un (2m− 3)-cycle ou bien, pour (iii) : comme le pro-
duit [1][3] · · · [2m−1], où [i] désigne un i-cycle, tous à supports disjoints). Dans An, cette
classe C se décompose en deux classes de conjugaisons C1 et C2. A cette classe C on
peut associer un caractère irréductible ϕ de Sn dont la restriction à An est la somme de
deux caractères conjugués irréductibles χ1 et χ2. Les caractères χ1 et χ2 sont de même
degré b(n). Cette correspondance a la particularité suivante : une classe C ′ de An sépare
les deux caractères conjugués χ1 et χ2 de An si et seulement si, C ′ = Ci pour i = 1 ou
i = 2. (Voir � 3.1). Ainsi un idéal premier p|p de OK sépare χ1 et χ2 si et seulement si σp
est dans l'une des classes Ci i.e., si et seulement si, le Frobenius de p est dans C (ici, le
nombre premier p est non rami�é dans F/Q, cf �3.2.1 et � 3.2.3), ce qui équivaut au fait
que P (mod p) a la factorisation annoncée. On conclut ensuite avec le corollaire 1.5.

Pour être complet, discutons brièvement de la "qualité" des bornes obtenues. Tout
d'abord, une application "classique" du théorème de Chebotarev donne une borne en

O
((
n!
)2

ln2 |dP |
)
. Ensuite, pour un polynôme P de degré impair n, notre méthode

donne une borne en O

(
42n

n2
ln2 |dP |

)
garantissant l'existence d'un nombre premier p

avec P (mod p) irréductible sur Fp[X] (point (i) du corollaire 1.6). Dans un récent tra-
vail, Bellaiche ([Bel16], théorème 17) donne une borne en O

(
4n(ln |dP |+ n lnn)2

)
pour

tout P polynôme irréductible à coe�cients dans Z. Dans le paragraphe 3.2.4, nous nous
e�orçons de comparer les deux approches. Avec un minutieux travail, il est probable que
la méthode de Bellaiche apporte une très bonne borne pour la situation (ii) du corollaire
1.6 (en O(2n) ?) ; par contre, le point (iii) est nettement plus compliqué... c'est le cas
extrême ; ici la borne que l'on obtient est légèrement meilleure que (m2!)2 :

b(n)

(n!)2
∼m→∞

e3m2

m3m2−m
2

+12
3m2+m+1

2 π
m+1

2

� 1

nn
,

ou encore

b(n) = O

(
(n!)2

nn

)
.

Comme noté dans [RT14], une borne pour la séparation de caractères associée au théo-
rème des nombres premiers permet de majorer, pour un corps de nombres K, le nombre
de caractères de degré r et de conducteur d'Artin borné par qArtin. Ici, nous montrons
qu'une analyse classique sur les conducteurs permet de baisser parfois cette borne : cela
repose sur le fait que dans certains cas la taille du conducteur d'un produit tensoriel peut
considérablement diminuer comparativement au produit des conducteurs ; cela s'explique
par un télescopage favorable des valeurs propres des représentations en jeu.

Enonçons un résultat. Soit un idéal premier p impair de K. Pour n > 7, notons par
N (An, p, k) le nombre d'extensions du corps K de groupe de Galois isomorphe à An, non
rami�ées en dehors de p et dont le groupe d'inertie en p est le produit de k transpositions
à supports disjoints (on choisit l'entier k pair). On obtient :
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Corollaire 1.7. � Sous les conditions précédentes, on a

ln N (An, p, k)� [K : Q]
(

(n− 1)2 ln |dK |+ 2k(n− 1− k) ln N(p)
)2

.

Le caractère irréductible sous-jacent est de degré n− 1 et de conducteur d'Artin N(p)k.
Le gain ici se fait sur le terme devant ln N(p). En particulier, si n est pair, pour k = n−2,
on passe de 2(n− 1)(n− 2) à 2(n− 2). A noter ici que l'extension F/K correspondante
de groupe de Galois An est de discriminant relatif dF/K = p

n!
2 et de discriminant absolu(

N(p)dK

)n!
2
.

Cet article est également consacré à des calculs dans le cadre du corollaire 1.5 ; nous
cherchons à voir l'évolution de la borne par rapport à la quantité ln dK . Nous nous
sommes alors concentrés sur des caractères non rami�és irréductibles des groupes alternés
A5, A7 et A13 au-dessus d'un corps quadratique imaginaire ou réel K. Pour ce faire, nous
partons d'une famille de polynômes Pa de degré premier n (on prend n = 5, n = 7 et
n = 13) paramétrés par un entier a dont on est assuré que le groupe de Galois est le
groupe symétrique Sn. Par un bon choix de a, il en ressort une extension non rami�ée de
K := Q(

√
da) de groupe de Galois An, où da est le discriminant de Pa (pour nos familles

on aura également da = dK). En faisant varier a, on obtient alors une famille d'extensions
non rami�ées de corps quadratiquesK de groupes de Galois An. Nous comparons la norme
du plus petit idéal premier séparant les caractères irréductibles de degré 3 pour A5 (resp.
de degré 10 et 14 pour A7) avec la borne en ln2 |dK |. Pour A13, nous nous focalisons sur
les caractères irréductibles conjugués venant d'un caractère irréductible de S13.
Également, à la lumière des récents travaux de Pollack ([Pol13]), nous avons fait des
simulations de la moyenne

lim
X→∞

µ((Pa)a, χa, χ
′
a, X),

où

µ((Pa), χa, χ
′
a, X) :=

∑
da6X

n(χa, χ
′
a)∑

da6X
1

,

et où n(χa, χ
′
a) est la norme du plus petit idéal premier p dont le Frobenius σp sépare

deux caractères χa et χ′a irréductibles, non rami�és et de même degré r (ne dépendant pas
de a ; typiquement des caractères conjugués) du corps Q(

√
da) (associés aux polynômes

Pa). Nos calculs semblent montrer que cette moyenne converge rapidement. Une question
naturelle se pose alors au sujet du lien entre cette valeur de convergence et les caractères
choisis.

Donnons en quelques lignes le plan de ce travail. La partie 2 est consacrée à la preuve du
théorème 1.1 : celle-ci est classique, elle s'inspire de [LO77], de [Bel16] et de [IK04]. Dans
la section 3, nous donnons des applications du théorème 1.1 illustrées par les corollaires
1.6 et 1.7. La section 4 est dédiée aux expérimentations numériques ; elle se termine
par une observation sur les solutions d'une équation diophantienne en relation avec des
travaux de Rémond [Rém10] et de Bugeaud [Bug97].

Les calculs de la dernière section ont été réalisés avec GP-Pari [The] ; pour les caractères
les calculs ont été réalisés avec Magma [BCP97].
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Convention. Les réels ci qui apparaîtront tout au long de ce travail sont des constantes

absolues.
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de C. Maire à l'UMI 3457 du CNRS - Centre de Recherches Mathématiques de Montréal.
Le second auteur remercie le CRM pour les très bonnes conditions de recherche mises à
sa disposition.
Les auteurs remercient Georges Gras, Christophe Delaunay et le rapporteur pour leurs
commentaires et pertinentes remarques.

2. Preuve du Théorème 1.1

2.1. Rappels. � Pour ce paragraphe, nous renvoyons par exemple vers [Mar77] ou
vers [IK04].

Soit (ρ, V ) une représentation continue (complexe) de GK de degré r et de caractère χ.
Par un argument topologique, on rappelle que le noyau ker(ρ) est un sous-groupe ouvert

de GK et donc que l'image Im(ρ) de ρ est �nie. Soit le corps de nombres F = K
ker(ρ)

;
posons G = Gal(F/K). La représentation ρ se factorise à travers G.
Pour p un idéal premier de K, notons par Dp ⊂ Gal(F/K) le groupe de décomposition
d'un idéal premier P|p de F , par Ip son groupe d'inertie, posons

V Ip = {v ∈ V : ∀ s ∈ Ip, ρ(s)(v) = v}
le sous-espace vectoriel de V stable par Ip. Notons (ρ̃, V Ip) la représentation de ρ|Dp : la
représentation ρ̃ se factorise à travers le quotient Dp/Ip. Soit σp ∈ Dp un relèvement de
l'automorphisme de Frobenius, générateur privilégié du quotient Dp/Ip. Le déterminant
det(Id − N(p)−sρ̃(σp);V

Ip) ne dépend pas du choix de l'idéal premier P au-dessus de p

(ni du choix du relèvement).

La fonction L d'Artin associée à χ est alors dé�nie par :

L(s, χ) =
∏

p⊂OK

1

det(Id− N(p)−sρ̃(σp);V Ip)
, Re(s) > 1,

où N(p) := |OK/p| désigne la norme absolue d'un idéal premier p.

Notons par αi,ρ(p), 1 6 i 6 r, les valeurs propres de ρ̃(σp) avec la convention αi,ρ(p) = 0

si dimV Ip = rp < i 6 r. Les complexes {αi,ρ(p)}16i6r sont les paramètres locaux en p de
L(s, χ).

Si p est non rami�é dans F/K et k ∈ Z, la quantité χ(σkp ) est bien dé�nie et est égale à
α1,ρ(p)k + · · ·+ αr,ρ(p)k. Si p est rami�é dans F/K de groupe d'inertie Ip, on pose

χ(σkp ) :=
1

|Ip|
∑
s∈Dp

s≡σk
p (mod Ip)

χ(s)
(∗)
= α1,ρ(p)k + · · ·+ αrp,ρ(p)k = α1,ρ(p)k + · · ·+ αr,ρ(p)k.

Remarque 2.1. � L'égalité (*) résulte de la généralisation du concept de représentation
induite : voir Chapitre VII, exercice 7.1 [Ser77].
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Pour toute puissance t d'un nombre premier, notons :

Σt = {p ⊂ OK , N(p) = t}.
Dé�nissons alors la fonction Λχ de Von-Mangoldt par :

Λχ(n) =
∑

t,k|n=tk

(∑
p∈Σt

χ(σkp )
)

ln t.

La fonction Λχ apparaît dans la dérivée logarithmique de la fonction L de la façon suivante
(voir par exemple [IK04] page 102) :

Proposition 2.2. � Avec les notations précédentes, on a pour Re(s) > 1 :

−L
′

L
(s, χ) =

∑
n>1

Λχ(n)n−s.

Le conducteur d'Artin associé au caractère χ est un idéal f(χ) de l'anneau des entiers
OK de K : f(χ) =

∏
p-∞ pfp(χ), où le produit porte sur les idéaux premiers p de K et

où fp(χ) est un entier naturel dépendant des groupes de rami�cation dans F/K d'un
idéal premier P de F au-dessus de l'idéal p. En particulier fp(χ) = 0 si et seulement si,
χ|Ip est trivial. Soyons plus précis. Si M/K désigne une extension galoisienne contenant
l'extension F/K, et si l'on note Gi,p les groupes de rami�cation à numérotation inférieure

de p, on a fp(χ) :=
∑
i>0

|Gi,p|
|G0,p|

codimV Gi,p , ici G0,p = Ip. Cette quantité ne dépend pas de

l'extension M/K. (Pour plus de détails voir par exemple [Neu99], chapitre VII �11.)
Le conducteur analytique est quant à lui dé�ni par :

q(s, χ) = q(χ)q∞(s, χ),

où q(χ) est le conducteur arithmétique :

q(χ) = |dK |r · NK/Q(f(χ))

et où q∞(s, χ) =

r[K:Q]∏
j=1

(|s+ κj|+ 3) avec κj ∈ {0, 1} (pour plus de détails, voir [Neu99],

chapitre VII �12).
Donnons également la forme du facteur gamma d'une fonction L d'Artin :

γχ(s) = π−s
r[K:Q]

2 Γ

(
s+ 1

2

)α[K:Q]

Γ
(s

2

)β[K:Q]

,

où α + β = r.

A ce stade, nous rappelons les conjectures utilisées dans ce travail.

Conjecture 2.3 (Hypothèse de Riemann Généralisée (GRH))

Soit une fonction L d'Artin. Alors tous les zéros non-triviaux de L sont sur la droite

Re(s) = 1
2
.

Conjecture 2.4 (Conjecture d'Artin). � Toute fonction L d'Artin L(s, χ) se pro-

longe en une fonction holomorphe sur C sauf éventuellement en s = 1 où il y a un pôle

d'ordre égal au nombre de fois où intervient le caractère trivial dans la décomposition

de χ.
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2.2. La preuve. �

2.2.1. Le cas général. � Nous nous inspirons de l'article de Lagarias et Odlyzko [LO77],
de Bellaïche [Bel16] et du livre de Iwaniec et Kowalski [IK04].

Pour x ∈ R+ et un caractère χ de GK , posons :

θ(χ, x) =
∑
t6x

∑
p∈Σt

χ(σp)(x− t) ln t,

ψ(χ, x) =
∑
n6x

Λχ(n)(x− n).

Comme dans [Bel16], nous allons comparer ces deux fonctions.

Soit la fonction χ 7→ µ(χ) qui donne le nombre de fois où la représentation triviale

intervient dans la décomposition de ρ|F en représentations irréductibles (ici, F = K
ker(ρ)

).

Proposition 2.5. � Soit χ un caractère de GK. Alors, en supposant vraie GRH et la

conjecture d'Artin pour L(s, χ), on a pour x ≥ 3 :∣∣∣∣θ(χ, x)− 1

2
µ(χ)x2

∣∣∣∣ 6 x
3
2

(
c5χ(1)[K : Q] + c6 ln q(χ) + c7µ(χ)

)
,

où q(χ) est le conducteur arithmétique du caractère χ.

Démonstration. � Commençons par estimer la di�érence entre θ et ψ :

|θ(χ, x)− ψ(χ, x)| =
∣∣∣ ∑
t,k>2
tk6x

∑
p∈Σt

χ(σkp)(x− tk) ln t
∣∣∣

6 xχ(1)
∑
k>2

∑
t6x1/k

∑
p∈Σt

ln t

6 xχ(1)
∑
k>2

∑
p6x1/k

[K : Q] ln p,

ici la dernière somme porte sur les nombres premiers p plus petit que x1/k. En découpant
l'intervalle de sommation, on obtient :

|θ(χ, x)− ψ(χ, x)| 6 xχ(1)[K : Q]
(

∆(2) + · · ·+ ∆(m)
)
,

où
∆(i) =

∑
p6x1/i

ln p ,

et où m = dlnx/ ln 2e.
Il est ensuite bien connu (voir par exemple [Ten95]) que∑

p6x

ln p 6 c8x

et ainsi ∆(i) 6 c8x
1
i . On obtient alors :

|θ(χ, x)− ψ(χ, x)| 6 xc8χ(1)[K : Q]
(
x

1
2 + x

1
3 lnx

)
6 2x

3
2 c8χ(1)[K : Q].

Pour conclure il nous su�t de rappeler le lemme suivant (voir par exemple [Bel16],
lemme 6) :
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Lemme 2.6. � Soit χ un caractère de GK. En supposant que L(s, χ) satisfait l'hypo-

thèse de Riemann et la conjecture d'Artin, la fonction ψ(χ, x) véri�e pour tout x ≥ 3 :∣∣∣∣ψ(χ, x)− 1

2
µ(χ)x2

∣∣∣∣ 6 x
3
2

(
c9χ(1)[K : Q] + c10 ln q(χ) + c11µ(χ)

)
.

Démonstration. � L'utilisation de la transformée de Mellin dans l'égalité de la proposi-

tion 2.2, −L
′

L
(s, χ) =

∑
n>1

Λχ(n)n−s, permet d'obtenir, pour x ∈ R, x > 3 :

ψ(χ, x) =
1

2iπ

∫ 2+i∞

2−i∞
−L

′

L
(s, χ)

xs+1

s(s+ 1)
ds.

La preuve suit celle due à Lagarias et Odlyzko dans [LO77]. On commence par appliquer
le théorème de Cauchy en déplaçant la droite d'intégration vers la gauche (à l'in�ni). A la
limite, sur les "trois" bords introduits, seule l'intégrale sur la droite initiale est non nulle.

Ainsi ψ(χ, x) est la somme des résidus de −L
′

L
(s, χ)

xs+1

s(s+ 1)
sur le demi-plan Re(s) 6 2.

C'est le produit de Hadamard de la fonction L(s, χ) qui va nous permettre de faire le
calcul. En dérivant le logarithme de ce produit, on obtient (sous la conjecture d'Artin) :

−L
′

L
(s, χ) =

1

2
ln q(χ) +

γ′χ
γχ

(s)− b(χ) +
µ(χ)

s
+
µ(χ)

s− 1
−
∑
ρ 6=0,1

(
1

s− ρ +
1

ρ

)
,

où ρ varie parmi les zéros non-triviaux de L(s, χ) di�érents de 0 et 1 et où b(χ) est une
constante. Il reste alors à déterminer les résidus en jeu.

D'abord, il y a l'éventuel pôle en s = 1 de la fonction
L′

L
(s, χ) d'ordre µ dont le résidu

vaut −1 et qui donne donc ici −µ(χ)
x2

2
.

Ensuite, à chaque zéro ρ non trivial de L(s, χ), la fonction
L′

L
(s, χ) a un pôle d'ordre 1, de

résidu 1, cela donne donc une contribution en
∑
ρ

x1+ρ

ρ(ρ+ 1)
. Or d'après la proposition 5.7

page 102 de [IK04], le nombre de tels zéros ρ de partie imaginaire bornée entre des réels T
et T +1 est inférieur (à une constante près) à ln q(iT, χ) 6 ln q(χ)+χ(1)[K : Q] ln(4+T ).
Ainsi, on a (se rappeler que Re(ρ) = 1

2
) :

∣∣∑
ρ

x1+ρ

ρ(ρ+ 1)

∣∣ 6 c12x
3
2

+∞∑
T=1

ln q(χ) + χ(1)[K : Q] ln(4 + T )

T 2

6 c13x
3
2 (ln q(χ) + χ(1)[K : Q]).

La fonction
L′

L
(s, χ) possède également des pôles d'ordre 1 aux zéros triviaux (de la

fonction γχ) : ceux situés en s = −2m−1 pour m ∈ N donnent un résidu égal à α[K : Q]

et ceux situés en s = −2m pour m ∈ N donnent un résidu égal à β[K : Q] (avec
α + β = r = χ(1)). On obtient donc pour les résidus des zéros triviaux la majoration :

α[K : Q]
+∞∑
m=1

x−2m

2m(2m+ 1)
+ β[K : Q]

+∞∑
m=1

x1−2m

2m(2m− 1)
6 c14χ(1)[K : Q]x lnx.
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Les résidus restants sont ceux en s = 0 et s = −1. La �n est alors classique, on écrit les

développements en s = 0 et s = −1 de
xs+1

s(s+ 1)
et de

L′

L
(s, χ) pour obtenir que la somme

des résidus cherchés est bornée par

c15x lnx
(
χ(1)[K : Q] + ln q(χ) + µ(χ)

)
.

Finalement,

|ψ(χ, x)− 1

2
µ(χ)x2| 6 x

3
2

(
c9χ(1)[K : Q] + c10 ln q(χ) + c11µ(χ)

)
.

avec c9 = c13 + c14 + c15, c10 = c13 + c15 et c11 = c15.

Terminons alors la preuve de la proposition 2.5.∣∣θ(x, χ)− 1
2
µ(χ)x2

∣∣ 6 |θ(χ, x)− ψ(χ, x)|+
∣∣ψ(χ, x)− 1

2
µ(χ)x2

∣∣
6 2c8x

3
2χ(1)[K : Q] + x

3
2

(
c9χ(1)[K : Q] + c10 ln q(χ) + c11µ(χ)

)
6 x

3
2

(
c5χ(1)[K : Q] + c6 ln q(χ) + c7µ(χ)

)
,

où c5 = 2c8 + c9, c6 = c10 et c7 = c11.

Démonstration du Théorème 1.1. � La preuve repose donc sur le fait bien connu sui-
vant : pour deux caractères distincts χ et χ′ de produit scalaire nul, on a µ(χ⊗ χ′) = 0

et µ(χ⊗ χ) = µ > 1. On applique alors la proposition 2.5 aux caractères χ⊗ χ′ et χ⊗ χ
pour obtenir, pour tout x ≥ 3 :∣∣θ(x, χ⊗ χ′)∣∣ 6 x

3
2

[
c5χ(1)χ′(1)[K : Q] + c6 ln q(χ⊗ χ′)

]
∣∣θ(x, χ⊗ χ)− 1

2
µx2
[
6 x

3
2

[
c5χ(1)χ′(1)[K : Q] + c6 ln q(χ⊗ χ) + c7µ

]
.

Il reste à montrer l'existence d'un réel x tel que θ(x, χ ⊗ χ′) 6= θ(x, χ ⊗ χ) ; on aura
alors bien l'existence d'un idéal premier p de K de norme plus petite que x et véri�ant
(χ⊗ χ′)(σp) 6= (χ⊗ χ)(σp), c'est-à-dire χ′(σp) 6= χ(σp).
Notons

Z1 = c5χ(1)χ′(1)[K : Q] + c6 ln q(χ⊗ χ′)
et

Z2 = c5χ(1)χ′(1)[K : Q] + c6 ln q(χ⊗ χ) + c7µ.

Choisissons x0 assez grand tel que µ2x0 > 4(Z1 + Z2)2 (ainsi 1
2
µ
√
x0 > Z1 + Z2 donc

1
2
µ
√
x0 − Z1 > Z2). Raisonnons par l'absurde et supposons que A = θ(x0, χ ⊗ χ′) =

θ(x0, χ⊗χ). Ainsi, on a : |A| 6 x
3
2
0Z1 et |A− 1

2
µx2

0| 6 x
3
2
0Z2 donc 1

2
µx2

0−A > 1
2
µx2

0−x
3
2
0Z1 =

x
3
2
0 (1

2
µ
√
x0 − Z1) > x

3
2
0Z2, d'où la contradiction. Ainsi, θ(x0, χ⊗ χ′) 6= θ(x0, χ⊗ χ).

2.2.2. En évitant un ensemble T donné. � Fixons T un ensemble �ni d'idéaux premiers
de K. Il est possible de donner une variante du théorème 1.1 en imposant que l'idéal
premier p trouvé ne se trouve pas dans l'ensemble T .
Pour cela, sur le modèle de θ, introduisons

θ̃(χ, x) =
∑
t≤x

∑
p∈Σt

p/∈T

χ(σp)(x− t) ln t.
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Posons lnT :=
∑
p∈T

ln N(p). On a alors

∣∣∣θ(χ, x)− θ̃(χ, x)
∣∣∣ =

∣∣∣∑
t≤x

∑
p∈Σt
p∈T

χ(σp)(x− t) ln t
∣∣∣

≤ xχ(1) lnT.

Il vient ainsi pour tout x ≥ 3 :∣∣∣θ̃(x, χ⊗ χ′)∣∣∣ 6 x
3
2

[
c5χ(1)χ′(1)[K : Q] + c6 ln q(χ⊗ χ′ + χ(1)χ′(1) lnT

]
∣∣∣∣θ̃(x, χ⊗ χ)− 1

2
µx2

∣∣∣∣ 6 x
3
2

[
c5χ(1)χ′(1)[K : Q] + c6 ln q(χ⊗ χ) + c7µ+ χ(1)χ′(1) lnT

]
.

Le corollaire suivant s'en déduit (voir remarque 1.2).

Corollaire 2.7. � Soit T un ensemble �ni d'idéaux premiers de K. Alors, sous les

conditions du théorème 1.1, il existe un idéal premier p de K, p /∈ T , de norme N(p) plus

petite que

1

〈χ, χ〉2
[
c1χ(1)χ′(1)[K : Q] + c2

(
ln q(χ⊗ χ′) + ln q(χ⊗ χ)

)
+ c3〈χ, χ〉+ 2 lnT

]2

tel que χ(σp) 6= χ′(σp).

3. Deux applications

3.1. Rappels sur les caractères de An. � Pour cette partie, nous nous référons à
[FH91], lecture 5.
Partons du groupe symétrique Sn. Les (classes des) représentations irréductibles ρ de Sn
sont en correspondance bijective avec les partitions λ de n (et donc avec les tableaux de
Young). Soit ϕ la restriction de ρ à An. La représentation obtenue est : soit irréductible ;
soit la somme de deux représentations irréductibles de même degré.
Le premier cas a lieu i.e., ρ|An est irréductible, si et seulement si l'une des conditions
équivalentes suivantes est véri�ée

(i) le tableau de Young associé à ρ n'est pas auto-conjugué (ie symétrique) ;

(ii) ρ � ρ⊗ ρ0, où ρ0 est la représentation non triviale du quotient Sn/An.

Quand la restriction ϕ de ρ à An se décompose en somme de deux représentations ir-
réductibles conjuguées ϕ1 et ϕ2, les représentations de An obtenues sont conjuguées, ie,
ϕ2 := ϕ1 ◦ ft, où t est une transposition quelconque et où ft est la conjugaison par t.
Rappelons que toute représentation irréductible de An s'obtient de cette façon i.e., comme
composante de la restriction à An d'une représentation irréductible de Sn.

D'un autre côté, une classe de conjugaison C de Sn se décompose en deux classes de
conjugaison de An si et seulement si C est la classe de conjugaison d'un élément dont la
décomposition en cycle ne fait apparaître que des cycles de longueurs impaires et toutes
di�érentes.

Partons alors d'un diagramme T de Young symétrique associée à la partition λ. Ce tableau
donne une représentation irréductible ρT de Sn, de caractère θT dont la restriction à An se
décompose en somme de deux caractères irréductibles χT et χ′T de An. Si λ = λ1 ≥ · · · ≥
λk est la partition associée à ρT, notons par Γi, i = 1 · · · , k, les crochets symétriques
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du diagramme de Young T puis posons qi = |Γi| le cardinal de Γi. On peut noter que
qi = 2(λi − i) + 1 et que k est le plus grand entier véri�ant λk − k ≥ 0. À ce tableau
symétrique T, on associe la classe de conjugaison CT dont la décomposition des éléments
s'écrit comme le produit de qi-cycles, i = 1, · · · , k (à supports disjoints) avec

∑
i qi = n.

Comme les éléments qi sont impairs et distincts (il est immédiat que qi > qi−1), la classe
de conjugaison CT se scinde en deux classes de conjugaison C (1)

T et C (2)
T de An.

Réciproquement. Partons d'une classe de conjugaison C de Sn qui se scinde en deux
classes de conjugaison de An. Alors C = [q1] · · · [qk], où [qi] désigne un qi-cycle (les sup-
ports sont disjoints), avec les qi impairs (pouvant éventuellement prendre la valeur 1),
qi > qi−1 et

∑
i qi = n. Le diagramme de Young de la représentation ρ s'obtient simple-

ment en imbriquant les crochets symétriques de taille q1, · · · , qk.
Résumons dans la proposition suivante la particularité du lien entre ρT et CT.

Proposition 3.1. � 1) Pour tout caractère irréductible θ de An di�érent de χT et χ′T,

on a θ(C (1)
T ) = θ(C (2)

T ) ;

2) Pour toute classe de conjugaison C ′ de An di�érente de C (i)
T , i = 1, 2, on a χT(C ′) =

χ′T(C ′). De plus, χT(C (1)
T ) = χ′T(C (2)

T ) et χT(C (1)
T ) = χ′T(C (2)

T ).

Ainsi, les seules classes de conjugaison séparant les caractères χT et χ′T sont les classes

C (i)
T .

Passons à des rappels sur les valeurs des caractères irréductibles de An.

Dé�nition 3.2. � Si χ un caractère irréductible de An, on note par a(χ) = |{χ(s), s ∈
An}|. C'est le nombre de valeurs prises par le caractère χ.
Rappelons que les caractères de Sn sont à valeurs entières. Si ρ est une représentation
irréductible de Sn non auto-conjuguée, la restriction ϕ de ρ au groupe alterné An est
irréductible. Notons par χ son caractère et par r son degré. Alors, comme pour tout
s ∈ An, |χ(s)| 6 r (se rappeler que χ est de degré r et que les valeurs propres de la
représentation associée sont des racines de l'unité) et que les valeurs de χ sont entières,
on a a(χ) 6 2r + 1.
Si maintenant ρ est auto-conjuguée, alors la restriction ϕ de ρ à An se décompose en
somme de deux représentations irréductibles conjuguées ϕ1 et ϕ2. On rappelle que ϕ2 :=

ϕ1 ◦ ft, où t est une transposition quelconque et où ft est la conjugaison par t. Ainsi, si
c est une classe de conjugaison non décomposée d'un élément s de An i.e., ft(c) = c, on
obtient ϕi(c) = 1

2
ρ(c) et par conséquent les caractères 2 · χi des représentations ϕi ⊕ ϕi

prennent, sur ces classes, leurs valeurs dans l'ensemble a(χ), χ étant le caractère de ρ. Il
en est de même pour les classes de conjugaison c décomposées non associées à ρ. Pour
les deux dernières classes i.e., les classes décomposées associées à ρ, ces valeurs sortent
de l'ensemble a(χ). En conclusion on a a(χi) 6 2r + 3.

Exemple 3.3. � Soit la représentation irréductible ρ associée à la partition λ = (n −
1, 1). La représentation ρ est de degré n− 1 et sa restriction à An est encore irréductible.
Notons par χλ le caractère de ρ. Pour 1 6 k 6 n−2, si Ck est la classe de conjugaison des
cycles de longueurs (n−k), la règle de Murnaghan-Nakayama indique que χλ(Ck) = k−1,
ce qui donne une minoration en O(n) pour a(χ).
Si on s'intéresse à la classe de conjugaison C des produits de 2 transpositions (à supports
disjoints), on obtient χλ(C ) = n − 5 pour n > 4. Plus généralement on obtient que si
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C ′k est le produit de k transpositions à supports disjoints (pour k 6 n−1
2
) alors χλ(C ′k) =

n− 2k − 1.

Exemple 3.4. � Prenons n pair et soit C la classe de conjugaison des cycles de longueur
(n−1). Soit χT un caractère irréductible de tableau de Young T. La règle de Murnaghan-
Nakayma indique ici que

χT(C ) =


1 si T = (1, · · · , 1) ou T = (n)

(−1)n−k−1 si T = (k, 2, 1 · · · , 1)

0 sinon

.

3.2. Polynôme à coe�cients entiers modulo un nombre premier. � Soit P ∈
Z[X] un polynôme unitaire et irréductible de clôture galoisienne F . Suppposons que
Gal(F/Q) ' Sn ; soit K/Q l'unique sous-extension quadratique de F/Q. On rappelle que
K = Q(

√
dP ), où dP est le discriminant de P .

Soit p un nombre premier non rami�é dans F/K ; notons par P un idéal premier de F
au-dessus de p et posons p = OK ∩P. Nous allons rappeler comment obtenir la classe de
conjugaison du Frobenius σp de p dans Gal(F/K) ' An.

3.2.1. Cycles et Frobenius. � Soit FP le complété de F par rapport à P. L'extension
galoisienne FP/Kp est une extension locale de groupe de Galois isomorphe à un sous-
groupe de An.
Soit P = P1 · · ·Pg la factorisation de P en polynômes irréductibles Pi distincts dans Qp de
degré di = eifi. Soient (αiji)ji les racines de Pi dans Qp. On rappelle que FP = Qp(α

i
ji
, i =

1, · · · , g, ji = 1, · · · , di) et que pOM = pe11 · · · pegg , où M est un corps de rupture de P et
où les pi sont des idéaux premiers de OM deux à deux distincts de degré résiduel fi.

Précisons donc la décomposition de σp en produit de cycles, le tout en relation avec la
section 3.1.

Premier cas : le nombre premier p est non rami�é dans K/Q.
Commençons par noter que le corps FP contient Qp(

√
d).

Partons d'une racine αi1 de Pi : l'extensionQp(α
i
1)/Qp étant cyclique, son groupe de Galois

est engendré par un cycle de longueur fi = deg(Pi). Maintenant, connaître le groupe de
Galois de FP/Qp c'est connaître son action sur les di�érentes racines de P . Comme l'action
de Gal(FP/Qp) sur αi1 s'exprime comme un fi-cycle et que les di�érents cycles provenant
des racines de P sont à supports disjoints, le groupe de Galois de FP/Qp, qui est cyclique
ici, est engendré par un produit de fi-cycles à supports disjoints que nous notons σ. La
conclusion dépend alors de l'extension Qp(

√
dP )/Qp (ou de façon équivalente, de savoir si

σ ∈ Sn−An ou si σ ∈ An) : si l'extension n'est pas triviale, le groupe Gal(FP/Qp(
√

dP ))

est engendré par σ2 ; sinon, le groupe de Galois de FP/Qp(
√

dP ) est le même que celui
de FP/Qp, il est donc engendré par σ.
Ainsi, si le nombre premier p est inerte dans K/Q, on a σp = σ2

P, avec σP ∈ Sn − An,
et par conséquent σp ne donne pas deux classes de conjugaison sous l'action de An (voir
�3.1).

Second cas : le nombre premier p est rami�é dans K/Q.
Dans la factorisation, P = P1 · · ·Pg ∈ Qp[X], supposons que pour i = 1, · · · , s, les
polynômes Pi sont non rami�és et que pour i = s + 1, · · · , g, les polynômes Pi sont
rami�és avec ei = 2. Par hypothèse : s < g.
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Pour 1 6 i 6 s, le groupe de Galois de Pi est simplement un cycle de longueur fi.
Pour s+1 6 i 6 g : si Qp(

√
dP ) * Qp(α

i
1), le polynôme Pi reste irréductible sur Qp(

√
dP )

et donc le groupe de Galois de Qp(α
i
1,
√

dP )/Qp(
√

dP ) est engendré par un (2fi)-cycle ; si
Qp(
√

dP ) ⊆ Qp(α
i
1) alors le polynôme Pi se décompose en un produit de deux polynômes

de degré fi sur Qp(
√

dP ) et le groupe de Galois de l'extension Qp(α
i
1,
√

dP )/Qp(
√

dP ) est
engendré par un produit de deux fi-cycles.
En conclusion, σp va être le produit de cycles à supports disjoints avec au moins ou bien
un cycle de longueur pair ou bien un couple de cycles de même longueur (éventuellement
de longueur 1) : par conséquent σp ne sépare aucune paire de caractères conjugués (voir
�3.1).

3.2.2. Quand dP est le discriminant d'un corps quadratique. � Nous allons préciser
le second cas de la section précédente (i.e. quand p est rami�é dans K/Q) lorsque le
discriminant dP est celui d'un corps quadratique. Commençons par rappeler le résultat
suivant de Kondo.

Théorème 3.5 (Kondo, [Kon95]). � Si le discriminant d'un polynôme P de degré n

sur Q est le discriminant d'un corps quadratique K, alors le groupe de Galois de la clôture

galoisienne F/Q de P est isomorphe au groupe symétrique Sn et l'extension F/K est non

rami�ée de groupe de Galois isomorphe à An.

La preuve utilise le fait que le groupe de Galois de F/Q est un sous-groupe primitif de
Sn qui contient une transposition : c'est donc le groupe Sn.
Nous avons ensuite besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6. � Partons d'un polynôme P ∈ Z[X] irréductible unitaire dont le discri-

minant dP de P est le discriminant d'un corps quadratique. Soit M = Q(θ) un corps de

rupture de P , ici θ est une racine de P dans Q. Alors OM = Z[θ].

Démonstration. � C'est immédiat, cela provient tout simplement du fait que comme
dM ≡ 0, 1(mod 4), alors nécessairement dM = dP .

Rappelons maintenant le lemme bien connu suivant (voir par exemple [Kon95]).

Lemme 3.7. � Sous les conditions de cette section, si le nombre premier p divise dP ,

on a pOM = p1 · · · pg−1p
2
g, avec fg = 1. Ou de façon équivalente, sur Fp le polynôme P

se factorise de la façon suivante :

P = Qf1 · · ·Qfg−1(X − x0)2 ∈ Fp[X],

où les polynômes Qfi sont des polynômes irréductibles de degré fi et premiers entre eux.

Soit donc un nombre premier p rami�é. Comme OM ' Z[X]/(P ), la réduction de la
factorisation de P = P1 · · ·Pg dans Qp[X] montre que le polynôme rami�é Pg véri�e :
Pg = (X − x0)2 ∈ Fp[X]. Soit α une racine de Pg dans Qp. Comme nous l'avons vu
dans le précédent paragraphe 3.2.1, nous cherchons à savoir si Qp(

√
dP ) = Qp(α). A ce

niveau, utilisons la globalité de la situation. En e�et, si l'on note par ϑ le produit de
fi-cycles à supports disjoints, i = 1, · · · , g−1, alors toujours d'après le paragraphe 3.2.1,
le Frobenius σp dans Gal(F/K) est soit (conjugué à) ϑ, soit le produit ϑ · τ , où τ est une
transposition à support disjoint de ϑ. Si l'on se rappelle que σp ∈ An, on voit que c'est
la signature ε(ϑ) de l'élément ϑ qui permet alors de conclure.
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Corollaire 3.8. � Sous les hypothèses de ce paragraphe, Qp(
√

dP ) = Qp(α) si et seule-

ment si ε(ϑ) = +1.

Exemple 3.9. � Soit le polynôme P = X11 + X + 123 de discriminant dP = −`
avec ` = 226136492183729856858848250212539. Ici, ` est un nombre premier. Ici P =

(Q
(1)
1 )2 Q

(2)
1 Q

(3)
1 Q7 ∈ F`[X], où les polynômes Q(i)

1 sont des polynômes de degré 1 et où
Q7 est un polynôme irréductible de degré 7. Ici ϑ est un 7-cycle et Q`(

√
dP ) = Q`(α), où

α est une racine de P dans Q` (selon les notations précédentes).
Notons alors que le groupe de décomposition de ` dans F/Q est cyclique, isomorphe à
Z/14Z. Cet exemple donne une réponse pour S11 à la Question arithmétique de Bubbolini
et Sonn, �1 de [BS16]. Nous retrouvons le même phénomène pour le groupe S19 avec le
polynôme P = X19 +X + 191.

Exemple 3.10. � Soit le polynôme P = X5 +X + 5 de discriminant dP = 3 · 651127.
Sur F3 la factorisation de P est de la forme (X − x0)2Q3 ; ainsi ε(ϑ) = +1.
Sur F651127 la factorisation de P est de la forme (X − x0)2Q1Q2 ; ainsi ε(ϑ) = −1. Pour
ce second nombre premier ` = 651127, on remarque que le groupe de décomposition de `
dans F/Q est isomorphe au groupe de Klein.

3.2.3. Frobenius et classes conjuguées. � Revenons à notre contexte en supposant que
le discriminant du polynôme P est sans facteurs carrés.
Partons d'un couple de caractères conjugués (χ, χ′) de Sn. Soit le tableau de Young
symétrique T associé aux caractères χ et χ′ (voir la section 3.1) ; notons CT = [q1] · · · [qk]
sa classe associée. On rappelle que les entiers qi sont impairs, deux à deux distincts et
que

∑
i qi = n.

D'autre part soit p un nombre premier et soit p|p un idéal premier de K = Q(
√

dP ).
Notons par σp ∈ Gal(F/K) l'automorphisme de Frobenius de l'idéal premier p.
Ecrivons ensuite la factorisation de P sur Fp :

P = Pf1 · · ·P eg
fg

(mod pFp[X]),

où les polynômes Pfi ∈ Fp[X] sont irréductibles (distincts) de degré fi avec eg ≥ 2.

Proposition 3.11. � L'automorphisme de Frobenius σp sépare les caractères χ et χ′ si
et seulement si, eg = 1 et la famille des fi est égale à la famille des qi. En particulier, les

entiers fi sont impairs et deux à deux distincts.

Démonstration. � Supposons que σp sépare le couple de caractères conjugués (χ, χ′).
D'après la section 3.2.1, le nombre premier p est décomposé dans Q(

√
dP )/Q et ainsi

σp = σP (sans oublier que eg = 1). Or d'après la proposition 3.1, σp est un produit de
qi-cycles d'où l'égalité entre le famille des fi et celle des qi.
Réciproquement. Si P est non rami�é et tel que σP s'écrit comme un produit de qi-cycles
à supports disjoints avec qi impairs. Alors σP ⊂ An et p est donc décomposé dans K/Q.
Ainsi σP = σp et σp sépare bien le couple (χ, χ′).

Exemple 3.12. � Soit n impair. Partons du caractère irréductible ϕ associé à la parti-
tion n = ((n+ 1)/2, 1, · · · , 1) ; le tableau de Young associé est symétrique et la classe de
conjugaison associée est la classe des n-cycles. Le caractère ϕ est de degré b0(n) où
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b0(n) =
(n− 1)![(
n−1

2

)
!
]2 ∼ 2n−

1
2

√
π
√
n− 1

.

Alors il existe deux caractères irréductibles distincts χ et χ′ de An de degré b(n) =
b0(n)

2
qui sont séparés uniquement par la classe de conjugaison d'un n-cycle. Dans le cas où ce
n-cycle correspond à la classe de conjugaison du Frobenius σp, p|p, le nombre premier p
est décomposé dans K/Q et N(p) = p. A noter que la proportion de nombres premiers p

dont le Frobenius appartient à la classe d'un n-cycle est égale à
(n− 1)!

n!
=

1

n
.

En conclusion, dans le cadre d'un polynôme P de discriminant dP sans facteurs carrés,
les caractères χ et χ′ sont séparés par les Frobenius σp de p|p si et seulement si P est
irréductible dans Fp[X].

Exemple 3.13. � Le point (ii) du corollaire 1.6 correspond à la représentation irréduc-
tible ρT dont le tableau de Young a pour partition n = (n

4
+ 1, n

4
+ 1, 2, · · · , 2) ; elle est

associée à la classe CT = [n
2

+ 1][n
2
− 1]. En utilisant la "formule des crochets" (voir, par

exemple, la formule 4.12 page 50 de [FH91]), nous trouvons

b(n) =
1

2

n!

(n
2

+ 1)(n
2
− 1)[n

2
(n

4
)!(n

4
− 1)!]2

∼n→∞
2

3
2 4n

n
7
2π

3
2

.

Le point (iii) correspond au tableau de Young symétrique de partition n = m2 =

(m,m, ...,m) et à la classe CT = [2m− 1][2m− 3] · · · [1]. On obtient :

b(n) =
1

2

n!∏m
r=1

(2m−r)!
(m−r)!

∼m→∞
em

2
mm2+m

2
+1

2
3m2+m+1

2 π
m−1

2

.

3.2.4. La méthode de Bellaiche. � Revenons sur la borne donnée par Bellaiche dans le
contexte des groupes Sn.

Théorème 3.14 (Bellaiche, théorème 3 [Bel16]). � Soit F/Q une extension galoi-

sienne de groupe de Galois G isomorphe au groupe Sn que l'on suppose non rami�ée en

dehors de l'ensemble Σ. Soit C une classe de conjugaison de Sn. Le plus petit nombre

premier p tel que le Frobenius σp ∈ C véri�e

p 6 c16Ψ(C )2 ln2(M),

où M =
∏

`∈Σ `. Ici

Ψ(C ) =
∑

χ∈Irr(G)

|χ(C )|χ(1),

Irr(G) désignant l'ensemble des caractères irréductibles de G.

Démonstration. � C'est donc simplement une application du théorème 3 de [Bel16] :
si IC désigne la fonction indicatrice de C , en suivant les notations de [Bel16] et en
s'apppuyant sur sa proposition 16, on a :

ϕG(C ) ≤ λ(IC )

µ(IC )
= λ(IC )

|G|
|C |

et

λ(IC ) =
∑
χ∈IrrG

|〈χ, IC 〉|χ(1) =
|C |
|G|

∑
χ∈IrrG

|χ(C )|χ(1).
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Remarque 3.15. � Comme noté par le rapporteur, le corollaire 1.5 peut se déduire du
théorème 13 de [Bel16] en prenant l'ensemble D = {g ∈ G, χ(g) 6= χ′(g)} et la fonction
f = (χ− χ′)(χ− χ).

Prenons alors une classe de conjugaison C = [q1] · · · [qk] dont la restriction à An se
décompose en deux classes de conjugaison. La méthode que nous proposons ici, basée

sur la séparation des caractères, donne l'inégalité p 6 c4

[χT(1)

2

]4
ln2 |dP |, où χT est le

caractère irréductible associé à la classe C de tableau de Young symétrique T formé par
un empilement des crochets symétriques de longueur qi, i = 1 · · · , k.
On en arrive à la comparaison des quantités

∑
χ∈Irr(G)

|χ(C )|χ(1) =
∑

λ partition de Sn

|χλ(C )|χλ(1)

et
[χT(1)

2

]2
.

Donnons quelques exemples.

Exemple 3.16. � Pour n impair, prenons le tableau de Young T de partition

(n+1
2
, 1, · · · , 1). Comme nous l'avons vu dans l'exemple 3.12,

[χT(1)

2

]2 ∼ 22n−3

π(n− 1)
.

D'un autre côté, en notant CT la classe de conjugaison associée aux cycles de longueur
n, on a

∑
χ∈Irr(G)

|χ(CT)|χ(1) = 2n−1.

Exemple 3.17. � Pour n pair, prenons le tableau de Young symétrique T de partition
(n

2
, 2, 1, · · · , 1) ; ici CT = [n− 1][1].

On obtient

χT (1) =
4(n− 2)!

n
[(

n
2
− 2
)
!
]2 ∼ n

1
2 2n−

3
2√

π

d'où
[χT(1)

2

]2 ∼ n22n−5

π
. D'un autre côté, avec les calculs de l'exemple 3.4, on trouve :∑

χ∈Irr(G)

|χ(C )|χ(1) = |χ(1,··· ,1)(C )|χ(1,··· ,1)(1) + |χ(n)(C )|χ(n)(1)+

n−2∑
k=2

|χ(k,2,1··· ,1)(C )|χ(k,2,1··· ,1)(1)

= 2 +
n−2∑
k=2

n!

(n− 1)k(n− k)(k − 2)!(n− k − 2)!

= n2n−2 − 2n + 22.

Exemple 3.18. � Soit le groupe S9 et soit le tableau de Young associé à la partition
λ = (3, 3, 3). C'est un tableau symétrique dont la classe de conjugaison C associée a
pour décomposition [3][2][1]. Le caractère χT est de degré 42. A l'aide de Magma, on a∑
χ∈Irr(G)

|χ(C )|χ(1) = 1286.
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Question 3.19. � Pour certains diagrammes de Young symétriques, le comportement

asymptotique de la quantité introduite par Bellaiche est meilleur. Est ce que c'est vrai

pour tous les diagrammes symétriques ?

3.3. Sur les extensions non rami�ées d'un corps de nombres. �

On continue toujours à supposer GRH et la conjecture d'Artin vraies pour les fonctions

L considérées.

3.3.1. Un exemple de base : le p-rang du groupe des classes. � La version e�ective
du théorème de Chebotarev et un argument élémentaire de dénombrement permettent
de donner une borne supérieure pour le nombre n(p) de caractères abéliens non rami�és
d'ordre p de K et ainsi de majorer le p-rang dpClK du groupe des classes ClK de K. Cette
méthode ne donne pas la meilleure borne mais, néanmoins, d'une part, conjecturalement,
le résultat obtenu pour le p-rang n'est pas si mauvais que ça et puis d'autre part, elle a
le mérite de s'étendre à d'autres situations ce que nous ferons à la �n de cette section
(en s'inspirant de [RT14]).
Précisons cette méthode. Soit l'entier X qui, pour tout couple de caractères distincts de
degré 1 (χ, χ′) non rami�és et d'ordre p, assure l'existence d'un idéal premier p de K tel
que N(p) 6 X et tel que χ(σp) 6= χ′(σp). Notons que quand σp varie, les valeurs de χ(σp)

et de χ′(σp) se trouvent dans un ensemble de cardinal p. Les caractères χ de degré 1 et
d'ordre p sont donc déterminés par les valeurs χ(σp), avec N(p) 6 X : il y a au plus pN

caractères de ce type. Le théorème des nombres premiers donne ensuite l'existence d'une
constante c17 telle que

|{p ∈ OK , N(p) 6 X}| 6 c17[K : Q]X/ lnX.

En conclusion, on a :

ln(n(p)) 6 c17 ln(p)[K : Q]X/ ln(X).

Théorème 3.20. � Soit χ un caractère de degré 1 non ramifé et non trivial de GK. Il

existe un idéal premier p de OK de norme N(p) 6 c4 ln2 |dK | tel que χ(σp) 6= 1.

On en déduit alors facilement :

Corollaire 3.21. � Soient χ et χ′ deux caractères non rami�és distincts de K de degré

1 et d'ordre p. Alors il existe un idéal premier p de K de norme N(p) 6 c4 ln2 |dK | tel
que χ(p) 6= χ′(p).

Démonstration. � En e�et, il su�t d'appliquer le théorème 3.20 à ϕ = χχ′ puis de noter
que ϕ est de degré 1.

En conclusion, on obtient :

Corollaire 3.22. � Pour tout corps de nombres K,

dpClK =
1

ln(p)
ln(n(p)) 6 c17[K : Q]

c4 ln2 |dK |
ln c4 + 2 ln ln |dK |

.

Rappelons alors à ce niveau la question suivante :

Question 3.23 (Serre [Ser81], �2.5). � A-t-on N(p)�ε ln1+ε |dK | ?



19

Dans le cadre du p-rang du groupe des classes, cette question est à rapprocher de l'inéga-
lité facile du théorème de Brauer-Siegel (voir par exemple le lemme 2 du chapitre XVI
de [Lan94] page 322) qui aboutit au résultat suivant :

Théorème 3.24. � Pour tout corps de nombres, on a : dpClK 6 c18
1

ln p
ln |dK |.

Remarque 3.25. � En particulier à K �xé, le théorème de Brauer-Siegel indique bien
que dpClK = 0 pour p assez grand. Ce qui n'est pas le cas de l'inégalité du corollaire 3.22.

Remarque 3.26. � Par deux approches di�érentes, la théorie analytique des nombres
apporte deux estimations pour dpClK . La première peut être adaptée à tout groupe simple
S (ce sera l'objet de la section à venir). Quant à la seconde, elle découle de la formule
analytique du nombre de classes et donc propre au groupe des classes.

Pour tenter d'être complet, citons également les travaux plus récents de Ellenberg-
Venkatesh [EV06], [EV07] et de Ellenberg [Ell08], pour une approche utilisant la géo-
métrie des nombres.

3.3.2. Caractères de degré r > 1. � Étant donné un groupe simple S �xé, une question
naturelle consiste à chercher un résultat sur le modèle du p-rang du groupe des classes.

Fixons donc un groupe simple S et soit χ un caractère non trivial de S (de plus petit
degré r > 1).
Notons par k(S ) le nombre de classes de conjugaison de S et soit a(χ) le nombre de
valeurs prises par χ (c'est une extension de la dé�nition 3.2). Commençons par la première
estimation suivante pour a(χ).

Lemme 3.27. � On a : a(χ) 6 k(S ) 6 1 +
|S | − 1

r2
.

Démonstration. � Cela provient tout simplement de la formule
∑
ψ

ψ(1)2 = |S |, la

somme portant sur les caractères irréductibles de S , et du fait que le nombre de représen-
tations irréductibles d'un groupe �ni est égal à son nombre de classes de conjugaison.

Rappelons maintenant le résultat de Collins qui précise le théorème de Jordan sur les
sous-groupes simples de Gln(C ).

Théorème 3.28 (Collins [Col07]). � Soit S ↪→ Gln(C ) un groupe simple. Alors si

n > 71, on a |S | 6 (n+ 1)!.

En d'autres termes, ce résultat donne une borne inférieure asymptotique (suivant |S |)
sur le degré minimal r des représentations non triviales des groupes simples. Associée au
lemme 3.27, on obtient (pour r > 71)

a(χ)� (r + 1)!

r2
.

Revenons au contexte arithmétique. Soit un entier k ≥ 1. Supposons que le corps de
nombres K admette une extension galoisienne non rami�ée de groupe de Galois G véri-

�ant G '
k︷ ︸︸ ︷

S × · · · ×S . Alors Ĝ ' ∏k
i=1 Ŝ , isomorphisme en un sens évident. Consi-

dérons ensuite les caractères irréductibles de G de la forme ϕi = 1⊗· · ·1⊗χ⊗1 · · ·⊗1,
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où l'on rappelle que χ est un caractère non trivial de degré r (que l'on peut supposer
minimal) et où 1 est le caractère trivial. Les caractères ϕi sont irréductibles de degré r
et ils prennent les mêmes valeurs que le caractère χ.
Soient alors i 6= j. Par le corollaire 1.5, on sait qu'il existe un idéal premier p de norme
plus petite que

X = c4r
4 ln2 |dK |

et tel que ϕi(σp) 6= ϕj(σp). En d'autres termes, l'idéal premier p sépare les caractères ϕi
et ϕj. Posons N = card{p ⊂ OK | N(p) 6 X}.
La famille (ϕj(σp1), . . . , ϕj(σpN )), où pi est le ie idéal premier de norme plus petite que
X, est donc représentative d'un caractère ϕj. D'autre part, pour chaque i ∈ [[1, N ]] et
tout entier j ∈ {1, · · · , k}, la quantité ϕj(σpi) peut prendre au maximum a(χ) valeurs
di�érentes. Ainsi, on obtient :

k 6 a(χ)N .

Souvenons nous ensuite que N 6 c17[K : Q]
X

lnX
, pour obtenir :

Théorème 3.29. � Sit K un corps de nombres. Soit S un groupe �ni simple, r le plus

petit degré d'une représentation non-triviale de S , χ un tel caractère de degré r, a(χ) le

nombre de valeurs distinctes prises par χ. Soit k le plus grand entier tel qu'il existe une

extension galoisienne de K, rami�ée nulle-part, de groupe de Galois S k. Alors

ln(k) 6 c4c17
ln a(χ)

ln r
r4[K : Q] ln2 |dK |.

Rouse et Thorne dans [RT14] donne l'inégalité ln(k) � r5[K : Q] ln2 |dK | faisant donc
apparaître une puissance r5.

Revenons à l'estimation issue de l'inégalité donnée par Collins : pour r assez grand,
ln a(χ)� r ln r... ce qui redonne le résultat de Rouse et Thorne. Mais comme le montre
le cas du groupe alterné, cette majoration peut être nettement améliorée.

Exemple 3.30. � Dans le cas du groupe alterné S = An, on a a(χ) 6 2r + 3 (voir
page 12) et ainsi la borne du théorème 3.29 est en r4. Plus précisément, si l'on prend le
diagramme de Young T de partition λ = (n − 1, 1), alors le caractère χT associé est de
degré n−1 (pour n ≥ 7, c'est le caractère non trivial de plus petit degré) et a(χT ) = O(n).
Ainsi on obtient ici : ln(k)�K n4.

Remarque 3.31. � Lorsque r = 1, le corollaire 3.22 s'obtient avec une approche légè-
rement di�érente. En e�et, soit le groupe simple S = Z/pZ. On considère les caractères
ϕi de la forme ϕ = χ1 ⊗ · · · ⊗ χk, où les caractères χi sont de degré 1. Ces caractères
sont de degré 1k = 1 ! ! La borne du corollaire 1.5 n'est pas impactée et cette démarche
apporte alors (p− 1)k caractères d'ordre p...

3.3.3. Une variante : les extensions modérèment rami�ées d'un corps de nombres. �
Dans la section précédente, comme les représentations en jeu sont non rami�ées, les
conducteurs sont réduits à leurs plus simples expressions. Dans cette section, nous repre-
nons ces calculs pour des situations où les conducteurs de produit tensoriel se "simpli-
�ent".
Commençons par donner une remarque.
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Remarque 3.32. � Soit ρ une représentation de caractère χ. L'ensemble des valeurs
prises par χ(σp), quand p varie, peut di�érer de l'ensemble des valeurs du caractère χ :
cette di�érence provient des places rami�ées et de la dé�nition de χ(σp) dans ce cas
particulier. Par contre, on a de façon évidente

|{χ(σp), p ⊂ OK}| 6 a(χ) + |Σ|,
où Σ est l'ensemble des idéaux premiers p rami�és (à travers χ).

Soit A une matrice carrée, de taille r× r, à coe�cients complexes. Si A est d'ordre 2, on
dé�nit la signature de A comme étant le couple (r+, r−), où r+ (respectivement r−) est
le nombre de valeurs propres de A égales à +1 (resp. à −1).

Soit ρ : GK → Glr(C) une représentation continue de caractère χ. Pour τ ∈ GK tel
que ρ(τ) est d'ordre 2, la signature de τ (relativement à ρ) est la signature de ρ(τ).
Remarquons alors que ρ(τ) et ρ−1(τ) = ρ(τ) ont même signature.

A présent, on s'intéresse aux représentations ρ (ou aux caractères χ) un peu rami�ées

dans le sens suivant : si la représentation ρ est rami�ée en p alors le groupe d'inertie de
p se factorise à travers un élément τp d'ordre 2. Si (r+, r−) est la signature de ρ(τp), on
dit alors que la représentation ρ est de p-signature (r+, r−).
Ainsi, si p est au-dessus d'un nombre premier impair, la rami�cation en p est modérée.

Lemme 3.33. � Soient p un idéal premier ne divisant pas 2. Soient ρ et ρ′ deux re-

présentations (de caractères χ et χ′) peu rami�ées en p ayant pour conducteur local :

fp(χ) = pk et fp(χ
′) = pk

′
. Alors

fp(χ⊗ χ′) = pk
′(r−k)+k(r′−k′),

où r (respectivement r′) est le degré de ρ (resp. de ρ′).

Démonstration. � C'est très facile. Partons de ρ. Comme la rami�cation est modérée,
on a ρ(Gi,p) = {1}, pour i > 1. L'action de G0,p se factorise sur V à travers ρ(τp) et la
codimension de V G0,p est exactement le nombre de valeurs propres de ρ valant −1. Ainsi
ici ρ et ρ′ sont de p-signatures (r−k, k) et (r′−k′, k′), et alors ρ⊗ρ′ est une représentation
de p-signature

(
kk′ + (r − k)(r′ − k′), k(r′ − k′) + k′(r − k)

)
, d'où le résultat.

Les situations intéressantes pour nous sont celles où la borne brutale : fp(χ ⊗ χ′) 6
r′fp(χ) + rfp(χ

′) est très mauvaise. Typiquement, supposons r = r′ puis que les représen-
tations ρ et ρ′ sont de même p-signature (0, r) ou encore que fp(χ) = fp(χ

′) = pr. Alors,
d'après le lemme 3.33, fp(χ⊗ χ′) = 0.

Notons par N (pr) le nombre de caractères de degré r peu rami�és en p (p - 2) et ayant
pour conducteur pr. Appliquant la stratégie de la section précédente, on obtient

ln(N (pr))� r5[K : Q] ln2 |dK |.
Cette non dépendance en p n'est pas surprenante... en e�et, comme les représentations
en jeu sont de p-conducteur pr, cela signi�e que ρ(τp) = −Ir, où Ir est la matrice identité.

Donc ρ(τp) est dans le centre de Im(ρ) : le corps F := K
ker(ρ)

est une extension quadratique
totalement et modérément rami�ée d'une extension non-rami�ée de F0/K. La théorie du
corps de classes indique que, étant donnée F0, l'extension F/F0 est unique.
Il faut donc aller un peu plus loin pour trouver une illustration non triviale.
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Corollaire 3.34. � Sous les conditions précédentes,

ln N (pk))� r[K : Q]
(
r2 ln |dK |+ 2k(r − k) ln N(p)

)2

.

Retournons de nouveau vers les groupes alternés An, pour n ≥ 7.
Un élément τ ∈ Sn est dit de longueur k si τ est le produit de k transpositions (à
supports disjoints). On remarque que tout élément d'ordre 2 de An est le produit de k
transpositions (à supports disjoints) pour un certain entier pair k.
Soit alors ρ l'unique représentation de An de degré n − 1 et de caractère χ. D'après
l'exemple 3.3, si τ est de longueur k, alors χ(τ) = n− 1− 2k. Comme χ(τ) est la somme
de +1 et de −1, on a facilement que ρ(τ) est de signature (n− k − 1, k).

Notons par N (An, p, k) le nombre d'extensions du corpsK de groupe de Galois isomorphe
à An non rami�ée en dehors de p et dont le groupe d'inertie en p est le produit de k
transpositions à supports disjoints.
Une synthèse de nos précédents résultats et discussions nous permet d'obtenir le corollaire
suivant :

Corollaire 3.35. � Sous les conditions précédentes, on a

ln N (An, p, k)� [K : Q]
(

(n− 1)2 ln |dK |+ 2k(n− 1− k) ln N(p)
)2

·

Remarque 3.36. � Il est facile d'adapter un tel résultat au cas où p|2.

Remarque 3.37. � Il est possible de reprendre ces deux derniers corollaires en prenant
un ensemble Σ d'idéaux premiers rami�és non nécessairement réduit à un élément. Ty-
piquement soit N (Σ, k) le nombre de caractères de degré r non rami�és en dehors de Σ,
peu rami�és en p ∈ Σ avec pour conducteur local pk. Regardons l'évolution de N (Σ, k)

suivant Σ. Quand la quantité |Σ| est bornée, les inégalités des corollaires 3.34 et 3.35
restent valables. Par contre, si on cherche à connaître l'évolution suivant la croissance de
|Σ|, on obtient la borne

ln
(
a(χ) + |Σ|)

(
ln dK + 2k(r − k)

∑
p∈Σ ln N(p)

)2

ln |Σ| �K,r,k

(∑
p∈Σ

ln N(p)
)2

·

4. Expérimentations numériques avec le groupe An

Nous allons nous placer dans le contexte des extensions non rami�ées de groupe de Galois
le groupe alterné An pour tester la borne du corollaire 1.5 : déterminer l'idéal premier de
plus petite norme dont le Frobenius sépare des caractères irréductibles de même degré.
Selon le théorème 1.1, une borne est donnée en fonction du carré du logarithme du
discriminant du corps de base et des puissances quatrièmes des degrés des représentations.
Rappelons que par la théorie du corps de classes, les extensions abéliennes sont liées au
groupe des classes (et leurs caractères irréductibles sont de degré 1). Pour les extensions
non rami�ées de groupes de Galois simples (non abéliens !), il n'y a plus la théorie du
corps de classes.
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4.1. Familles et expérimentations. � Nos calculs vont se faire dans des familles de
trinômes irréductibles P ∈ Q[X] : P = Xn − uX + v, avec u, v ∈ Q. De telles familles
ont été étudiées par de nombreux auteurs (Yamamoto [Yam70], Uchida [Uch70], etc.).
Rappelons le critère de Uchida :

Théorème 4.1 (Uchida, [Uch70]). � Soit P = X` − uX + v ∈ Q[X] un polynôme

irréductible de corps des racines F . Si ` est un nombre premier et si ((` − 1)u, `v) = 1,

alors le groupe de Galois de P est isomorphe au groupe S` et l'extension F/Q(
√

dP ) est

non rami�ée.

Soient α1, · · · , αn ∈ C les racines de P . Notons par M = Q(α1) un corps de rupture de
P , par F = Q(α1, · · · , αn) le corps de décomposition de P et soit dP :=

∏
i<j

(αi − αj)2

le discriminant de P . Pour un trinôme P = Xn − uX + v, u, v ∈ Q, un calcul classique
montre que :

dP = (−1)n(n−1)/2
(
nnvn−1 − (n− 1)n−1un

)
.

Posons K = Q(
√

dP ).
Nous nous concentrons sur des familles de trinômes Pa de degré n à un seul paramètre,
pour n = 5, 7 et 13, dont les groupes de Galois sous-jacents sont isomorphes à Sn. Ici,
a est un paramètre qui va varier dans l'ensemble des nombres naturels N. Pour un tel
entier a, le groupe de Galois de F/K est isomorphe à An et si par exemple da est sans
facteurs carrés, alors F/K est non rami�ée. Nous ressortons ensuite deux caractères χa
et χ′a de même degré (typiquement des caractères conjugués) et nous cherchons donc la
plus petite norme n(χa, χ

′
a) de l'idéal premier p dont le Frobenius sépare les caractères

étudiés.
Nous déterminerons également pour X assez grand la quantité

µ((Pa), χa, χ
′
a, X) :=

∑
da6X

n(χa, χ
′
a)∑

da6X
1

.

Un point clef est de bien nous assurer que ces familles sont "exhaustives" en véri�ant
que celles-ci contiennent une sous-famille de paramètres (ak)k telle que : (i) le polynôme
Pak est irréductible ; (ii) le groupe de Galois du corps des racines de Pak est Sn ; (iii) la
quantité n(χak , χ

′
ak

) peut être aussi grande que possible.

Nos expérimentations consistent à faire varier a entre 1 et 300000 pour le groupe alterné
A13 (jusqu'à 500000 pour les groupes alternés A5 et A7). A chaque valeur de a permettant
au polynôme Pa de satisfaire les conditions du Théorème 4.1, nous calculons le discri-
minant da ainsi que la norme du plus petit idéal premier dont le Frobenius sépare les
caractères χa et χ′a. Pour des raisons de lisibilité, nous nous limitons à l'a�chage de la
plus grande norme lorsque a varie entre n et n+ 100.
Le deuxième graphique obtenu correspond à l'évolution de µ((Pa), χa, χ

′
a, x) lorsque x

varie entre 1 et 300000 pour le groupe alterné A13 (jusqu'à 500000 pour les groupes
alternés A5 et A7). Pour les mêmes raisons, nous utilisons un point par tranche de 1000.

4.1.1. Le groupe A5. � Commençons par le polynôme Pa = X5 +X+a de discriminant
da = 55a4 + 44. On s'intéresse aux paramètres a pour lesquels da est le discriminant d'un
corps quadratique. Alors nécessairement a est impair et la condition sur da est équivalente
au fait que da est sans facteurs carrés. Si tel est le cas, le groupe de Galois sous-jacent est
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S5, il fournit ainsi une extension non rami�ée Fa/Ka de groupe de Galois A5 au-dessus
du corps quadratique réel Ka = Q(

√
da).

Dans A5, il y a cinq classes de conjugaison C1 = (1), C2 = (123), C3 = (12)(34), C4 =

(12345) et C5 = (21345) et deux caractères irréductibles et conjugués χ et χ′ de degré 3

provenant d'un caractère irréductible de S5 de degré 6.

On cherche l'idéal premier p ⊂ OK de plus petite norme pour lequel les caractères χa et
χ′a de degré 3 de Gal(Fa/Ka) ' A5 en le Frobenius σp sont di�érents. Cela équivaut à
déterminer le plus petit nombre premier p pour lequel Pa ∈ Fp[X] est irréductible.
Testons l'exhaustivité de la famille. Soient p1 = 2, . . . , pk les k premiers nombres premiers
et soit ak = −2 − p2 · · · pk. La factorisation de Pak dans F7[X] indique que Pak est
irréductible sur Q. Par le résultat de Uchida (théorème 4.1), l'extension sous-jacente est
de groupe de Galois S5. D'autre part pour i = 2, . . . , k, on a Pak(1) ≡ 0(mod pi) et on
peut véri�er que Pak est également réductible dans F2[X]. Par conséquent, le plus petit
nombre premier p dont le Frobenius sépare les caractères χa et χ′a est plus grand que pk+1.
Comme ln |dak | ∼k→∞ Cte · ln p1 · · · pk ∼k Cte · pk la borne de séparation des caractères
χak et χ

′
ak

donnée par le corollaire 1.5 est alors en p2
k (à une constante près)... à comparer

donc avec l'idéal premier de plus petite norme qui sépare χa et χ′a, de norme au moins
pk+1.
Notons à ce niveau que, sous GRH, pk+1 6 pk + p

1/2+ε
k (cf. [Nic69]).

Le plus grand nombre premier obtenu, dans les 183962 corps quadratiques étudiés, est 313

pour le polynôme X5 +X + 180895 de discriminant 3 · 7 · 43 · 3705685202388396493027 ≈
3, 4 · 1024.
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Figure 1. Pour les caractères de degré 3 de A5 dé�nis par Pa = X5 +X + a

De la même façon, considérons la famille de polynômes Pa = X5− aX + 1 avec a tel que
Pa est irréductible et tel que da est sans facteurs carrés. Ici da = 55 − 44a5 et les corps
quadratiques K = Q(

√
da) sont imaginaires.

En posant ak = 2 + p2 . . . pk, la famille de polynômes Pak véri�e bien les conditions
d'exhaustivité voulues : comme ak est premier à 5 (condition nécessaire pour que da soit
sans facteurs carrés), le groupe de Galois sous-jacent est S5 ; la réduction dans F7 donne
l'irréductibilité ; comme pour le cas précédent, Pak(1) ≡ 0(mod pi) pour i = 2, . . . , k et
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ainsi le plus petit nombre premier p dont le Frobenius sépare les caractères χa et χ′a
associés aux 5-cycles est plus grand que pk+1.
Quand 1 6 a 6 500000, nous obtenons une famille de 341266 corps à étudier. Le plus
grand nombre premier obtenu est 331 pour le polynômeX5−153032X+1, de discriminant
−3 · 2129 · 3363987086007650773200841 ≈ −2, 2 · 1028.
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Figure 2. Pour les caractères de degré 3 de A5 dé�nis par Pa = X5 − aX + 1

4.1.2. Le groupe A7. � Dans A7, il y a deux caractères irréductibles de degré 10 et deux
caractères irréductibles de degré 14.

Les caractères de degré 10. Comme pour les caractères irréductibles de degré 3 de A5,
les deux caractères irréductibles de degré 10 sont conjugués et proviennent d'un même
caractère irréductible de S7. Ils sont séparés par le Frobenius σp lorsque celui-ci est un
7-cycle, ce qui équivaut au fait que P ∈ Fp[X] est irréductible.
Pour 1 6 a 6 500000, considérons les polynômes irréductibles de la forme Pa = X7 −
2X + a, dont les discriminants sont sans facteurs carrés (cela implique (a, 6) = 1) : on
obtient une famille de 150072 corps.
En posant ak = 1+p1 . . . pk, le polynôme Pak véri�e bien les conditions d'exhaustivité : sa
réduction modulo 3 donne son irréductibilité, le résultat de Uchida montre que le groupe
sous-jacent est S7 et comme Pak(1) ≡ 0(mod pi) pour i = 2, . . . , k, on obtient bien que le
plus petit nombre premier pour lequel Pak est irréductible dans Fp est supérieur à pk+1.
Dans la liste obtenue, on note que le plus grand nombre premier obtenu est 461 pour
le polynôme X7 − 2X + 432131 de discriminant −5 · 11 · 199 · 26796293 · 138350621 ·
132162187786326150319 ≈ 5, 4 · 1040.

Les caractères de degré 14. Les deux caractères irréductibles de degré 14 proviennent des
partitions (4, 3) et (5, 2), ils ne sont pas conjugués. Les caractères χ et χ′ ont les mêmes
polynômes caractéristiques pour 6 classes de conjugaison mais n'ont pas les mêmes pour 3

classes : ce sont les classes où intervient au moins un 3-cycle. (Il y a donc les 3-cycles,
les produits de deux 3-cycles et le produit d'un 3-cycle avec deux transpositions.) Ainsi
le Frobenius σp sépare les caractères de degré 14 si et seulement si il est dans une classe
contenant un 3-cycle.
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Figure 3. Pour les caractères de degré 10 de A7 dé�nis par Pa = X7 − 2X + a

Utilisons nos observations des paragraphes 3.2.1 et 3.2.2.
Si p est non rami�é ie, si p ne divise pas dP , on a vu que ou bien σp = σP ou bien σp = σ2

P.
Dans le premier cas, σp contient un 3-cycle si et seulement si, σP contient un 3-cycle, si
et seulement si, la factorisation de P dans Fp[X] contient un facteur irréductible de degré
3. Dans le second cas, σp contient un 3-cycle si et seulement si, σP contient un 3-cycle
ou un 6-cycle, si et seulement si, la factorisation de P dans Fp[X] contient un facteur
irréductible de degré 3 ou un facteur irréductible de degré 6.
Si p est rami�é, alors σp contient un 3-cycle si et seulement si, la factorisation de P dans
Fp[X] contient un facteur irréductible de degré 3 (un facteur irréductible de degré 6 ne
peut pas apparaître).

En conclusion le nombre premier p sépare les caractères de degré 14 si et seulement si,
la factorisation de P ∈ Fp[X] contient un facteur irréductible de degré 3 ou de degré 6

(sous la condition sur dP ).

Soit la famille Pa = X7 −X + a. En posant ak = p3 . . . pk, le polynôme Pak véri�e bien
les conditions voulues : Pa est irréductible modulo 2 ; comme X7 −X ≡ X(X − 1)(X +

1)(X2−X + 1)(X2 +X + 1) (mod pi), le plus petit nombre premier pour lequel on peut
trouver un 3-cycle est supérieur à pk+1.

Sur les 162866 corps étudiés, la plus grande norme de nombre premier obtenue est
832 = 6889 pour le polynôme X7 − X + 254005, de discriminant −29 · 47 · 337 ·
481519763744768140611173622940549 ≈ 2, 3 · 1039.

4.1.3. Le groupe A13. � Il y a 3 couples de caractères irréductibles provenant de tableaux
de Young symétriques :

� un couple de caractères de degré 462 séparés par les cycles de longueur 13 et donc
par les Frobenius des nombres premiers p pour lesquels P est irréductible dans
Fp[X] ;

� un couple de caractères de degré 8008 séparés par les Frobenius des nombres pre-
miers p pour lesquels P = Q9Q3Q1 ∈ Fp[X], où les polynômes Qi sont irréductibles
de degré i.
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Figure 4. Pour les caractères de degré 14 de A7 dé�nis par Pa = X7 −X + a

� un couple de caractères de degré 4290 séparés par les Frobenius des nombres pre-
miers p pour lesquels P = Q7Q5Q1 ∈ Fp[X], où les polynômes Qi sont irréductibles
de degré i.

Soit Pa = X13 +X + a.
En prenant ak = −2 + p3 · · · pk, le polynôme Pak véri�e la condition d'exhaustivité pour
les caractères de degré 462 : la réduction modulo 43 donne l'irréductibilité et le résultat de
Uchida indique que le groupe de Galois sous-jacent est S13. Comme Pak(1) ≡ 0(mod pi)

pour i = 2, . . . , k, le plus petit nombre premier pour lequel Pak est irréductible dans Fp
est bien supérieur à pk+1.
Soit la famille de paramètres impairs (ak) tel que ak ≡ 0(mod 3 ·5 ·11 ·13 · · · pk) et tel que
ak ≡ 1(mod 7). Le polynôme Pak véri�e bien la condition d'exhaustivité : la factorisation
modulo 7 donne son irréductibilité et le résultat de Uchida indique que le groupe de
Galois sous-jacent est S13 ; la factorisation Pak ≡ X13 + X = X(X4 + 1)(X8 −X4 + 1)

montre qu'il ne peut apparaître ni de 9-cycle ni de produit d'un 5-cycle avec un 7-cycle.
Cette famille passe le test d'exhaustivité pour les caractères de degré 8008 et 4290.

Nous nous intéressons donc aux polynômes Pa = X13 +X+a, irréductibles, pour lesquels
les discriminants sont sans facteurs carrés. Cela représente 84374 corps.

Pour les caractères de degré 462, le plus grand nombre premier obtenu est 929 pour le
polynôme X13 +X + 247285.
Pour la séparation des caractères de degré 4290, le plus grand nombre premier obtenu
est 2741 pour le polynôme X13 +X + 55355.
Pour les caractères de degré 8008, le plus grand nombre premier obtenu est alors 1993

pour le polynôme X13 +X + 54983.

Remarque 4.2. � Pour le groupe A13, regardons la variation de la borne du corollaire
1.5 en fonction du degré r lorsque ln |dK | varie "peu", en lisant en parallèle et "vertica-
lement" les trois diagrammes. Par exemple, le ratio entre r = 8008 et r = 462 est de 52 ;
le carré de ce ratio, voire la puissance 4-ème de ce ratio, est alors à comparer aux axes
des ordonnées des graphes associés aux caractères en question.
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Figure 5. Pour les caractères de degré 462 de A13 dé�nis par Pa = X13 +X + a
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Figure 6. Pour les caractères de degré 4290 de A13 dé�nis par Pa = X13 +X + a
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Figure 7. Pour les caractères de degré 8008 de A13 dé�nis par Pa = X13 +X + a
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4.2. Sur une question diophantienne. � Pour �nir revenons à la famille de poly-
nômes Pa = Xn − aX + 1 de discriminant da = nn − (n − 1)n−1an. Si l'on s'assure que
le polynôme Pa est irréductible, que n ≥ 5 est premier (pour simpli�er, on peut prendre
n = 5) et que (a, n) = 1, alors le résultat de Uchida [Uch70] évoqué précédemment,
indique que le corps de décomposition de Pa est une extension non rami�ée de groupe de
Galois An au-dessus de Q(

√
da).

Soit d < 0 un entier négatif sans facteurs carrés et soit le corps quadratique K = Q(
√

d).
Intéressons nous à la problématique suivante : quand a varie, connaître le nombre de fois
où il apparaît une extension non rami�ée au-dessus de K de groupe de Galois An, le
tout donné par un polynôme Pa. Ou encore, d'après le résultat de Uchida, déterminer les
entiers a tels da = db2, où b est un entier. On tombe ainsi sur l'équation diophantienne
(hyperelliptique) suivante :

nn − (n− 1)n−1Xn = dY 2(2)

et à ses solutions entières. C'est une équation de genre g = (n − 1)/2 > 1. D'après les
travaux de Siegel, on sait que l'équation (2) n'a qu'un nombre �ni de solutions entières.
Se posent alors deux questions : (a) quel est le nombre de solutions ? ; (b) quelle est la
taille des solutions ?

Commençons par regarder la question du nombre de solutions. Le résultat principal
de Rémond dans [Rém10] sur l'e�ectivité du résulat de Siegel montre pour notre
situation que le nombre de couples N entiers (X, Y ) solutions de (2) est au plus

exp
(

5n
4

n lnn ln(n lnn)
)
et ainsi

logN � 5n
4

n lnn.

Supposons à présent que l'entier n = ` est un nombre premier. Si le polynôme Pa est
irréductible, il donne lieu alors à une extension non rami�ée de groupe de Galois An
au-dessus du corps Q(

√
da). D'autre part, d'après l'exemple 3.30, si N (An) désigne le

nombre d'extensions non rami�ées linéairement indépendantes de K de groupe de Galois
An, alors

ln N (An)� n4.

Les quantités N et N (An) donnent chacune à leur façon une borne sur le nombre d'ex-
tensions de groupe de Galois An non rami�ées données par la famille des polynômes (Pa)a
au-dessus d'un corps quadratique K �xé.
A ce stade, on peut voir apparaître plusieurs questions. Typiquement : (i) Peut-on abaisser
la borne de Rémond dans notre contexte ? (ii) Soient a 6= a′ tels que da = da′b

2. Les corps
de décomposition associés aux polynômes Pa et Pa′ peuvent ils être identiques ?

Une autre direction est d'aller vers la problématique de la taille des solutions de l'équation
(2), c'est à dire en direction de la question de l'e�ectivité de la méthode de Baker. Notre
référence pour cette question est le travail [Bug97] de Bugeaud.
Trouver une borne sur la hauteur des solutions entières de l'équation de départ (2) revient
à trouver une borne sur la hauteur des solutions de l'équation

αXn = Y 2 + β,(3)

où α = d(n− 1)n−1 et β = dnn.
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En appliquant alors le résultat principal de [Bug97], on trouve que si (x, y) est solution
de (3), alors

|y| � exp
(

(4β)10nα4n(ln 4αβ)8n
)
,

ce qui grossièrement donne
ln |y| � n(10+ε)n2

.

En pratique les formes linéaires montrent pour certaines équations toute leur puissance
et la question suivante doit être lue dans ce cadre :

Question 4.3. � Est il possible de baisser signi�cativement la borne sur |y| ?
Concrètement, prenons n = 5. Etant donné d (pas trop grand), trouver toutes les solutions

entières de l'équation (2) (en particulier quand celle-ci en a au moins une) ?
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