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Algorithmes de division

our MiCroprocesseurs : illustration a I'aide
gu « Bug » du Pentium

Jean.Michel Muller

CNRS — Laboratoire LIP

Ecole normale supérieure de Lyon
46, allée d'ltalie

69364 Lyon cedex 07

REsuME. Dans cet article, on présente rapidement les algorithmes de division les plus
employés sur les microprocesseurs actuels, et tout particuliérement l'algorithme utilisé par le
Pentium d'Intel. On analyse en détail le probléme qui a causé l'imprécision de la division du
Pentium (qui a fait couler, il y a quelques mois, beaucoup de « salive électronique »), afin de
permettre a l'utilisateur potentiel d'estimer, en fonction de ses applications, quels sont les
problémes qu'il peut encourir.

ABSTRACT. This paper briefly presents the division algorithms that are the most frequently
implemented on microprocessors, especially the algorithm used by Intel's Pentium. The FDIV

ﬂa“"ﬂf I.he Pentium is analysed, in order to help the users to estimate, depending on their
applications, what are the potential risks.

MOTS-CLES : division, arithmétique « virgule flottante ».
KEY WORDS : division, floating-point arithmetic.

LIntroduction

'-‘»On:zt:t 0ctobre 1994, Thomas Nicely, du Lynchburg College, en Virginie (USA), 2

un résuf que son ordinateur, dont le micro-processeur était un Pentium d’Intel, donnait
at erroné lors du calcul de

1.0
824633702441
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[ opération résultat Pentium |  bon résultat |

8391667/12582005 | 0.666869455... | 0.666910145 ...
12845015/11010020 || 1.166619406... | 1.16666591 . ..
14909407/11010030 || 1.35411038... | 1.35416588. ..

Table 1. Quelques exemples découverts par V. Pratt

il a averti 1a compagnie Intel, ainsi que d’autres utilisateurs par le biais des newsgroups.
L’erreur constatée par T. Nicely était assez faible (le résultat avait environ 11 chiffres
significatifs). Cependant, une fois 1’alerte donnée, plusieurs possesseurs de machines 2
base de Pentium ont procédé a des tests intensifs, et des erreurs bien plus importantes
ont €t€ détectées. Le «pire cas» a été découvert par Tim Coe, de 1a compagnie Vitesse
Semiconductors : le calcul de

4195835.0
3145727.0

donne 1.333739068902. .. sur un Pentium (les chiffres non significatifs sont souli-
gnés), alors que le résultat correct est 1.333820449136. .. Tim Coe a donné de nom-
breux exemples. Il fut également I'un des premiers 2 cerner 1’origine du probleme.
Parmi les exemples qu’il a donnés, on peut citer le petit programme suivant :

B = #&.1 - 1:1
A = 699306 xB
Q = A/B

qui donne 699263.3 au lieu de 699306. Attention, dans ce programme, 1a ligne «B =
4.1 - 1.1>» ne peut pas étre remplacée par «B = 3 » (ceci provient du fait que,
comme ni 4.1 ni 1.1 ne s’écrivent exactement en base 2, la soustraction 4.1 — 1.1 donne
un résultat tres Iégerement inférieur 2 3, et ¢’est pour cette valeur particulidre du déno-
minateur qu’apparait une erreur de division).

Yaughan Pratt, de I'université de Stanford, s’est livré 2 une recherche exhaustive
en simple précision. La table 1 donne quelques uns des exemples découverts.

Pratt a également mis en évidence le fait que beaucoup de problémes apparaissent
avec des opérandes proches de petits entiers. Par exemple le calcul de 4299999 gonne
0.33332922 au lieude 0.33333329. 148

Apres la publication de ces quelques exemples, une véritable « tempéte €lectronique»
s’est levée sur le réseau internet. On a vu beaucoup d’utilisateurs perdre toute mesure.
Dans cet article, on analyse en détail le probleéme de la division du Pentium, afin que

chacun puisse se faire son opinion, en fonction de ses applications et de ses besoins en
précision.
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;,Commeﬂt fait-on une division ?

Tout d’abord, lorsque les nombn:es manipulés sont des nombres virgule flottante
(c!egl.a-dire __ sur une machine utilisant 1a base 2, ce qui sera le seul cas traité ici —
des nombres €crils SOUS la forme +m X 2¢, ol m, appel€ mantisse est un nombre réel
compris entre 1 et 2,etole, appe.lé exposant est un entier relatif), on doit en pratique
diviser leurs mantisses et soustraire leurs exposants (apres ceci, une €tape de renor-
malisation est parfois nécessaire, mais elle est élémentaire et ne sera pas considérée
ici). Notre probléme est donc ramené au probléme de la division de mantisses, c’est-
)-dire de nombres compris entre 1 et 2. En particulier, toutes les erreurs rencontrées
lors de divisions effectuées sur le Pentium seront invariantes par multiplication par
une puissance positive ou négative de 2 : si le calcul de z [y est erroné, le calcul de
(25z)/(2™3y) le sera également.

Les algorithmes de division employés par les constructeurs de machines se partagent

en deux catégories :

— 11y a tout d’abord des algorithmes basés sur I’itération de Newton :
rn4l = Tn X (2 —ary)

qui, pour peu que ro soit bien choisi, converge vers 1/a ; ou sur l'itération de Gold-
schmidt [AND 67] :

I(O) = =

6(0) = 11—y

20D = 20 x (14€)
) = (A"))g

pour laquelle z(*) converge vers z/y pour peu que y soit compris entre 1/2 et 1. Ces
deux itérations ne sont d’ailleurs pas tres différentes : on passe de I'une A I’autre en
i)osam € = 1 — ar, [FLY 70). Elles nécessitent 1'emploi d'un multiplicateur, mais
Cur convergence est quadratique, donc trés rapide. Elles sont surtout utilisés sur les
Supercalculateurs,

ERE;;? a ensuite les algorithmes basés sur des additions et des décalages [ROB 58,
dernigr J, qui sont de la famille de I"algorithme que 1'on apprend 2 I’école. C’est celie

€ classe que nous allons étudier ici.

prenons un

P
our €tudier les algorithmes basés sur des additions et des décalages, 521274

exem
en uull)jle (illustré par 1a figure 1) : on cherche A diviser ¢ = 4125260 par y
Sant la méthode usuelle.

No
Son &rz{:l?:exm]. = z.Comme z(%) est inférieur 2 y,
8rand chigy, décimale (ce qui revient 2 le multiplier par 10), puis on va cit’
Y. Lavy € 1 (pris entre 0 et 9) tel que z(!) = z(®) — quy soit compris entre 0 et
€Ur g, constituera le premier chiffre fractionnaire du quotient. O procdde de

%41 est ¢ 1a suite : on construit une suite de la forme 2+ = 10z®) — giy1y O

Nombye tho?i de sorte que I’on ait toujours 0 < £(i+1) < y, Le résultat est alors le
11929394 . ..

on va ajouter un z€ro ala fin de
hercher le plus
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Figure 1. Un exemple de division en base 10

Sur une machine binaire, 1’adaptation «naturelle » de ce procédé consiste a construire
une itération
£(0) =
{ 2(0+1) = 220) — g1y

od les valeurs g;+1 sont choisies (égales 2 0 ou 1) de sorte que z(*+1) reste compris
entre O et y (au sens large : il n’est pas nécessaire d’interdire que z*+*) puisse &tre
égal A y pour garantir la convergence). On obtient ainsi un algorithme assez lent, car il
faut effectuer n itérations pour obtenir n bits du quotient. Une autre solution est d’ef-
fectuer une itération de division dans une base qui est une puissance de 2 : en base 2F,
on obtiendra k bits du quotient A chaque itération, mais les itérations seront plus com-
plexes. Dans le cas de I’algorithme de division du Pentium, la base choisie est 4 : on
effectue donc une itération de 1a forme

z® = z
{3““) = 4z —qipy 1]

Il suffit alors de n/2 itérations pour obtenir n bits du quotient. Il est important de
comprendre que ceci ne signifie pas forcément que les valeurs () seront écrites en
base 4. En fait, dans I’algorithme utilisé par le Pentium, trois systémes de représen-
tation des nombres sont utilisés conjointement : le diviseur y est représenté en base
2 «classique », les chiffres du quotient seront représentés en base 4 dans un systeme
redondant d’ écriture des nombres, et les valeurs z:“) sont représen[ées en base 2 dans
le systéme « carry-save ». Tout ceci est expliqué dans les paragraphes suivants. Nous
allons maintenant étudier plus en détail I'itération [1], afin de cerner les problémes li€s
a son implantation en machine.

3.La division « SRT » en base 4

Nous allons maintenant rapidement présenter un algorithme permettant d’implan-
ter de maniere efficace I'it€ration [1]. Cet algorithme est une variante d'un algorithme
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découvert indépendamment en 1958 par Sweeney, Robertson et Tocher [ROB 58,
TOC 58], d’ot le nom d’algorithme « SRT » qui lui est généralement donné,
De nombreuses variantes de cet algorithme ont été proposées et implantées de-
puis [BOS 87, MCQ 93, COR 94, MON 92, EIS 93, ERC 85, ERC 83, FAN 89,
FEN 95, MAN 93, SVO 63, TUN 68], et le lecteur pourra en trouver une présentation
détaillée dans un récent livre d’Ercegovac et Lang [ERC 94].

3.1. Le systéme « carry-save »

Tout d’abord, afin d’accélérer la soustraction 4z(*) — ¢; 4,y qui apparait dans
[11, les calculs sont faits en utilisant un systéme redondant d’écriture des nombres
appelé « carry-save » [HWA 79, MUL 89, KOR 93]. Dans un tel systeme, un nombre
est représenté en base deux avec des chiffres qui valent 0, 1 ou 2. Le chiffre c; est
représenté par 2 bits c? et ¢! dont la somme vaut c;. L’intérét d"un tel systéme est que
I’on peut trés rapidement additionner un nombre écrit dans le systéme binaire usuel 2
un nombre écrit en « carry-save », et obtenir le résultat en « carry-save ». La figure 2
montre comment s’ effectue une telle addition : si on calcule s = a + b, ol a est écrit
en carry-save et b en notation binaire usuelle, on additionne sans propager de retenue
les trois nombres suivants :

— le nombre constitué des bits a?
— le nombre constitué des bits a;
— le nombre b

les bits de « somme » constitueront les bits s?, et les bits de « retenue », au lieu d’étre

propagés, seront conservés (d’ol le nom de « carry-save ») et constitueront les bits s?.
Plus formellement, on calcule :

&
-

= G?QG}EBbf
af

ol « @ » désigne le « ou exclusif ».

Lafigure 3 présente un additionneur séquentiel classique et un additionneur « carry-
save », L'addition carry-save est utilisée dans presque tous les circuits multiplicateurs.
Les cellules rectangulaires sont des cellules « Full Adder ».

_ La conversion en écriture usuelle d’un nombre a représenté en « carry-save » se
fait simplement en additionnant (avec propagation de retenue) le nombre constitué
des chiffres a? au nombre constitué des chiffres a!l. Cette conversion peut étre trop
cofiteuse dans certains cas : on peut alors préférer obtenir une écriture binaire d’une
v“le‘{" approchée du nombre 2 convertir, en ne faisant porter 1’addition que sur les
premuers chiffres de poids fort. Ceci est illustré figure 4.

32. Le choix des chiffres du quotient

Nous venons de voir que grice 2 I'utilisation de la notation « carry-save » pour
représenter les itérés successifs z(¥), la soustraction apparaissant dans I'itération
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a@® 1011011

1

}_* écriture carry-save de a
a +01 00110

b +1 001101 <— &criture binaire de b

s 0110000 +— sommes

écriture carry-save
s 1001111 +——— retenues de a+b

ce bit est ignoré si on manipule des
nombres signés représentés en

complément a 2, et il indique un
dépassement de capacité si on
manipule des nombres non signés

Figure 2. Un exemple d’addition « carry-save »

ai; bla asg f:l*g ay 51 ap bu 0

|| I
54 83 89 l “_"_"_J l

0 1
az az bs ad a} b,

1
a; albl g lbg

| 0
0 1 |

ignoré 83 § 0 |
>R 2 8 51 s} 59 51

Figure 3. Un additionneur s¢

- quentie] s; o,
deux additionneyrs Tt a+bsg:;::§ Ieer un additionneur « carry-save ». Les

dans le systéme usuel — non redondan; premier cqs, a, bet s sont représentés
dans le systeme sy I — dans Je deuxieme cqs Seul b est représenté
€, elaels Sonten notation ’ est rep

S'effectue trés rapidemeny (le temps de rraversg«ca”y“*’m». L'addition «carry-save»

d ‘addition), sang aucune Propagation de rerenigar y “Enal dene CE Rl damenlale
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conversion exacte
utilisant une addition

+
e
= o
=
(=T
= O
(=
oo
el
= O
(=T
-
==
o o
o =
-
=

><o1.1111110001101000

1 conversion approchde
utilisant une

*petite addition®
(ici sur 7 bits seulement)

+
e
= o
o
o =
= o
=0
o o
o
=)
(=
-
(=2 o
o o
=
-
= o
=
(=

Figure 4. Conversion «approchée» d’un nombre carry-save

Q)

» X

+y

?

Figure 5. Diagramme de Robertson de la division usuelle en base 4

z(+1) = 420) gi+1Y peut s’effectuer trés rapidement. Le probléme restant est donc,
A chaque itération, le choix de g;41.

Sion fixe la valeur de g; 1, 1a fonction donnant z(*+1) en fonction de z(*) est affine.
On a tracé figure 5 cette fonction pour g;4+1 égal 20, 1, 2 et 3. Le diagramme obtenu
cst appel€ Diagramme de Robertson [ROB 58]. On voit immédiatement que, sauf pour
Ies 3 valeurs particulitres z(*) = y/4,y/2 et 3y/4, le choix de g;4+1 qui garantit que
=+ sera bien compris (au sens large) entre 0 et y est unigue. Ceci pose probleme : il
faut dans certains cas (lorsque z() sera au voisinage de ces valeurs particulieres) te-
nir compte de fous les chiffres de z(*) pour décider de la valeur de g;41 qui convient,
€€ qui rend une tabulation du choix de g4, impossible (par exemple, si z(*) s trouve
Jans 1a zone indiqué en grisé A 1a figure 5, il est impossible de savoir s'il faut prendre
%+1 €gal 2 1 ou 2 2 au vu d’un petit nombre de chiffres de z(*) seulement : si z(*) est
tres 1égerement inférieur A y/2 il faut choisir gi+1 6gal 2 1, tandis que si z(*) est trés
I¢gerement supérieur 2 y/2 il faut choisir ¢; 41 égal 2 2).
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Le probleme est résolu en ajoutant un peu de « redondance » dans le choix des
chiffres du quotient, c’est-2-dire en représentant ce quotient dans un systéme redon-
dant d’écriture des nombres [AV1 61] : on utilisera toujours la base 4, mais avec les
chiffres -2, -1, 0, 1 et 2. On peut facilement montrer que tout nombre inférieur ou égal
A 2/3 peut s’écrire en base 4 sous la forme 0.q1¢29s - - ., avec des chiffres ¢; compris
entre -2 et 2 — le lecteur familiarisé avec les techniques de multjplicgtj On aura reconnu
ici le recodage de Booth —, Par exemple (si onnote 2 = —2et 1 = —1), 1/3 s'¢-

= g

multiplicité des écritures possibles va nous permettre de choisir a chaque itération une
valeur de g;+; qui convienne au vu d’un petit nombre de chiffres seulement de z(*) et
de y. Ce choix pourra alors &tre tabulé. Choisir g;4; dans {—2,—1,0, 1,2} présente
€galement un autre avantage : le calcul de ¢;4+; X y devient alors trivial.

La figure 6 représente le diagramme de Robertson de la division en base 4 avec des
chiffres du quotient égaux a -2, -1, 0, 1 ou 2. La condition 2 respecter a chaque itéra-
tion n’est plus «0 < z() < y», mais «|z()| < 2y/3 ». Dans la zone représentée
en grisé€ sur cette figure, le choix ¢;4; = 1 et le choix ¢;4+1 = 2 conviennent. L’al-
gorithme obtenu est la variante A base 4 de 1’algorithme « SRT ». On voit figure 6 les
choix possibles suivant la valeur de z() :

—si —2y/3 < (") < —5y/12 on doit prendre g; 41 = —2 ;

—si—5y/12 < () < —y/3 on doit prendre ¢;43 = —2 ou —1 ;
—si—y/3 < () < —y/6 on doit prendre g;41 = =1 ;

—si —y/6 < z(¥) < —y/12 on doit prendre ¢;4; = —1 0u 0 ;

—si —y/12 < z() < +y/12 on doit prendre ¢;41 = 0 ;

— si +y/12 < 2() < 4y/6 on doit prendre ¢;4; =0 oul ;

— si +y/6 < () < y/3 on doit prendre ¢;4, = 1 ;

—si4y/3 < z() < +5y/12 on doit prendre ¢;1; = 1 ou 2 ;

— si +5y/12 < () < +2y/3 on doit prendre g;4q = 2 ;

— les cas £) > +2y/3 et () < —2y/3 sont impossibles par construction.

Ces divers choix sont illustrés par la figure 7, appelée diagramme Reste-Diviseur
de I'algorithme. Ce diagramme a ét€ publié par Intel dans un document électronique in-
titulé Statistical Analysis of Floating Point Flaw in the Pentium que I’on peut se pro-
curer 2 I'adresse html http: //www.intel.com. Dans ce diagramme, la « zone
impossible » correspond aux valeurs de (%) supérieures A 2y/3, qui ne sont jamais
atteintes par construction de I"algorithme. La conversion du quotient vers un systeme
non redondant se fait de maniere triviale : on soustrait le nombre constitué des valeurs

absolues des chiffres négatifs au nombre constitué des chiffres positifs. Par exemple,
1a conversion de 12011 s’obtient en calculant 10001 — 02010.

4.L’implantation du Pentium

Nous s?mmes‘maint.enan[ a méme de comprendre les détails de 1’algorithme utilisé
par le Pentium. L"algorithme utilis¢ est donc I’algorithme SRT, en base 4. Les restes
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9isg =22

2y/3 i
X( )

Figure 6. Diagramme de Robertson de la division SRT en base 4

partiels (*) sont représentés en notati;n «carry-save», et le quotient est représenté en
les chiffres -2,-1,0, 1 et 2. : :
asShtii‘:ie: gi+1 se fait 2 I’aide d’une table dont les entrées sont Les 5(1'_))115( Sgifgﬁ;?:;
de y, et 7 bits de z(*) obtenus par une conversion «approchte> les plus significatives
¢’est-A-dire en ne propageant une retenue que sur les 7 positions crsngnt e
de I’écriture carry-save de (), La figure 9 présente un agra“f:hssel\1 eut se trouver le
diagramme Reste-Diviseur. On voit sur cette figure le dc?mzne g) 1;[ P
point de coordonnées (y, z(9)) sachant la valeur des 7 bits de z
utilisés par la table. : . sent pour
On gcut constater figure 8 que ces 7 bits de kit bl[t;:sed?f:élgltes zgnes
déterminer un chiffre correct du quotient, grice au recouvremen
de choix. : raide d’ .Une
Daf'sl 1:: cas du Pentium, 1a table donnant ¢;+1 @ €té 1mplantéesh lala ;gfsi:::t [;,I;;i\quécs
erreur s'est glissée : 5 valeurs de la table sont fausses. Ces ':rs bits de y : 1.0001,
figure 8, elles correspondent aux valeurs suivantes des 5 Pf'i’:m:_l ¢ 8) des valeurs er-
1.0100, 1.0111, 1.1010 et 1.1101. Le parfait alignement (vouas Ell’]:me mauvaise trans-
ronées laisse 2 penser que le probléme ne résulte peut-&tre p eut-&tre pensé que tous
cription des valeurs de latable : 1’implanteur de l’a}gonthmelz l:( zone impossible ».
les points (y, z(9)) correspondant  ces valeurs étaient dlans_ du nombre constituédes
On peut voir figure 9 que pour une des valeurs, aP?eIO{IS' axi;r ;mgmcnte lorsque la véri-
5 premiers bits de y posant probleme, 1a probabilit€ d- -~ ourquoi les probleémes ren-
table valeur de y se rapproche de y* + 2=5_Cecl exl?ll%u;gne des S valeurs «2 risque>»
contrés en pratique interviennent lorsque y est constitu ce de ceci est que les valeurs
des S premiers bits suivie de plusieurs «1». Une conséquen uissance de 2 ( négatve
du dénominateur pouvant conduire & une erreur sont.z};iigurd 3 (c’est-2-dire de la
ou positive) multipliée par un nombre tres légérement t
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T

Zone Impossible

Figure 7. Diagramme Reste-Diviseur de la division SRT en base 4
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MpossSHE—
y
L
}f
P
i
Va
d
J/
jV
W, d A

N
\

3
>
o
- ™
L~"
1 -
=
7—:"' -
e
0
00.00001 ¥
01 = 9/8 321!16 - 32 527116 5 1578 2
: 5 8 z -
3 L 3

faisant apparaitre la «discrétisation» du choix
i) > 0>» du diagramme est
d’Intel Statistical Analysis

Figure 8. Diagramme Reste-Diviseur
et les 5 entrées erronées de la table. Seule la partie « z(
présentée. Cette figure est tirée du document électronique
of Floating Point Flaw in the Pentium
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forme 1.0111111...300), & 9 (c’est-2-dire de la forme 1.000111 .. .500x), @ 15 (c’est-
a-dire dela forme 1.1101111 .. .xxx), 2 21 (c’est-2-dire de 1a forme 1.010011} s # 3K
ou & 27 (¢’ est-2-dire de la forme 1.1010111 . . .xxx). Dans I’exemple de T. Nicely pré-

senté dans 1'introduction : 10

824633702441

le dénominateur 824633702441 est égal 2 238 x 2.99999993 .. ., tandis que dans un
des exemples de V., Pratt :

12845015
11010020

le dénominateur est égal 2 219 x 20.999946 . ..

S.Conséquences : fréquences et ordres de grandeur des erreurs

On va maintenant chercher 2 estimer quelles peuvent tre les conséquences de I’er-
reur introduite dans la table sur des calculs. Tout d’abord, il a été observé par les pre-
mieres personnes ayant détecté le probleme (ce fut confirmé par les tests exhaustifs de
Vaughan Pratt) que m&me dans les pires cas, I’erreur sur le résultat d’une division reste
assez faible (en pratique, on a toujours au moins 3 a 4 chiffres significatifs en base 10).
Ceci peut s’expliquer assez simplement : 1’algorithme garantit que 1’on aura toujours
|=®)| < 2y/3, pour peu que z(°) satisfasse la méme condition. Au départ, les opé-
randes z et y sont des mantisses de nombres virgule flottante, ils sont donc compris
entre 1 et 2. Pour garantir la condition |z(%)| < 2y/3 quel que soit , il faut décaler z
de deux positions vers la droite — c’est-3-dire le diviser par 4 — z(%) satisfait alors la
relation : ] .

1<% <3

Cette condition garantit que z(*) ne se trouvera pas dans 1a zone «2 risques» (c’est-
A-dire dans la zone () ~ 2y/3) avant quelques itérations. En conséquence, les pre-
mieres valeurs g;41 trouvées seront correctes, ce qui explique que méme lorsqu’on
tombe sur une erreur, le résultat obtenu est tout de méme proche du résultat exact.

Un autre phénomene explique la relativement basse fréquence d’apparition d’er-
reurs : 1a zone «2 risques » est répulsive. En effet, si z(*) est proche de 2y/3, alors
z(i+1) en sera 4 fois plus €loigné. En effet, notons € = z() — 2y/3. Si g; 1 est évalué
sans erreur (c’est-3-dire ici §'il vaut 2), alors z(+1) — 2y/3 vaudra 4z() — 2y —2y/3 =
4¢. On ne reste donc jamais longtemps dans cette zone « A risques ».

La table 2 donne le nombre d’erreurs trouvées lors du test exhaustif en simple précision
effectué€ par Vaughan Pratt, ainsi qu’une estimation (due également 2 Pratt) du nombre
d’erreurs en double précision. Dans ce décompte seules les mantisses différentes sont
comptées. Pour avoir par exemple le nombre effectif de couples de réels simple préci-
sion (z, y) conduisant a une erreur lors du calcul de = /y, il faut multiplier le nombre
donné par la table par 26,

Ces chiffres, ainsi que d’autres donnés par Pratt, Coe et divers expérimentateurs,
ont ét€ 2 I’origine des estimations tres variées de probabilité d’erreur qui ont circulé
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Figure 9. Agrandissement d’une partie du diagramme Reste-Diviseur
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L || nombre d’erreurs | nombre de valeurs | ratio |

S— = b S T T 3
simple précision || 1738 7.036 x 10 247 x 10
double précision 2.266 x 10%1 2.028 x 10° 1.1 5 10+

Table 2. Nombre d’erreurs en simple précision et estimation du nombre d’erreurs en
double précision par V. Pratt

ces derniers temps (d’une erreur tous les 27000 ans A un erreur toutes les quelques mi-
nutes !). Si ces estimations sont tr&s variées, c’est certes en partie parce que chacun a
essay€ dans cette affaire de défendre ses intéréts, mais surtout parce que personne ne
sait dire ce qu’est un utilisateur « moyen » d’un microprocesseur : suivant vos appli-
cations vous ferez trés souvent des divisions virgule flottante ou jamais, vos données
seront trés souvent dans la «zone 2 risques » ou jamais. Toujours suivant vos applica-
tions, le fait qu’une erreur puisse se glisser vers la 4¢éme décimale lors d’une division
peut &tre sans conséquences ou avoir des conséquences importantes. On peut tout de
meéme donner quelques informations objectives :

— Comme I'indique 1a deuxi®me ligne de 1a table 2, en double précision, si les réels
apparaissant dans les calculs sont équiprobables, le chiffre d’un cas conduisant 2 une
erreur sur 9 milliards donné par Intel est correct ;

— hélas, dans beaucoup de domaines (ex. calcul financier) des nombres proches de
«nombres ronds>» sont bien plus probables (que I’on pense par exemple A des sommes
en francs et centimes 1égeérement «bruitées» par des erreurs d’arrondi). Comme on I’a
vu les dénominateurs « dangereux » sont égaux 2 une puissance — positive ou néga-
tive— de 2 multipliée par un nombre trés 1égeérement inférieura 3, 9, 15, 21 ou 27. Ceci
explique pourquoi la probabilité d’erreur augmente lorsque les données qu’on traite
sont trés proches de nombres entiers (songeons 2 I’exemple de 4.999999/14.999999
donné au début de cet article). En utilisant les résultats de ses tests, Vaughan Pratt a
montré que si on s’intéresse au calcul de z/y, avec z et y compris entre 1 et 100 et dis-
tants de moins de 155555 4’un entier (ce qui constitue tout de méme un cas extréme !),
alors la probabilité d’erreur monte 2 1 sur 3000.

— bien que ceci ait sans doute peu d’influence sur les probabilités d’erreur, il est
bon de savoir que, méme avec des données numériques «brassées» (c’est-A-dire apres
de grandes quantités de calcul), les mantisses ne sont pas équiprobables. Leur répar-
tition est plus proche d'une répartition logarithmique (d’ailleurs une répartition loga-
rithmique des mantisses se conserve par multiplication, ce qui n’est pas le cas d’une
répartition uniforme). Ce fait a €1€ noté pour la premiere fois par Hamming [HAM 70].
On peut le visualiser en faisant tourner le petit programme suivant (T est un tableau de
100000 réels) :

Pour i = 1 ...100000 faire T[i] = random
Pour 1 = 1 ...5 faire
pour j = 1 ...100000 faire
T[j] = T[random] + T[random]
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On voit figure 10 que la répartition obtenue est trés proche de la répartition logarith-
mique prédite par Hamming, et assez distante d’une répartition uniforme.

o W e = |72 o 2
|5

12 13 14 15 16 1.

e

1.0

18 19
Figure 10. Répartition des mantisses des nombres aprés exécution du programme (en
hachuré), comparée & la répartition logarithmique prédite par Hamming (en noir)

Il n’est pas suffisant de s’intéresser uniquement aux probabilités d’apparition des
erreurs : c’est mettre dans le méme paquet une erreur apparaissant A la quatrieme dé-
cimale et une erreur apparaissant apres la dixieme. La répartition des erreurs suivaullt
leur ordre de grandeur est plus importante. En examinant la liste des cas mis en €vi-
dence par V. Pratt, on s’ apergoit que les grandes erreurs sont bien moins probables qué
les petites. Ceci s’explique assez simplement : Supposons que nous calculions ::{/ Y,
ol y est une des valeurs pouvant conduire 2 une erreur. Nous sommes 2 I'étape ¢ de
I'algorithme, on peut avoir I’apparition d’une erreur :

— soit tout de suite (i.e. lors du choix de gi+1) si z(*) est dans la «zone 2 risques >,

c’est-3-dire si z(*) est trés proche de 2y/3 ; ' .
— soit 2 I’étape suivante (i.e. lors du choix de gi4+2) Si z(®) est d@s un des an}éc f
dents de la «zone 2 risques ». I1ya4 antécédents de cette zone, et ils sont de taille
fois inférieure 2 celle de cette zone ; .
— soit en deux coups (i.e. lors du choix de ¢i4+3) §i z() est dans un des antécédexzttz
des antécédents de la «zone A risques ». I y a 16 antécédents des antécédents de €€
zone, et ils sont de taille 16 fois inférieure A celle de cette Zone ;

— €lc.

La figure 11 représente la « zone 2 risques > e of consmirabalﬁiﬁ.t
exagérée) ainsi que ses antécédents en 1 et 2 coups. On oot QUG FERER le dia-
dents des antécédents des antécédents, etc. on va progressiw:emen_t remph;icn b
gramme : ceci montre qu’avoir une erreur au bout de plusieurs it€rations est

Probable que d’avoir une erreur tout de suite.

> (sat
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zone a risques

A

I
it

g
| |
P/ i

antécédents de la zone a risques

T T T ¥y
ol B Th R e

Figure 11. La zone a risques (on a considérablement exagéré sa taille), ainsi que ses
antécédents en 1 et 2 itérations
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6.Correction

Des versions corrigées du Pentium ont maintenant été produites, et 1a société Intel
remplace les microprocesseurs comportant le «bug». Il est également possible de faire
assez simplement des corrections logicielles. La méthode qui suit est due A T. Coe et
p. Tang, elle est basée sur le fait que si y est un dénominateur «2 risque», alors 15y/16
ne I'est pas.

— tester si les premiers bits de mantisse de y sont de la forme 1.0001, 1.0100,
1.0111, 1.1010 ou 1.1101 ;

s 15/16)xz .
— si c’est le cas, calculer %ﬁéﬁ)Lx?’ sinon calculer z /y.

Conclusion

En résumé, si en effectuant avec un Pentium des divisions de grosses erreurs sont
trés peu probables (et méme dans un tel cas, le résultat a toujours au moins 3 a4 chiffres
significatifs), de trés petites erreurs peuvent, elles, apparaitre assez fréquemment. Il me
parait clair que ceux qui effectuent du calcul numérique intensif, ou qui ont des appli-
cations ol de petits entiers « bruités » par les erreurs d’arrondis apparaissent souvent,
ou encore ceux qui travaillent dans des domaines oll les conséquences d’une erreur re-
lative de I’ordre de 10~ sur une division peuvent &tre graves doivent se méfier. Dans
les autres domaines, il semble qu’il n’y ait rien 2 craindre et qu’un peu de modération
soit de mise : on a vu dans des newsgroups des utilisateurs dont la seule application
était le traitement de textes faire preuve d’une fureur plus qu’exagérée.

De plus, si vos applications sont susceptibles d’étre trés sensibles a I’erreur de la
division du Pentium, elle sont certainement au moins un peu sensibles au cumul des
erreurs d’arrondi, et il peut s’avérer nécessaire de les valider numériquement. Des ou-
tils existent maintenant pour cela, et plusieurs équipes en France travaillent dans ce
domaine (entre autres au MASI, 2 I'IRISA, au Centre Spatial de Toulouse du CNES,
au CERFACS et au LIP). Méme avec un processeur sans «bug » les conséquences
de I’erreur d’arrondi peuvent &tre énormes. Un rapport du General Accounting Oﬁ?ce
américain cite le cas d’un missile Patriof qui, pendant la guerre du golfe, n"a pas in-
tercepté sa cible 2 1a suite d’accumulation d’erreurs d’arrondis, causant 12 mort de 28
personnes.
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