
HAL Id: hal-04133651
https://hal.science/hal-04133651v1

Submitted on 20 Jun 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution - NoDerivatives 4.0 International License

Une méthode de quasi-Newton réduite en optimisation
sous contraintes avec priorité à la restauration

Jean Charles Gilbert

To cite this version:
Jean Charles Gilbert. Une méthode de quasi-Newton réduite en optimisation sous contraintes avec
priorité à la restauration. Analysis and Optimization of Systems, Jun 1986, Antibes, France. pp.40-53,
�10.1007/978-3-540-39856-1�. �hal-04133651�

https://hal.science/hal-04133651v1
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNE MErHODE DE OUASI-1II!.Wl'ON REDUlTE EN OPTIMlSATIOII SOUS CQIITRAINTES 

AVEC PRIORlTE A LA RESTAURATIOII 

Jean Charles GILBERT 

boursier scientifique et technique 

de la Commission des Communautes Europeennes 

Centre d'Etudes Nucleaires (D.R.F.C.), B.P. n06 

92265 Fontenay-aux-Roses Cedex (France) 

ReSume: Pour minimiser une fonction sur ~ en presence de m contraintes d'egalite non 

lineaires, on propose un algorithme ayant les caracteristiques suivantes: chaque 

iteration comprend deux pas de restauration des contraintes et un pas de minimisation de 

la fonction, les contraintes sont lineairisees une fois par iteration, une matrice d'or

dOe n-m (approximation du hessien reduit du lagrangien) est mise a jour mais pas a chaque 

iteration (un critere de mise a jour est propose), la methode est globale avec priorite a 
la restauration, enfin, la suite de points generee converge Q-superlineairement. 

Abstract: To minimize a function on filn with m nonl.inear equality constraints, we propo

se an algorithm with the following features: each iteration is formed of two steps of 

restoration of the constraints and one step of minimization of the function, the 

constraints are linearized once per iteration, a matrix of order n-m (approximation of 

the reduced hessian of the lagrangian) is updated but not at each iteration (a criterion 

is proposed), the method is global with priority to the restoration and generates a 

Q-superlinearly converging sequence of points. 

A. Bensoussan et al. (eds.), Analysis and Optimization of Systems
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1986
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I - INTRODUCTION 

Soient 0 un ouvert de fin, f et c deux applications definies sur 0 a. valeurs dans fI et tif1 
(m < n) respecti vement. On considere le probleme d' optimisation avec contraintes 

d'egalite suivant: 

min { f(x) : X £ 0 , c(x) = 0 } (1.1) 

v 
On supposera que f et c sont dans Cb(n) avec v <:!: 2, c'est-a.-dire que les i-ieme (O:c;; i:C;; v) 

derivees f(i) et c(i) sont continues et bornees sur O. On supposera egalement que c est 

une submersion sur 0 (c'est-a.-dire que l'operateur derivee, Ax := A(x) := c' (x), qui est 

une matrice m x n, est surjective quel que soit x dans 0). Soit x* un point realisant un 

minimum local de (1.1). A* := c'(x*) etant surjective, il existe un unique 

multiplicateur de Lagrange ~* tel que (x* ,~*) verifie: 

c(x*) = 0 

f'(X)-AT~ 
* * * 

(1.2) 
o 

Le systeme (1.2) comporte n+m equations avec n+m inconnues (x*'~*). On cherche a. le 

resoudre par une methode iterative. A partir d'un point Xo £ 0, on va generer une suite 

de couples «xk'~k»k<:!:O convergeant vers (x*'~*). Une premiere idee serait d'utiliser 

une methode de quasi-Newton pour resoudre (1.2). Cela necessiterait de mettre a. jour 

une matrice d'ordre n+m approchant la jacobienne (ou son inverse) du systeme (1.2) au 

couple optimal (x*'~*). L'avantage d'une telle methode est de generer des suites (xk ) 

et (~k)convergeant toutes deux Q-superlineairement (terminologie de Ortega, Rheinboldt 

(1970». C'est-a.-dire que par exemple pour la suite (xk ), on aurait: 

-> 0 (1.3) 

Nous allons montrer dans une premiere etape que si on se contente de la seule convergence 

Q-superlineaire de (xk ), on peut utiliser un algorithme ne mettant a. jour qu' une matrice 

d' ordre n-m. Cette methode est alors bien adaptee aux cas ou m est grand et n-m petit 

comme dans les problemes d'identification parametrique dans les equations aux derivees 

partielles (Blum, Gilbert, Thooris (1985». 

II - OBTENTION DE L'ALGORITHME 

11.1 - Svsteme d'optimalite riduit 

Une premiere etape consiste a. reduire la taille du systeme d' optimalite (1. 2). La 

deuxieme equation de (1.2) exprime que le gradient de f en x* est orthogonal au plan 
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tangent aux contraintes au point optimal. Il revient au meme de dire que la projection 

orthogonale de f'(X.) sur N(A*), le noyau de A*, est nulle. Comme cela peut s'exprimer 

par n-m equations (dim N(A*) = n-m), on peut reduire de n+m a n la taille de systeme 

d'optimalite. Pour cela, en un point x de g, on introduit une base de N(Ax ) d~nt les 

vecteurs forment les n-m colonnes d' une matrice injective notee Z -. On a les relations: x 

A Z = 0 x x 

Le projecteur orthogonal sur N(Ax ) s'ecrit alors 

(2.1) 

On appelle gradient reduit de f en x, les composantes de la projection orthogonale de 
- -T - -1 f' (x) sur N(Ax ) dans la base Zx (ZX Zx) , a savoir: 

-T .f-m g(x) := Zx f' (x) & (2.2) 

On projette la deuxieme equation de (1.2) sur N(A*) en la multipliant a gauche par Z:T 

En utilisant (2.1), on obtient le systeme d'optimalite reduit suivant: 

(2.3) 

11.2 - La methode siguentielle quadratigue 

Pour resoudre (2.3) par une methode de Newton, on a besoin de la derivee du gradient 

reduit (2.2) au point optimal x • Pour cela, on fera dorenavant 1 'hypothese que, comme 

fonction de x, la base Z- de N~A ) est dans Cb"-l(g). Alors, en utilisant (2.1) puis x x 
( 1. 2 ), on obtient comme dans Nocedal, OVerton (1985): 

ou L* := L(X*,~*) et Lest le hessien en x du lagrangien 1: 

m 
l(x,~) := f(X) - I ~i ci(x) 

i=l 

On notera G* la reduction de L* au plan N(A*), a savoir 

G := Z-T L Z 
* * * * 

si x* veri fie les conditions suffisantes d'optimalite de (1.1), on a: 

(2.4) 

(2.5) 
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G* est definie positive (2.6) 

C'est ce que nous supposerons. On notera H* := G:1 son inverse. La jacobienne de (2.3) 

en x* s'ecrit grace a. (2.4): 

Elle est non singuliere (clair). Pour obtenir son inverse, on introduit comme dans Gabay 

(1982,a) un inverse a. droite A~ de Ax (Ax A~ = 1m). on montre alors qu' il existe un uni

que inverse a. gauche Z de Z - (Z Z - = 1 ) tel que x x x x n-m 

Z A = 0 x x 
(2.7) 

A- est n x m, injective et Zest (n-m) x n, surjective. Par la suite, on supposera que 
x _ x 11-1 

l' application x --+ (Ax ,Zx) est dans Cb «(I). De plus, on a: 

A- A + Z- Zx 
x x x 

L'inverse de J s'ecrit: 
* 

on obtient une methode de Newton pour resoudre (2.3) par 

et une methode de quasi-Newton en remplacant dans (2.9), J:1 par 

(2.8) 

(2.9) 

ou Lk est une approximation de L* telle que Gk := Z(xk)-T Lk Z(7"k)- soit non singuliere 

et Hk := G;l. On retrouve ainsi la formule du deplacement de la methode seguentielle 

guadratigue (voir Han (1976), Gabay (1982,b». Goodman (1985) et Nocedal, OVerton 

(1985) donnent un developpement analogue. on voit que cette methode necessite la mise a. 
jour de Lk qui est d'~ n. Cette mise a. jour a. ete etudiee par Han (1976) avec la for

mule DFP et par Powell (1978) avec la formule BFGS. 

11.3 - Une methode de quasi-Newton riduite 

On peut encore reduire l'ordre de la matrice a. mettre a. jour en resolvant separement les 

equations du systeme d'optimalite (2.3). Remarquons d'abord que d'apres (2.4)-(2.6), 
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g' (x.) est surjective et admet Z:H. comme inverse it droite. On definit alors deux appli

cations 'I' et '" par 

,(x) := x - A. c(x) 

",(y) := y - Z. H. g(y) 

(2.10) 

(2.11) 

Elles definissent des processus de Newton pour resoudre les deux equations de (2.3). 

Soit ~ := '" 0 '1'. On voit que 1es points fixes de ~ sont les solutions de (2.3). De plus, 

si x. verifie (2.3), on a grace it (2.4), (2.8) et (2.5): 

Des lors, ~ definit un processus it convergence quadratique, c'est-a.-dire que si Xo est 

pris assez proche de x , la suite (~k(XO» convergera vers x et l'ordre de convergence • • 
sera Q-quadratique. Remarquons que l'ordre d'execution de (2.10) et (2.11) est impor-

- -T -tant puisque ,'(x.) ""(x.) = - Z. H. Z. L. A. A. et que cet operateur n'est pas nul en 

general. Soit xk dans D. A partir de cet algorithme a. convergence quadratique, on 

definit aisement une methode de quasi-Newton: 

Yk := ~ - Rk c(Xk ) (2.12) 

Xk+1 := Yk - Z(Yk ) Hk g(yk ) (2.13) 

On a obtenu (2.12) a. partir de (2.10) en remplacant A: par une approximation ~ et (2.13) 

it partir de (2.11) en remplacant H. par une approximation Hk et z: par Z(Yk )- qui est 

connu puisqu'il intervient dans le calcul du gradient reduit g(Yk ). Dans cette methode, 

Rk est un operateur que I' on supposera calculable parce qu' i1 ne fait intervenir que 1es 

derivees premieres de c tandis que ~ qui est une matrice d'~ n=m est mise it jour a. 

chaque iteration parce que son calcul ferait intervenir les derivees secondes de f et c, 

information que l' on suppose non accessible. On voit que l' on a gaqne dans l' ordre de la 

matrice a. mettre a. jour. L'algorithme qui vient d'etre decrit est etudie en detail dans 

Gilbert (1985) (voir aussi Coleman, Conn (1982 a et b, 1984) qui ont etudie l'algorithme 

(2.12)-(2.13) en considerant la suite (Yk ) qui a de moins bonnes proprietes que (Xk ». 

Une globalisation de la methode y est introduite en faisant de la recherche sur un arc 

issu du point Yk (voir egalement Gabay (1982,b» et tangent au pas de minimisation de f: 

qk := - Z(Yk )- ~ g(Yk )· L'arc est parametre par p ~ ]0,1]: 

- - - 2 -
Yk(P) = Yk + P qk + P r k+1 (2.14) 

ou r k+1 := -~ c(~+1). Le pas P est determine par une regle du type Armijo (1966) de 

maniere a. faire decroitre la fonctionnelle penalisee exacte: 
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(2.15) 

Les contraintes etant linearisees en Yk ' on peut montrer que si pest assez grand, le 

deplacement le long de l'arc (2.14) (p assez petit) fait decroitre e. L'arc (2.14) . p 
etant tangent a qk en p = 0, on privilegie la phase de minimisation qk de f par rapport a 
la phase de restauration des contraintes rk+1 • Nous modifions cette methode ci-apres 

afin de privilegier la phase de restauration, ce qui dans certaines applications peut 

etre preferable. Pour cela, on intrOduit une phase de restauration supplementaire et on 

prend comme algorithme local a partir d' un point xk de n: 

Yk := Xk + r k := Xk - Rk c(Xk ) 

Zk := Yk + sk := Yk - Sk c(Yk ) 

Xk+1 := Zk + qk := Zk - Z(Yk ) Hk g(yk ) 

(2.16) 

(2.17) 

Le calcul du gradient reduit dans (2.18) montre que les contraintes doivent etre 

lineairisees en Yk• Ce sera le seul pOint de linearisation par iteration. Rk et Sk sont 

deux operateurs de restauration des contraintes calcules tandis que Hk est une matrice 

d'ordre n-m mise a jour. 

III - CONVERGENCE LOCALE ET SUPERLlHEAlRE 

Theorem. 3.11 (convergence lineaire locale). Soit x * J.m ~ ~ n verifiant 

(2.3) et (2.6). ~ ~>O!&l~ii(x*,~)soit~n. Onsuppose~~J.m 

reel ~ 0 tel ~ Ilskll s 0 EQYr. ~ ~ k. ~, il existe ~ 

constante C ng dependant ~ de f, c, ~ ~ 0 ~ ~ n r & ]0,1[ et 

Ilxo - x* \I s C r 

max (11Rk - A:I 1,1 I~ - H*I I) S C r pour tout k 

(3.1) 

(3.2) 

alors l'algprithme (2.16)-(2.18) genere ~ ~ de xo ' une IDU.t& (xk ) convergeant 

O=-lineairement vers x* et EQYr. ~ indice k, QIl g 

(3.3) 

Les preuves des lemmes et theoremes peuvent etre trouvees dans Gilbert (1986). 

On obtient aisement une condition suffisante de convergence Q-superlineaire en corol

laire du theoreme 3.1. 11 suffit en effet de supposer en plus des hypotheses du theoreme 

que (Rk ) et (~) convergent vers A: et H* respectivement. Mais ces conditions sont trop 

fortes et ne sont en general pas verifiees lorsque l'on utilise pour (Hk ) la technique de 

mise a jour introduite plus loin. Le theoreme suivant donne une condition suffisante 

plus faible. 
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Theoreme 3.2: (convergence Q-superlineaire). Soit x. l!1l point ~ 0 verifiant 

(2.3) et (2.6). Si (Xk ) est dans {) et generee P.9£ l'algorithme (2.16)-(2.18) avec 

(Rk ), (Sk) et (Hk ) bornees et si (Xk ) converge vers x.' alors cette convergence est 

O-superlineaire des ggg 

(Rk - A:) A 

(Gk - G.l Z 

oil Gk 
• _ -1 
.- Hk . 

. (Xk-

. (Xk-

x.) 

x) 

o( IIXk - x.ll) 

o(llxk - x.ll) 

Preuve: On etablit la relation suivante: 

(3.4) 

(3.5) 

- - -T -
xk+1-x. = Z. Hk (Gk-G.) z. (Xk-X.) + Z. Hk Z. L. (Rk-A.) A. (Xk-X.) 

+ (S A -I) (R -A-) A (x -x ) + 0(1 Ix -x I I) (3.6) k • k.. k. k * 

qui montre que (3.4) et (3.5) suffisent pour obtenir la convergence Q-superlineaire de 

(Xk ) • 

La relation (3.6) montre que si (Xk ) converge Q-superlineairement alors on a 

(3.7) 

Tandis que la condition (3.4) n' est pas necessaire. On voi t egalement que Ie pas sk est 

super flu (on peut prendre Sk = 0 pour tout k comme dans Gilbert (1985,l) alors que Ie pas 

r k precedent la linearisation des contraintes est essentiel: en prenant Rk = 0, on 

retrouve le premier algorithme de Gabay (1982,b) et celui de Nocedal, OVerton (1985) 

dont les suites ne convergent pas necessairement Q-superlineairement. Dans l'algorith

me (2.16)-(2.18), les contraintes etant linearisees en Yk , on dispose de A(Yk ). On peut 

donc prendre Sk = A(Yk )-. Par contre A(Xk ) n'est pas calcule et on prendra pour ~ 

l'operateur Sk calcule a l'iteration precedente: A(Yk_1 )-. Ce choix de Rk permet de 

satisfaire a la condition (3.4) lorsque (Yk ) converge vers x •• On definit donc l'algo

rithme local: 

Yk := ~ + r k := Xk - A(Yk_1 ) c(Xk ) (3.8) 

Zk := Yk + sk := Yk - A(Yk ) c(Yk ) (3.9) 

Xk+1 := Zk + qk := Zk - Z(Yk ) Hk g(yk ) (3.10) 

oil il reste a preciser la maniere dont la suite (Hk ) est generee. 
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IV - GLOBALISATION DE L'ALGORITHME 

Dans l'algorithme (3.8)-{3.10) ce sera la suite (xk ) qui convergera Q-superlineairement 

vers x.' mais les contraintes etant linearisees en Yk ' la globalisation se fera au moyen 

d' une recherche sur 9 p {defini en (2 .15» le long d' un arc issu de Y k et parametre par 1': 

Y (p) : Y + l' s + pa q + pb r ou 1 $ a < b et 0 < l' $ 1 
k k k k k+l 

(4.1) 

Si a > 1, l' arc est tangent a sk en l' : 0 et la phase (sk) de restauration des contraintes 

sera d' autant plUS privilegiee par rapport a la phase (qk) de minimisation de f que a est 

grand. si a: 1, on retrouve le deuxieme algorithme de Gabay (1982,b). On detinit Yk+1 
par: 

ou pk est determine par une regle du type Armijo (1966): 

13 (. lO,l[ 

lk 
pk :: 13 

ou lk est le plus petit entier naturel tel que 

(4.2 ) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

ou 9 p est defini en (2.15), a sera choisi dans lO,1/2[ et ~(Yk) est l'approximation du 

multiplicateur ~. donnee par 

(4.6) 

11 nous faut a present examiner dans quelles conditions on peut realiser l'inegalite 

(4.5) en prenant lk suffisamment grand et done rendre l'arc (4.1) de descente pour 9 p en 

Yk ' 

LelJlDe 40.1: Soit Yk un pOint de C tel ~ Zk {:psy;: (3.9», xk+1 {:psy;: (3.10» et 

xk+1+rk+l (:psy;: (3.8» soient eqalement dans C. Supposons gu'il existe des reels 

positifs p, p, !! et Ml tels ~ p+ II ~(Yk) II .. $ p $ p, (Rk -!!1) soit detinie positive 

et IIRkl1 $ MI' Alors la regle (4.3)-{4.5) permet ~ determiner un 12M pk positif. 

Supposons en plus gu' il existe une constante positive M2 telle ~ II c{Yk ) II $ M2 

et p~llg{Yk) 112 $ M2 • Alors, il existe un reel p, ne dependant ~ de f, c, p, p, !!. 

a, 13, a, b, Ml et M2 tel ~ l'on ait Pk ~ P > O. 
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D'apres le lemme 4.1, le parametre de penalisation p doit etre suffisamment grand pour 

assurer la decroissance de 8p le long de l'arc (4.1). Pour cela p (note alors Pk) sera 

mOdifie a certaines iterations en accord avec les trois regles suivantes: 

il existe un indice K tel que pour tout k ~ K 

Pk- 1 ~ I 1~(Yk)llm + E => Pk = Pk- 1 

(Pk) bornee SSI Pk est modifie un nOmbre fini de fois 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

Dans (4.7) et (4.8), E est une constante positive donnee. Par exemple, on pourra prendre 

la regle de Mayne, Polak (1982): 

si Pk-1 ~ I 1~(Yk)1 1m + E alors Pk:= Pk- 1 

sinon Pk := max ( (1+~) Pk- 1 ' I 1~(Yk)llm + E ) 

oil ~ est une constante positive donnee. On dira qU'une suite de matrice (Hk ) est 

uniform$ment definie positive s'il existe une constante positive C telle que (HkV,V) ~ c 

II v 112 quels que soient l' indice k et le vecteur v. 

Theorem. C.2: (convergence globale) . .Qn suppose g],!g f est bornee inferieurement 

~ Q. ~ (xk ), (Yk ) et (Zk) des suites de Q generees l2Sr l'algorithme ~ 

(3.8)-(4.9) ~ a: " ]O,l[ et (Hk ) bornee ~ uniformement ~ positive. Alors, 

(i) soit (Pk ) est non bornee et J& ~ (Yk : Pk '" Pk- 1 ) n'a ESe ~ ~ 

d'adMrence, (ii) soit (Pk ) ~ bornee ~ Ilc(yk ) II + Ilg(yk ) II -+ o. 

Le theoreme suivant donne des conditions sur des sous-suites indicees par (ki ) pour que 

dans celles-ci le pas p vale 1 apres un nombre fini d'iterations. Pour cela on considere 

trois types de sous-suites, caracterisees par l'une des proprietes suivantes: 

qk. = 0(1 Isk . I I) pour i-+ m 
~ ~ 

(Gk . - G.) Z. qk. = 0(1 Iqk. I I) 
~ ~ ~ 

pour i -+ m 

o < Pk . < 1 pour tout i et qk. 
~ ~ 

= o(llrk.ll) pour 
~ 

Theorim. C.3: On suppose ~ ,,~3. ~ x. un l2Q.in!; ~ Q verifiant (2.3) et (2.6). 

Soient (~), (Yk ) et (Zk) ~ suites ~ Q g$nerees l2Sr l'algorithme (3.8)-(4.9) 

avec a: e ]O,l/2[ et (Hk ) bornee et uniformement ~ positive. Supposons g],!g 

(Yk ) converge ~ x •• Si (ki ) ~ ~ sous-suite d'indices ~ g],!g (P1 ) ou (P2 ) 

soient verifiees alors Jg ESe P vaut 1 ~ i ~ grgng et n (P3 ) est verifiee 

alors on ~ 
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Sk. = o( Ilrk.11 Ilqk.ll) pour i -+ CD (4.10) 
~ ~ ~ 

On voit que lorsque des sous-suites verifient la propriete (P 1) ou (P2 ), elles admettent 

un pas unite apres un nombre fini d'iterations. Lorsque la propriete (P3 ) est verifiee, 

on ne peut pas conclure dans le meme sens dans le cadre de la methode globale 

(3.8)-(4.9). L'algorithme concret de la section suivante genere des suites composees de 

sous-suites verifiant l'une des proprietes (P1 ), (P2 ) ou (P3 ) et lorsque (P3 ) est 

verifiee, le resultat (4.10) permet de montrer qU'il y a egalement admissibilite 

asymptotique du pas unite. 

v - MISE A JOUR DE LA HATalCE REDUlTE 

11 reste a preciser la maniere dont on genere la suite (Hk ) des matrices d'ordre n-m. 

Pour cela, on utilise une technique de quasi-Newton. On se donne une matrice HO 

symetrique et definie positive. Etant donne Hk , on calcule ~+1 de telle sorte que l'on 

ait: 

(5.1) 

oil. 17k et 'Tk sont des vecteurs de 6ln- m jUdicieusement choisis. Il y a beaucoup de matri

ces symetriques definies positives verifiant (5.1). L'une d'entre elles est donnee par 

la formule de BFGS bien connue: 

(5.2) 

qui est bien definie si ('T k ,17k ) est non nul. cette formule a l' avantage de transmettre 

la definie positivite de Hk a Hk+1 881 (voir Dennis, More (1977» 

(5.3) 

C'est une premiere condition sur le choix des vecteurs 17k et 'Tk • Une autre condition pro

vient de la valeur asymptotique desiree pour (Hk ), a savoir H •• On ne peut pas en 

general trouver des vecteurs 17k et 'Tk verifiant la relation 17k = H. 'Tk ' ce qui au vu de 

(5.1) serait SOUhaitable, mais l'etude des methodes de quasi-Newton montre qu'il est 

essentiel que l' on ai t: 

(5.4) 

ou de facon equivalente 

(5.5) 
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-T -Comrne G* = Z* L* Z*, la formule (2.4) de derivation du gradient reduit montre que (5.5) 

peut eventuellement etre verifiee si Tk est la difference de deux gradients reduits. 

Ceux-ci n' etant connus qu' aux points Y k' on prendra 

Tk := g(yk+1 ) - g(yk ) 

~k := Z(Yk+1 ) (Yk+1 - Yk ) 

(5.6) 

(5.7) 

En notant vk := Yk+1 - Yk et en supposant que (Yk ) converge vers x* point stationnaire de 

(1.1), on obtient 

Comrne ~k = Z* vk + o( Ilvkll ), on voit que l'on aura (5.5) si 

(5.8) 

puisqu'alors Ilvkll - I Iz*vkl I (le signe - signifie qu'il existe une constante positive 

C telle que Ilvkll/c S; Ilz*vkll :S C Ilvkll pour tout k) et done II~kll - Ilvkll. Comrne 

dans Gilbert (1985), on montre que la relation (5.8) est equivalente a. 

(5.9) 

C'est-a.-dire que (5.5) sera verifiee si le pas de restauration calcule en Yk est un petit 

o du pas de minimisation. Or ceci n'est certainement pas verifie a. chaque iteration (par 

exemple dans les cas oil qk = 0 pour tout k). Cette remarque nous conduit a. introduire un 

critere de mise a. jour base sur (5.9): 

oil (Ilk) est une suite convergeant vers o. Si les relations (5.3) et (5.10) sont 

verifiees, la matrice Hk est mise a. jour par la formule de BFGS (5.2) sinon on garde Hk+1 
egal a. Hk • Le probleme maintenant est de choisir adequatement la suite (Ilk) de facon a. 

assurer la convergence Q-superlineaire de (xk ). Nocedal, OVerton (1985) ont etudie la 

mise a. jour de la matrice reduite de l'algorithme de Gabay (1982,b) en introduisant un 

critere semblable a. (5.10) avec Pk = 1 (cadre local) et (Ilk) decroissante et donnee a. 

priori. La convergence superlineaire (en 2 pas) est assuree si Ilo est assez petit. lei, 

"k dependra de l'information disponible a. l' iteration k et la convergence superlineaire 

ne sera pas fonction d'un choix de constante. Le fait d'avoir (5.10) et done (5.4) per

mettra, par des techniques classiques (Dennis, More (1974», de montrer que la relation 

(1.3) est verifiee lorsque Hk est mise a. jour. Pour qu'il en soit egalement ainsi lors

que Hk n' est pas mise a. jour, il est souhai table que (Ilk) ne converge pas trop rapidement 
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vers O. Le critere utilise dans l'algorithme ci-apres realise un compromis entre ces 

deux necessites. Pour cela, on definit (k-) comme Ie plus grand indice precedent k pour 

lequel il y a mise a jour de Hk (0 si ces matrices n' ont pas ete mise a jour avant 

I 'iteration k) et (k--) := «k-)-). On prendra Ie critere: 

(5.11) 

ou (~k) est une suite decroissante generee par l'algorithme et qui convergera vers une 

constante positive assez petite. On a note 

(5.12) 

On obtient finalement l'algorithme suivant: 

(1) Choix de Xo E n, HO symetrique definie positive, 

~o > 0 et 0 < a < 1. 

k := 0, YO := xO· 

(2) linearisation des contraintes en Yo: ~(Yo) par (4.6). 

(3) sk par (3.9), qk par (3.10), r k+1 par (3.8), hk par (5.12). 

(4) adaptation de Pk respectant (4.7)-(4.9). 

(5) recherche sur e en Yk suivant l'arc (4.1). 
Pk 

Pk par la regIe (4.3)-(4.5) et Yk+1 par (4.1)-(4.2). (5.13) 

(6) linearisation des contraintes en Yk+1 : ~(Yk+l) ,par (4.6). 

(7) mise a jour de Hk : Tk par (5.6), ~k par (5.7). 

si (5.3) et (5.11) alors Hk+1 par (5.2) sinon Hk+1 := Hk • 

(8) adaptation de ~k: 

si ~(5.3) et (5.11) et (~k¢O) alors ~k+l := ~k/2 sinon ~k+l := ~k 

(9) k := k+l, aller en (3). 

On peut montrer un theoreme de convergence locale pour l'algorithme (5.13), a savoir que 

si (Xo,HO) est choisi suffisamment proche de (x.,H"l. l'algorithme (5.13) est bien 

defini et (xk ) converge Q-lineairement vers x" (voir Gilbert (1985) pour une 

demontration analogue). Le theoreme ci -apres etudie I' ordre de convergence de la suite 

(xk ). On parti tionne I' ensemble des indices en trois sous-ensembles: 

Kl := {k: (5.3) et (5.11) sont verifiees} 

K2 := {k: (5.11) est verifiee mais pas (5.3)} 

K3 := {k: (5.11) n'est pas verifiee} 
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Theoreme 5.2: Qn ~ ~ v <!: 3. SQjJ; x* .lID EQj.nt de n verifiant (2.3) et (2.6). 

Soient (xk ), (Yk ) et (zk) dans n et (Hk ) des suites generees ~ l'algorithme 

(5.13) et supposons ~ ~ ait 

I Ilxk - x.11 < + ex> 

k=l 
(5.14) 

I IIYk - xJ I < + co 

k=l 
(5.15) 

IIYk+l - x*, I 
< + co sup (5.16) 

k,l IIYk - x'" I 

AJ.Qr.§ (i) la suite (Hk ) estbornee et uniformement detinie positive, (ii) (Gk-G*)C7k 

= o( IIC7kll) pour k Eo K1 , (iii) yk+1-x., = o( Ilyk-x*, I) pour k Eo K1 , (iv) lim flk =: fico 

> 0, (v) Ie PEa Pk vaut 1 apres un nombre fini d'iterations, (vi) la suite (xk ) 

converge O-superlineairement ~ x •. 
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