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UNE _METHODE DE QUASI-NEWTON REDUITE EN OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES

AVEC PRIORITE A LA RESTAURATION

Jean Charles GILBERT
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Centre Ad'Etudes Nucléaires (D.R.F.C.), B.P. n°
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Résumé: Pour minimiser une fonction sur Rn en présence de m contraintes d'égalité non
linéaires, on propose un algorithme ayant les caractéristiques suivantes: chaque
itération comprend deux pas de restauration des contraintes et un pas de minimisation de
la fonction, les contraintes sont linéairisées une fois par itération, une matrice g'or-
dre n-m (approximation du hessien réduit du lagrangien) est mise 4 jour mais pas & chagque
itération (un critére de mise a jour est proposé), la méthode est globale avec priorité a

la restauration, enfin, la suite de points générée converge Q-superlinéairement.

Abstract: To minimize a function on Rn with m nonlinear equality constraints, we propo-
se an algorithm with the following features: each iteration is formed of two steps of
restoration of the constraints and one step of minimization of the function, the
constraints are linearized once per iteration, a matrix of order n-m (approximation of
the reduced hessian of the lagrangian) is updated but not at each iteration (a criterion
is proposed), the method is global with priority to the restoration and generates a

Q-superlinearly converging sequence of points.
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I - INTRODUCTION

Soient Q un ouvert de Rn, f et ¢ deux applications définies sur Q a valeurs dans R et ﬁm
(m < n) respectivement. On considére le probléme d'optimisation avec contraintes

d'égalité suivant:
min { £(x) : x e @, c(x) =0} (1.1)

On supposera que f et c sont dans C;(ﬂ) avec v 2 2, c'est-a-dire que les i-iéme (0 £1i < »)
dérivées f (1) et c(l) sont continues et bornées sur . On supposera également que C est
une submersion sur Q (c'est~a-dire que 1l'opérateur dérivee, Ax := A(X) :=c'(xX), qui est
une matrice m x n, est surjective quel gque soit x dans Q). Soit X un point réalisant un
minimum local de (1.1). A, = c (x*) étant surjective, il existe un unique
multiplicateur de Lagrange 7«* tel que (x*,l*) vérifie:
c(x. ) =0
*
T (1.2)
£f'(x.) -A_ A =0
* * *

Le systéme (1.2) comporte n+m équations avec n+m inconnues (x*,R‘). On cherche a 1le

résoudre par une méthode itérative. A partir d'un point x_ e £, on va générer une suite

0

de couples ((xk,lk)) convergeant vers (x*,lt). Une premiére idée serait d'utiliser

>
une méthode de quasik—N?ewton pour résoudre (1.2). Cela nécessiterait de mettre a jour
une matrice d'ordre n+m approchant la jacobienne (ou son inverse) du systéme (1.2) au
couple optimal (x*,k*). L'avantage d'une telle méthode est de générer des suites (xk)
et (Ak),convergeant toutes deux Q-superlinéairement (terminologie de Ortega, Rheinboldt

(1970)). C'est-a-dire que par exemple pour la suite (xk) , on aurait:

- 0 (1.3)
1%, - x|

Nous allons montrer dans une premiére étape que si on se contente de la seule convergence
Q-superlinéaire de (xk) , on peut utiliser un algorithme ne mettant a jour qu'une matrice
d'ordre n-m. Cette méthode est alors bien adaptée aux cas ol m est grand et n-m petit
comme dans les problémes d'identification paramétrique dans les équations aux dérivées
partielles (Blum, Gilbert, Thooris (1985)).

II - OBTENTION DE L 'ALGORITHME

II.1 - Systéme d'optimalité réduit

Une premiére étape consiste a réduire la taille du systéme d'optimalité (1.2). La

deuxiéme équation de (1.2) exprime que le gradient de f en X, est orthogonal au plan
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tangent aux contraintes au point optimal. Il revient au méme de dire que la projection
orthogonale de f'(x*) sur N(a_ ), le noyau de A , est nulle. Comme cela peut s'exprimer
par n-m équations (dim N(A*) = n~m), on peut réduire de n+m & n la taille de systéme
d'optimalité. Pour cela, en un point x de @, on introduit une base de N(Ax) dont les

vecteurs forment les n-m colonnes d'une matrice injective notée Zx' On a les relations:

N(2 ) = R(Z.)
x x (2.1)

A Z_=20
X X

Le projecteur orthogonal sur N(Ax) s'écrit alors

72z Tzt T
X X X X

On appelle gradient réduit de f en X, les composantes de la projection orthogonale de

£'(x) sur N(A_) dans la base z (Z'-T Z_)—l, a savoir:
X X x °x

g(x) := z;T £1(x) e T (2.2)

On projette la deuxiéme équation de (1.2) sur N(A*) en la multipliant a gauche par Z:T.

En utilisant (2.1), on obtient le systéme d'optimalité réduit suivant:

c(x*) o]

(2.3)

g(x ) =0

II.2 - La méthode séquentielle quadratique

Pour résoudre (2.3) par une méthode de Newton, on a besoin de la dérivée du gradient
réduit (2.2) au point optimal X . Pour cela, on fera dorénavant 1l'hypothése que, comme
fonction de X, la base Z; de N(Ax) est dans c;—l(ﬂ). Alors, en utilisant (2.1) puis

(1.2), on obtient comme dans Nocedal, Overton (1985):

g'(x,) = (2,7 (£1(x) - A} A))'(x) = 7' L (2.4)

*
ol L, := L(x*,h*) et L est le hessien en x du lagrangien 1:
m
1(x,A) == £f(x) - izl Ai ci(x)

On notera G* la réduction de L, au plan N(A*) , 4 savoir

G =2 " L_1Z (2.5)

* * * *

si X vérifie les conditions suffisantes d'optimalité de (1.1), on a:
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G, est définie positive (2.6)

C'est ce que nous supposerons. On notera H := G:l son inverse. La jacobienne de (2.3)

en x_ s'écrit grace a (2.4):

A
g = *
* *

Elle est non singuliére (clair). Pour obtenir son inverse, on introduit comme dans Gabay
(1982,a) un inverse a droite A; de Ax (Ax A; = Im) . On montre alors qu'il existe un uni-

que inverse & gauche Zx de Zx (ZX Zx = In—m) tel que

Zx Ax =0 (2.7)

A; est n X m, injective et Zx est (n-m) X n, surjective. Par la suite, on supposera que

1'application x — (A;,ZX) est dans C;_l(ﬂ). De plus, on a:

I =A_A_ +2_ 12 (2.8)
n X "X X “x
L'inverse de J, s'écrit:

st =[al -2 w2z L Al z_ H ]
* * * * * * * *

*

On obtient une méthode de Newton pour résoudre (2.3) par

c(x )
k ] (2.9)

X =x -J 1
k+1 k * g(xk)

et une méthode de quasi-Newton en remplacant dans (2.9), J:l par

- - _T - -
[ax)” - 2(x)" H 2Z(x) " L A(x) z(x)" H_]
ol L.k est une approximation de L telle que Gk 3= Z(xk)-T Lk Z(xk)- soit non singuliére
et Hk 3= G;l. On retrouve ainsi la formule du déplacement de la méthode séguentielle

quadratique (voir Han (1976), Gabay (1982,b)). Goodman (1985) et Nocedal, Overton
(1985) donnent un développement analogue. On voit que cette méthode nécessite la mise a
jour de Lk qui est d'ordre n. Cette mise & jour & été étudiée par Han (1976) avec la for-
mule DFP et par Powell (1978) avec la formule BFGS.

II.3 - Une méthode de quasi-Newton réduite

On peut encore réduire l'ordre de la matrice & mettre a jour en résolvant séparément les

équations du systéme d'optimalité (2.3). Remarquons d'abord que &'aprés (2.4)-(2.6),
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g’ (x*) est surjective et admet z:H* comme inverse a droite. On définit alors deux appli-

cations ¢ et ¢ par

¢(x) = x - A: c(x) (2.10)

Wy) ==y -2z H_ g(y) (2.11)

Elles définissent des processus de Newton pour résoudre les deux équations de (2.3).
Scit £ := ¢ 0 ¢. On voit que les points fixes de ¢ sont les solutions de (2.3). De plus,

si X, vérifie (2.3), on a griace a (2.4), (2.8) et (2.5):
- _T -
E'(x,)=(1-2 H 2 L )2 2 =0

Dés lors, ¢ définit un processus a convergence quadratique, c'est-a-dire que si XO est
pris assez proche de x , la suite (gk(xo)) convergera vers x et 1'ordre de convergence
sera Q-quadratique. Remarguons que 1l'ordre d'exécution de (2.10) et (2.11) est impor-
tant puisque ¢’ (x*) ¢'(x*) = - Z: H* Z:T L* A: A* et que cet opérateur n'est pas nul en
général. Soit ;(k dans . A partir de cet algorithme & convergence quadratique, on

définit aisément une méthode de quasi~Newton:

y, = >'<k - R c(x) (2.12)
Ky =¥~ Z(yk) H g(yk) (2.13)

On a obtenu (2.12) & partir de (2.10) en remplagant A: par une approximation Rk et (2.13)
4 partir de (2.11) en remplagant H_ par une approximation Hk et Z_par Z(yk) qui est
connu puisqu'il intervient dans le calcul du gradient réduit g(yk) . Dans cette méthode,
Rk est un opérateur que 1l'on supposera calculable parce qu'il ne fait intervenir que les
dérivées premiéres de c tandis que Hk qui est une matrice d'gordre n-m est mise a jour a
chaque itération parce que son calcul ferait intervenir les dérivées secondes de f et c,
information que 1'on suppose non accessible. On voit que l'on a gagné dans l'ordre de la
matrice a mettre a jour. L'algorithme qui vient 4'étre décrit est étudié en détail dans
Gilbert (1985) (voir aussi Coleman, Conn (1982 a et b, 1984) qui ont étudié 1'algorithme
(2.12)-(2.13) en considérant la suite (§k) qui a de moins bonnes propriétés que (;{k)).
Une globalisation de la méthode y est introduite en faisant de la recherche sur un arc
issu du point §k (voir également Gabay (1982,b)) et tangent au pas de minimisation de f:
Ek 1= - Z(s_(k)- H g(§k). L'arc est paramétré par ¢ ¢ ]0,1]:

- - - 2 -

velp) =y, +eq +e 1., (2.14)

oiry,, = R clx,

maniére a4 faire décroitre la fonctionnelle pénalisée exacte:

). Le pas p est déterminé par une régle du type Armijo (1966) de
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8,(y) = £(y) +p eIl (2.15)

Les contraintes étant linéarisées en )-rk, on peut montrer que si p est assez grand, le
déplacement le long de l'arc (2.14) (p assez petit) fait décroitre ep. L'arc (2.14)
étant tangent a E{k en p = 0, on privilégie la phase de minimisation ak de f par rapport a

la phase de restauration des contraintes r Nous modifions cette méthode ci-apres

k+1°
afin de privilégier la phase de restauration, ce qui dans certaines applications peut
étre préférable. Pour cela, on introduit une phase de restauration supplémentaire et on

prend comme algorithme local & partir d'un point Xy de Q:

Y, =X + r, =X - Rk c(xk) (2.18)
zk sz yk + S T Y, T sk c(yk) (2.17)
Xy =27 tq o=z - 2(y) H gy, ) (2.18)

Le calcul du gradient réduit dans (2.18) montre que les contraintes doivent étre
linéairisées en yk. Ce sera le seul point de linéarisation par itération. Rk et sk sont
deux opérateurs de restauration des contraintes calculés tandis que I-Ik est une matrice

d'ordre n-m mise & jour.

III - CONVERGENCE LOCALE ET SUPERLINEAIRE

Théoréme 3.1: (convergence linéaire locale). Soit X_un point de Q vérifiant

(2.3) et (2.6). Soit § > 0 tel gue _B(x*,;‘) soit dans Q. On suppose gu'il existe un

réel positif f§ tel gque | |sk| | £ 8 pour tout indice k. Alors, il existe une
constante C ne dépendant que de f, ¢, { et f telleque sir e ]0,1[ et

||x0-x*||Scr (3.1)

max(||Rk—A:]|,||Hk-—H*||)SCr pour tout k (3.2)

alors l'algorithme (2.16)-(2.18) génére a partir de x
Q-linéairement vers x_ et pour tout indice k, on a

o une suite (xk) convergeant

IESEEE NI I LSS N (3.3)

Les preuves des lemmes et théorémes peuvent étre trouvées dans Gilbert (1986).

On obtient aisément une condition suffisante de convergence Q-superlinéaire en corol-
laire du théoréme 3.1. Il suffit en effet de supposer en plus des hypothéses du théoréme
que (Rk) et (Hk) convergent vers A: et H respectivement. Mais ces conditions sont trop
fortes et ne sont en général pas vérifiées lorsque 1l'on utilise pour (Hk) 1la technique de
mise & jour introduite plus loin. Le théoréme suivant donne une condition suffisante

plus faible.



46

un point de Q vérifiant

Théoréme 3.2: (convergence Q-superlinéaire). Soit X,

(2.3) et (2.6). &i (xk) est dans @ et générée par l'aldgorithme (2.16)-(2.18) avec

(Rk), (Sk) et (Hk) bornées et si (xk) converge vers x
O-superlinéaire dés que

alors cette convergence est

!

(R, -2 A, (x-x)= o(] lx, - z || (3.4)

(6, - 6,) 2, (x-%)-= o(||xk -x D (3.5)
. _ 1
QgGk '_Hk .

Preuve: On établit la relation suivante:

X, =Z H (6-6)32 (x-x)+ Z H

_T -
X7, zZ° L, (Rk—A*) A (xk—x*)

k
+ (S A-1) (R A, (xx) + o(||x-x|D (3.6)

qui montre que (3.4) et (3.5) suffisent pour obtenir la convergence Q-superlinéaire de
[ ]
(xk)

La relation (3.6) montre que si (xk) converge Q-superlinéairement alors on a
(a,5,~D)A (R -B A, (x ~x ) = o(lek—xxll) (3.7)

Tandis que la condition (3.4) n'est pas nécessaire. On voit également que le pas S est

superflu (on peut prendre §, = 0 pour tout k comme dans Gilbert (1985)) alors que le pas
L]

k
retrouve le premier algorithme de Gabay (1982,b) et celui de Nocedal, Overton (1985)

dont les suites ne convergent pas nécessairement Q-superlinéairement. Dans l'algorith~

r précédent la linéarisation des contraintes est essentiel: en prenant Rk =0, on

me (2.16)~(2.18), les contraintes étant linéarisées en Yy s on dispose de A(yk). On peut
donc prendre Sk = A(yk) . Par contre A(xk) n'est pas calculé et on prendra pour Rk
1'opérateur Sk calculé a 1l'itération précédente: A(yk_ l) . Ce choix de Rk permet de
satisfaire a la condition (3.4) lorsque (yk) converge vers x_. On définit donc 1l'algo-
rithme local:

yk = xk + r = xk - A(yk_l) c(xk) (3.8)
Z =Yy, ts =Y, - Ay cly) (3.9)
Xeyq T E + qk = zk - Z(yk) Hk g(yk) (3.10)

ol i1 reste a préciser la maniére dont la suite (Hk) est générée.
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IV - GLOBALISATION DE L 'ALGORITHME

Dans l'algorithme (3.8)-(3.10) ce sera la suite (xk) qui convergera Q-superlinéairement
vers X_, mails les contraintes étant linéarisées en yk, la globalisation se fera au moyen

d'une recherche sur Gp (défini en (2.15)) le iong d'un arc issu de yk et paramétré par p:
vy (p) =y +ps +paq +pbr ol 1Sa<betO0<p<=1 (4.1)
k k k k k+1

8i a > 1, l'arc est tangent a sk en p = 0 et la phase (sk) de restauration des contraintes
sera d'autant plus privilégiée par rapport & la phase (qk) de minimisation de f que a est
grand. Si a = 1, on retrouve le deuxiéme algorithme de Gabay (1982,b). On définit yk 1

par:

Yo = ¥ (o)) (4.2)

oll P est déterminé par une régle du type Armijo (1966):

g e 1o,1[ (4.3)

e

e, =68 (4.4)

ou 1k est le plus petit entier naturel tel que
lk lk
Gp(yk(ﬁ )) s @p(yk) -8 a(p- Ilk(yk)llm) HC(yk)IIl
a.lk
-8 « (Hk g(yk) ' g(yk) )

(4.5)

ol ep est défini en (2.15), « sera choisi dans ]0,1/2[ et A(yk) est 1l'approximation du

multiplicateur 7\* donnée par
Ay, ) == Ay, ) f'(yk) (4.8)

I1 nous faut & présent examiner dans quelles conditions on peut réaliser 1'inégalité
(4.5) en prenant 1k suffisamment grand et donc rendre l'arc (4.1) de descente pour ep en
Yk-

Lemme 4.1: Soit y, un point de Q tel gque 2z, (par (3.9)), Koy (par (3.10)) et
k+1+ Kbl (par (3. 8)) soient également dans ﬂ Supposons gu'il existe des réels
positifs p, p, h et M, tels gque e p+| I?\(y Wi sp<p, (H -hI) soit géfinie positive

et ||H It = 1 Alors la régle (4.3)-(4.5) permet de déterminer un pas p, Positif.
Supposons en Qlu qu'il existe une constante positive ¥, telle gue ||c(y M <
<
et ¢l laty 1% <,
¢IBlalblnletnzﬂg_&ﬂpk—?>o-

2
. Alors, il existe un réel p, ne depgndan que de f, ¢, p, P, h,
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D'aprés le lemme 4.1, le paramétre de pénalisation p doit étre suffisamment grand pour
assurer la décroissance de Gp le long de 1'arc (4.1). Pour cela p (noté alors pk) sera

modifié a certaines itérations en accord avec les trois régles suivantes:

2 + .
P 2 [yl + (4.7)
il existe un indice K tel que pour tout k 2 K
(4.8)
2 = =
Py Z MOl + B P = Pgg
(pk) bornée SSI pk est modifié un nombre fini de fois (4.9)

Dans (4.7) et (4.8), p est une constante positive donnée. Par exemple, on pourra prendre
la régle de Mayne, Polak (1982):

i 2 + =
si op, 2 |IMy)|]l, +p alors p o=p
sinon p 3= max ( (1+%) Py’ HMYk)”., +p)
ol § est une constante positive donnée. On dira qu'une suite de matrice (Hk) est

uniformément définie positive s'il existe une constante positive C telle que (Hkv,v) b}

[ vl |2 quels que soient 1'indice k et le vecteur v.

Théoréme 4.2: (convergence globale). Qn suppose gue f est bornée inférieurement
sur . Soient (xk) , (yk) et (zk) des suites de Q générées par l'algorithme global

(3.8)-(4.9) avec « ¢ J0,1[ et (Hk) bornée et uniformément définie positive. Alors,

(i) soit (pk) est non bornée et la suite (yk: Py # pk_l) n'a pas de valeur
d'adhérence, (ii) soit (p, ) est bornée et Hc(yk)|| + ||g(yk)|| - 0.

Le théoréme suivant donne des conditions sur des sous—suites indicées par (ki) pour que
dans celles-ci le pas p vale 1 aprés un nombre fini d'itérations. Pour cela on considére

trois types de sous~suites, caractérisées par 1'une des propriétés suivantes:

(p,) qki = O(||ski||) pour i—
(®,) (Gki—G*) z, qki=o(l|qki||) pour i — =
(Py) 0< pki < 1 pour tout i et qki = o(|]rki[|) pour i — e

Théoréme 4.3: On suppose gue » 2 3. Soit X, un point de Q vérifiant (2.3) et (2.6).
Soient (xk), (yk) et (zk) des suites de Q générées par l'algorithme (3.8)-(4.9)

avec @ ¢ 10,1/2[ et (Hk) bornée et uniformément définie positive. Supposons gue
(yk) converge vers X

L Si (ki) est une sous-suite d'indices telle gue (Pl) ou (Pz)

soient vérifiées alors le pas p vaut 1 pour i assez grand et si (P3) est vérifiée

alorsona
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ski = o(||rki|| qui”) pour i — (4.10)
On voit que lorsque des sous—suites vérifient la propriété (Pl) ou (P2) , elles admettent
un pas unité aprés un nombre fini 4'itérations. Lorsque la propriété (P3) est vérifiée,
on ne peut pas conclure dans le méme sens dans le cadre de la méthode globale
(3.8)-(4.9). L'algorithme concret de la section suivante génére des suites composées de
sous-suites vérifiant l'une des propriétés (Pl), (P2) ou (P3) et lorsque (P3) est
vérifiée, le résultat (4.10) permet de montrer qu'il y a également admissibilité

asymptotique du pas unité.

V - MISE A JOUR DE LA MATRICE REDUITE

I1 reste & préciser la maniére dont on génére la suite (Hk) des matrices d'ordre n-m.

Pour cela, on utilise une technique de quasi~Newton. On se donne une matrice H

0
symétrique et définie positive. Etant donné Hk, on calcule Hk+ 1 de telle sorte que 1'on
ait:

O = By Ty (5.1)

ou crk et Tk sont des vecteurs de an—m judicieusement choisis. Il y a beaucoup de matri-

ces symétriques définies positives vérifiant (5.1). L'une d'entre elles est donnée par

la formule de BFGS bien connue:

T T
o Bmloy + ooy Ber)™ (oo Hem) o

c .0 (5.2)

2
(1k,ak) (1k.ok)

qui est bien définie si (1k,ak) est non nul. Cette formule a l'avantage de transmettre

la définie positivité de Hk a Hk+1 SSI (voir Dennis, Moré (1977))

(Tk'ok) > 0 (5.3)

C'est une premiére condition sur le choix des vecteurs % et Ty Une autre condition pro-
vient de la valeur asymptotique désirée pour (Hk), a4 savoir H . On ne peut pas en
général trouver des vecteurs ¢

et Ty vérifiant la relation o = H Tyr C& qui au vu de

k k
(5.1) serait souhaitable, mais 1l'étude des méthodes de quasi-Newton montre qu'il est

essentiel que 1l'on ait:

o, = H, 1, +oll7, D (5.4)
ou de fagcon équivalente

T =6, 0 * o(||0k||) (5.5)
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Comme G = Z:T L, Z:, la formule (2.4) de dérivation du gradient réduit montre que (5.5)
peut éventuellement étre vérifiée si Tk est la différence de deux gradients réduits.

Ceux-ci n'étant connus qu'aux points yk, on prendra
) = gly) (5.8)

-y.) (5.7)

En notant vk =y

(1.1), on obtient

-T
1 =201, v+ ol

Comme ak = Z*Vk + of ! |Vk| [ ), on voit que 1'on aura (5.5) si

v, = z, 2, vt o(||vk||) (5.8)
puisqu'alors | vl ~ | lz*vk| | (1e signe ~ signifie qu'il existe une constante positive
C telle que ||vk| [7es|lzv |} =c Hka pour tout k) et donc ||akH ~ ||vk|| Comme

dans Gilbert (1985), on montre que la relation (5.8) est équivalente &
a
e, 5 = oUleg g iD (5.9)

C'est-a-dire que (5.5) sera vérifiée si le pas de restauration calculé en Yy est un petit
o du pas de minimisation. Or ceci n'est certainement pas vérifié a chaque itération (par
exemple dans les cas ou qk = 0 pour tout k). Cette remarque nous conduit a introduire un

critére de mise & jour basé sur (5.9):

a-1

He Hl < ey e Hagll (5.10)

ol (y}“) est une suite convergeant vers 0. Si les relations (5.3) et (5.10) sont
vérifiées, la matrice Hk est mise & jour par la formule de BFGS (5.2) sinon on garde Hk+1
égal & Hk' Le probléme maintenant est de choisir adéquatement la suite (y}'{) de fagon a
assurer la convergence Q-superlinéaire de (xk). Nocedal, Overton (1985) ont étudié la
mise & jour de la matrice réduite de l'algorithme de Gabay (1982,b) en introduisant un
critére semblable & (5.10) avec ey = 1 (cadre local) et (yl'() décroissante et donnée a
priori. La convergence superlinéaire (en 2 pas) est assurée si y(') est assez petit. Ici,
y]'( dépendra de 1l'information disponible & 1'itération k et la convergence superlinéaire
ne sera pas fonction 4'un choix de constante. Le fait d'avoir (5.10) et donc (5.4) per-
mettra, par des techniques classiques (Dennis, Moré (1974)), de montrer que la relation
(1.3) est vérifiée lorsque Hk est mise a jour. Pour qu'il en soit également ainsi lors-

que Hk n'est pas mise a jour, il est souhaitable que (y}'() ne converge pas trop rapidement
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vers 0. Le critére utilisé dans l'algorithme ci-aprés réalise un compromis entre ces
deux nécessités. Pour cela, on définit (k-) comme le plus grand indice précédent k pour
lequel il y a mise a jour de Hk (0 si ces matrices n'ont pas été mise & jour avant

1'itération k) et (k~-) := ((k-)-). On prendra le critére:

-1
Hsell < ey 6278 1in__I1 11| (5.11)

ou (yk) est une suite décroissante générée par l'algorithme et qui convergera vers une

constante positive assez petite. On a noté
1= + -
My 2= S * G (5.12)
On obtient finalement 1l'algorithme suivant:

[ (1) Choix @e Xg € Q, Ho symétrique définie positive,
kg >0et 0<a<1.
k =0, yo H xo.
(2) linéarisation des contraintes en Yot A(yo) par (4.6).

par (3.9), q, par (3.10), r par (3.8), nk par (5.12).

(3) s K+l
(4) adaptation de P respectant (4.7)-(4.9).

(5) recherche sur ep en yk suivant 1'arc (4.1).

k

P, Par la régle (4.3)-(4.5) et ¥ par (4.1)-(4.2). (5.13)

ka1l R(yk+l).par (4.6).
(7) mise & jour de Hk: T, par (5.6), o, par (5.7).

k+1
(6) linéarisation des contraintes en y

si (5.3) et (5.11) alors Hk+l par (5.2) sinon Hk+l = Hk'
(8) adaptation de Bt
si =(5.3) et (5.11) et (o, #0) alors Bysy = # /2 sinon @ . 3= g

| (9) k := k+1, aller en (3).

On peut montrer un théoréme de convergence locale pour l'algorithme (5.13), & savoir que
si (xO,HO) est choisi suffisamment proche de (x*,H*), l'algorithme (5.13) est bien
défini et (xk) converge Q-linéairement vers X, (voir Gilbert (1985) pour une
démontration analogue). Le théoréme ci-aprés étudie 1'ordre de convergence de la suite

(xk). On partitionne 1'ensemble des indices en trois sous-ensembles:

Kl =

{x
K, := {k: (5.11) est vérifiée mais pas (5.3)}
K3 := {x

: (5.3) et (5.11) sont vérifiées}

: (5.11) n'est pas vérifiée}
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Théoréme 5.2: On suppose due » = 3. Soit X, un point de Q vérifiant (2.3) et (2.6).
Soient (xk). (Yk) et (zk) dans Q et (Hk) des suites générées par l'algorithme
(5.13) et supposons gue 1'on ait

L ollx, -x|]l<+= (5.14)
k=1
E iy - wll <o (5.15)
k=1

Hypy - %11

k1l  x < + @ (5.16)

1y, - x|

Alors (i) la suite (Hk) est bornée et uniformément définie positive, (ii) (Gk—G* )c7k

= o(] |ak| |) pour k ¢ K., (iii)y,  ,-x = o(||yk—x*| |) pour k ¢ K., (iv) limg =z g
> 0, (v) le pas 2 vaut 1 aprés un nombre fini d'itérations, (vi) la suite (xk)
converge Q-superlinéairement vers X

.
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