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Quelques problemes

e gu’est-ce qui compte comme “effectif” ?
e qu’est-ce qui compte comme “algebre” ?

e gu’est-ce qui compte comme “histoire” ?



ALGEBRE, s. f.: c’est la méthode de faire en
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>néral le calcul r antité , v. 5
général le c/:a cul de toutes SO tes de\qu tites, ENCYCLOPEDIE:
en les représentant par des signes tres- o |

. s O hoici . 1 DICTIONNAIRE RAISONNE
universels. On a choisi pour c,es signes les DES SCIENCES.
lettres de 1’alphabet, comme étant d’un usage DES ARTS ET DES METIERS,
plus facile & plus commode qu’aucune autre | A ettt
sorte de signes. e i e e

ALGORITHME, s. m. terme arabe, employé
par quelques Auteurs, & singulierement par les
Espagnols, pour signifier la pratique de

I’ Algebre. [...] L’algorithme, selon la force du
mot, signifie proprement I’ Art de supputer
avec justesse & facilité.
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[O : d’Alembert, Encyclopédie]
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nstruction, s. f. Ce mot exprime, en . '. =
e (- Comot cxprime, en ENCYCLOPEDIE,
Géométrie, les opérations qu’il faut faire pour | ot |

7 . , v DICTIONNAIRE RAISONNE
exécuter la solution d’un probleme. La DES SCIENCES
construction d’une équation, est la méthode d’en | 9Es arts £1 pES METIERS,
trouver les racines par des opérations faites avec | w0

g B i A

la regle & le compas, ou en général par la e

Tosn i poiw for = &zvédz S ' Hor

description de quelque courbe.
[O : d’Alembert, Encyclopédie]

EFFECTIF, adj. qui est réel & positif. Dans le
Commerce, un payement effectif est celui qui se |

fait véritablement & en deniers comptans, ou o AR TIC T e
etfets €équivalens. oo Se B ST

|G : Edme Francois Mallet, Encyclopédie]

http://enccre.academie-sciences.ir/



Au cours du 19e siecle

determinants et invariants

formes linéaires, quadratiques, bilinéaires, etc
matrices, groupes

anneaux, modules, corps

nombres complexes et reels, etc...



s Arithmétique
 Fondements
* Combinatoire (coefficients binomiaux, déterminants,

matrices) ENCYKLOPADIE
Nombres 1rrationnels et suites (limites, fractions VIATHEM ATISCHEN

continues) WISSIINSCOHAFTEN
 (Grandeurs COHIPIGX@S MIE K INSOTTLUSS TIIRRL ANWINTNORN,
* Théorie des ensembles | cnussna N
*  Groupes finis " omom, e g up .
%)K% Algébre AE-TTHE, I:-!LJ;'I I.I. m:‘.vl_iﬂ"rlll. LLSHL 2
» Fonctions rationnelles d’une variable ARITIMETIR V'ND) ALGEBRS.
* Fonctions rationnelles de plusieurs variables WILHELN FISNZ MEVEW
» Théorie arithmétique des grandeurs algébriques e
« Invariants T

3 : S . L .
*  Séparation et approximation des racines
o o s LEIPEIG.

* Fonctions rationnelles des racines BRUSE LD SEELS YO 5 6 .

 Théorie de Galois
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DISQVISITIONES

ARITHMETICAE

AVCTORE

D. CAROLO FRIDERICO GAVSS

[GAUSS-BIBLIOTHEK.|
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
portrait par J.C.A. Schwartz, 1803
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Il ne peut y avoir aucun doute sur
I’tmportance  des  Disquisitiones
Arithmeticae de Gauss pour le
développement des mathématiques.
C’est un ouvrage qui a en
mathématiques a peu pres la mé€me
position que la Critique de la raison
pure de Kant en philosophie.

Carl Itzigsohn a Julius Springer, 23 mars 1885



Traduction francaise : 1807




DIAITI' D ATTTYC

Carl Friedrmeh Gaunss’

Uutersucmgen iner hﬁhﬂl‘ﬁ ATIBIIE.

DBsguisiticnes anibmafices. Theoremotis arithmetici demonsteatio

oy, Stmmitie gearmmdim gedirim mogolarium. Tlheorematis

fundamentakia in dosirina de cosiduis goedreticls demonstrationss

el awplizhomcs movan,  Thesria  residaoram  ouadrztbizorsmn,
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H, Maser.

Berlin.
Verlag von Joliaa Springer
188D,

~ Traduction francaise : 1807

Traduction allemande : 1889
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~ Traduction francaise : 1807

Traduction allemande : 1889

Traduction russe : 1959




DISQUISITIONES
ARITHMETICAE

by Carl Friedrich Gauss

Translated by Arthur A. Clarke, S.J.

NEW HAVEN AND LONDON, YALE UNIVERSITY PRESS, 1966

~ Traduction francaise : 1807

Traduction allemande : 1889

Traduction russe : 1959

Traduction anglaise : 1966
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~ Traduction francaise : 1807

Traduction allemande : 1889

Traduction russe : 1959
Traduction anglaise : 1966

Traduction castillane : 1995
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~ Traduction francaise : 1807

Traduction allemande : 1889

Traduction russe : 1959

Traduction anglaise : 1966

Traduction castillane ;: 1995

Traduction japonaise : 995

Traduction catalane ;: 1996




~ Traduction francaise : 1807

Traduction allemande : 1889

Traduction russe : 1959

Traduction anglaise : 1966

Traduction castillane ;: 1995

Traduction japonaise : 995

Traduction catalane ;: 1996

Traduction chinoise : 2019
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in accordance with whether D = 0 (mod 4) or D = 1 (mod 4). That Qi3 p
satisfies the condition required of it follows from the triply-symmetric cubes

(3)

1

1 0 1
/| 1/ 0/I /

0 |

Aiap = or Auyp = |1

~

il
0 1

—)D+3)/4 :

1

1

whose three associated quadratic forms are all given by Q4 p (as defined . o ue
by (2)). M. Bhargava, Higher composition

laws: a new view on Gauss
composition..., Annals of maths,
2004

the free group generated by all primitive quadratic forms of a given discrim-
inant [, modulo the relation Qg p = 0 and modulo all relations of the form
Qf R Qé‘ - Q{;‘ = 0 where Q‘f,Qé‘,Qé form a triplet of primitive quadratic

forms arising From s cilba A of discrimbant D, TheOrem I gives a Ver)’

not using ideal classes, is given in the appendix. Short and SimPIe description

We use (Sym2Z2)‘ to denote the lattice of integer-valued binary quadratic
forms?, and we use CI((Sym2Z2)*; D) to denote the set of SLa(Z)-equivalence f G m 141
classes of primitive binary quadratic forms of discriminant D equipped with O a'u S S CO POS Itl O n ¢ oo

the above group structure.

forms of discriminant D form a group, but the cubes of discriminant D—that
give rise to triples of primitive quadratic forms—themselves form a group.

To be more precise, let us say a cube A is projective if the forms Q‘lq ; Q{},
Q4 are primitive, and let us denote by [A] the M-equivalence class of A. Then
we have the following theorem.

18 more natural to consider the attice” (Sym of binary qu tic forms having
integer coefficients. This is the point of view we adopt.



UNE HISTOIRE USUELLE :
LES D.A. ET LA THEORIE
ALGEBRIQUE DES NOMBRES

In 1801 Gauss published his Disquisitiones arithmeticae, the
book that created modern algebraic number theory.

Princeton Companion to Mathematics, 2008, p. 756



Al

¢ Théorie de Pfatt des équations aux
dérivées partielles (Jacobi)

A

¢ Théorie des groupes et des équations

algébriques (Galois)

A

s Cryptographie (Lucas, Lehmer, Shanks)

.

¢ Géométrie (diophantienne) (Poincaré)

Al

o etCe



Evariste Galois, Lettre a
Auguste Chevalier, 1832

Lors donce qu’on aura ¢puisé sur le groupe d'une equation tout ce
qu’il y a de décompositions propres possibles sur ce groupe, on arri-
vera a des groupes qu’on pouria transformer, mais dont les permuta-
tions seront toujours en méme nombre,

Si ces groupes ont chacun un nombre premier de permuatations.
I'équation sera soluble par radicaux; simon, non.

Le plus petit nombre de permutations que puisse avoir un groupe
indécomposable, quand ce nombre nest pas premier, est 5.4.3.

2”. Les décompositions les plus simp]es sont celles qqui ont lien par
la maethode de M. Gaussy

it évidentes, menie dans la forime ac-
tuelle du groupe de I'équation, 1
sur cct objet.

Comme ces (l(’?compositions S
inutile de s’arréter 1(‘)r‘|gtemp.~.

Quelles décompositions sont praticables sur ane
simplifie pas par la méthode dol. Ganss?

;guation qui ne se

décomposables, puisqu’e

Tome XI. — Novensae 1846,

M. Gauss



PROPOLETES ARITHMETIQUES DES COURRES ALGEBLIQUER. 103

Les coniques qui admettent un point rationnel forinent done une
seule classe, of cette classe comprend également Loutes les droites,
lieconnaitre s une conique admet un point rationnel, ¢'est un pro-
bléme que Gauss nous a enseigné 4 résoudre, dans son Chapitre des
Disquisitionrs, inflé Representatio ciffre.

Les coniques-qui n'ont pas de point rationnel se répartissent en plo-
sicurs clusses et les conditions de cette répartition se déduisent immdo-
diatement des principes de ce méme Chapitre de Gauss.

Considérons maintenanl une cubique unicarsaie (i cocflicients ra-
tionnels 3, cetle cubigne a un point double qui, étant unigue, est for-
rémenl ralionnel. Soit C ce point double, je dis que notre cubigne est
apuivalente i une dvoite. En eflet, soil ID une droite rationnelle guoel-
vani[ue, nous pouvans faire correspondre au point M de la cubigne
up point M, de la dreite I), de telle fagon que la deoite MM, passe
en G,

Les mémes principes sont applicables & une courbe unicursale rquel-

congue, Soit f = o une courbe unicursale rationnelle de degré »:;

M= 1l — 0
elle ageg W0 — 2)

points doubles, Par ces

(st — 1} —2)
.

points doubles, je puis faire passer =% * courbes de degré m — 2.

Comme nos (22— 110 —2) points doubles sont les genls points doubles
x

d'une eourhe & cocflicients rationnels, 1oute fonetion symétrigue de
lenrs coordennées sera rationnelle.

D'od il suil que: je pourrai faire passer par ces points doubles et par
m — 2 puints rationnels pris 4 volonté dans le plan une courbe do
degré m — o, oL une seule, et que cetle courbe sera rationneltle (jo
veux dire 4 cocfficients rationnels ).

I équation générale des courhes de degrt m — 2 passant par les
points doubles sera done de la forme suivante

By T et g P =

¢ 2 &tant des coeflicivuts arbilraires ot los ¢ ¢tanl des polynomes en-

H. Poincaré, Propriétés
arithmétiques des courbes
algébriques, JMPA, 1901

Reconnaitre si une conique
admet un point rationnel,
c’est un probleme que Gauss
nous a enseigne a resoudre
dans son chapitre des
Disquisitiones intitule ...



[1949b] Numbers of solutions of equations in
finite fields

The equations to be considered here are those of the type

(1) G + Gazs - a2y =B

Such equations have an interesting history. In art. 358 of the Disquisi-
tiones [1 a),' Gauss determines the Gaussian sums (the so-calied
cyclotomic “periods”) of order 3, for a prime of the form p=3n+1,
and at the same time obtains the numbers of solutions for
gruences ax®—by*m1(mod $). He draws attention himself to the e
gance of his method, as well as to its wide scope; it is only much
later, however, viz, in his first memoir on biquadratic residues [1b],
that he gave in print another application of the same method; there
he treats the next higher case, finds the number of solutions of any
congruence ax*—by*m1 (mod p), for a prime of the form p=4dn+1,
and derives from this the biquadratic character of 2 mod $, this being
the ostensible purpose of the whole highly ingenious and intricate in-
vestigation. As an incidental consequence (“coronidis loco,” p. 89),
he aiso gives in substance the number of solutions of any congruence
ymaxt—5 (mod p); this result includes as a special case the theorem
stated as a conjecture (“observaito per inductionem facta gravissima™)
in the last entry of his Tagebuch [1c];? and it implies the truth of
what has lately become known as the Riemann hypothesis, for the
function-field defined by that equation over the prime field of p ele-
ments,

Gauss’ procedure is wholly elementary, and makes no use of the
Gaussian sums, since it is rather his purpose to apply it to the de-
termination of such sums. If one tries to apply it to more general cases,
however, calculations soon become unwieldy, and one realizes the
necessity of inverting it by taking Gaussian sums as a starting point.
The means for doing so were supplied, as early as 1827, by Jacobi, in
a letter to Gauss {2a] (cf. [2b]). But Lebesgue, who in 1837 devoted
two papers [3a, b] to the case ng= - - - =, of equation (1), did not

Received by the editors October 2, 1948; published with the invited addresses for
reasons of space and editorial convenience.,

* Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of the paper.

* It is surprising that this should have been overlooked by Dedekind and other
authors who have discussed that conjecture (cf. M. Deuring, Abh. Math. Sem.
Hamburgischen Univ. vol. 14 {1941) pp. 197-198).

A.Weil, Numbers of solutions of
equations in finite fields, Bulletin
AMS, 1949

Dans I'art. 358 des Disquisitiones,
Gauss determine les sommes de
- Gauss d’ordre 3, pour un
nombre premier de la forme
p=3n+| et en méme temps
obtient les nombres de
solutions pour toutes les
congruences ax3-by3 =| (mod p)
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DISQUISITIONES
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Al

* Nombres congrus

A

¢ Congruences du premier degré

Al

2% Résidus de puissances

P

¢ Congruences du second degré

A

¢ Formes et équations indéterminées du second degré

.

s Applications variées

A

5 Sur les équations déterminant les divisions du cercle
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# Nombres congrus

3

#* Congruences du premier degré

+# Résidus de puissances

P
—

s Congruences du second degré

-
—

¢ Formes et équations indéterminées du second degré

s Applications variées

A

5 Sur les équations déterminant les divisions du cercle



Congruences

1. S! un nombre a divise la différence des nombres b ete, Lete
sont dits congrus suivant a, sinon incongrus. a s'appellera le mao-
dule ; chacun des nomnbees Jete, résidus de 'autre dans le premier
cas, et non résidus dans le sesond,

.. oy
Nous désignerons dorénavant la congruence de deux nombres par
C¢ S1Zne =, eny iﬁignnnt. lur:‘u‘lu'il fera necesszice, le modulo

.-

renierine eutre parcotheéses; alnil —10=9 (mod. 5), ——75:15
(mod, s )Y (")

«* Nous avons adopté ce signe a cause de la grande analogie qui
existe entre 1’€galité et la congruence. »

e Compatibilité€ avec les quatre opérations arithmétiques
e Criteres de divisibilité, résolution d’équations aux congruences du
premier degré



Congruences

étude des progressions géométriques 1, a, a2, ...
modulo un nombre premier p

Petit théoreme de Fermat : s1 (a, p)=1

a’~'=1 (mod p)

“Il existe des nombres dont aucune puissance plus
petite que p-1 est congruente a 1 modulo p” [=>en
termes actuels : (Z/pZ)* 1s cyclic]

“Cet exemple nous fournit un exemple remarquable

C
C

e la circonspection dont on a besoin dans la théorie
es nombres pour ne pas regarder comme démontrées

C

es choses qui ne le sont pas”.



SECTION SECONDE. Des Congruences du premier degré.

"Théorémes préliminaires sur les nombres premiers , les diviseurs, etc. n® 13 — a3.

Résolution des congruences du premier degré . . . . . .« . . . . 24 — 31
De la recherche d’'un nombre: congru & des nombres donnés snivant

des modules-dommés . . . . . . . ...t e e e e . 52 — 36
Congruences du premier degré & plusieurs inconnues. . . . . . . . 37 |
Différens théorémes . . . . .. . w0 E s m s L4 s 2 % s . . 38 et suiv.

SECTION TROISIEME. Des résidus des puissances.

Les résidus des termes d’ une progresaon géométrique qui commence
par l'unité, forment une suite périodique . . . . . . . . . D° 45 = 48

~ Des modules qui sont des nombres premiers.

Sile ‘niod,ixle est un nombre premier p, le nombre des termes de la

période: divise nécessairement p—1 . . + . . . . .. oo L 49 '
Théoréme. de Fermat. .. . .. . . v « « o o o o o o o o o = + o 50, 5
A combien de nombres répondent les périodes dont le nombre des

termes est un diviseur donné de p—1. . . . . . . . e+ « o« b2 = 56
Racines primitives , bases, indices . . .* . . [ . . .. ... 57
Algorithme des indices . . . . . . . c v e e e e e e . .58, b9
Des racines de la congruence x*ma 4. . . . . . . ... .. 6o — 68
Relation entre les indices pour différens systémes. . . . . . . . . 69 — 71
Bases choisies pour des usages particuliers. . . . . . . . . . .. 73
Méthode pour trouver les racines primitives . . . .« . . . . .73, 74

Divers théorémes sur les périodes et les racines primitives. . . . . 79 — 81



SECTION SECONDE. Des Congruences du premier degré.
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SECTION TROISIEME. Des résidus des puissances.

Les résidus des termes d’ une progresaon géométrique qui commence -
par l'unité, forment une suite périodique . . . . . . . . . D° 45 = 8
" Des modules qui sont des nombres premiers.

Si le 'module est un nombre premier p e des termes de la

Algorithmeé des indices . . . . . . .

Pes racines de la congruence gy _
Relation entre les indic®® pour différens systémes. . . . . . . . . 69 — 71
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Méthode Pour trouver les racines primitives . . . .« . . . . .75, 74
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Des conditions z = -4 mod 5, z = -4 mod 7, on tire

immédiatement z = -4 mod 35, d’ou elles dérivent. 1l
s’ensuit qu’il n’est pas indifférent, quant a la brieveté
du calcul, de rejeter I'une ou 'autre des conditions
équivalentes. Mais 1l n’entre pas dans notre plan de
parler de ces détails n1 d’autres artifices pratiques, que
I’usage apprend mieux que les préceptes.



Congruences

® résidus quadratiques a modulo p (= résidus des nombres
carrés modulo p)
a =x* (mod p)

® -] estun résidu quadratique pour p =4n+1 ; -2 est un résidu
quadratique pour p=8n+3, etc.

® [ o1 de réciprocité quadratique (“Théoreme fondamental™) :
énonceé et (premiere) preuve rigoureuse, par récurrence et
étude cas par cas



Congruences

® [.o1 de réciprocité quadratique (““Théoreme fondamental™) : énoncé
et (premiere) preuve rigoureuse, par récurrence et étude cas par
cas

dout nombre qui, pris pesitivement, st résidu oy non-residu
de p, aura, pour résidu ou non-résidu ,=4p onu—p, sclon que p
sera de la forme qa-f=1 0k An-4=3,

Comme presque fout ce gu'on pent dire sur los résidus qua-
dratiques est une soite de ce théoréme , la dénomination dn
théoreme fondamental dont pous nous servirons dorénavant, ne
sera pas ddéplacte.



Congruences

P
(5) =1 s1 p est résidu quadratique mod q

Py _ _ i s1 p est non résidu quadratique
q mod q

Loi de reciprocité quadratique
(un peu modernisee !)

Si p et ¢ sont deux nombres premiers impairs,

()

avec +psip=4n+1et —p si p =4n + 3.
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¢ Congruences du second degré

 Formes et équations indéterminées du second degré

A

¢ Applications variées

2 Sur les équations déterminant les divisions du cercle



Formes quadratiques

® “The arithmetical theory of forms...only yielded their
cause of being when turned over in the blow-pipe flame of
Gauss's transcendent genius” (J.J. Sylvester, 1869)

® Etude de : ax?+2bxy+cy? , avec a, b, c entiers

® (uestion (classique) 1: quels nombres entiers peuvent-ils
étre représentés par une forme donnée ? E.g. : est-ce que 21
ou 101 est une somme de deux carrés, x2+y? ? Comment
trouver ces carrés s’1ls existent ?

® (uestion 2 : classifier les formes a un changement de
variables lin€aire, inversible, a coefficients entiers, pres.

x=ux'+vy', y=u'x'+v'y', avec u, u', v, v' entiers et uv'-u'v=+1



Formes quadratiques

® Question 2 (classification des formes a GL2(Z) pres) devient la
plus importante

® ax’+2bxy+cy? ,avec a, b, c entiers => (a, b, C)

s« 1mportance pour la classification de 1’'invariant b2-ac
(="“déterminant”)

s+ nombre fin1 de classes de formes €quivalentes a déterminant
fixé

s bons représentants de chaque classe (formes réduites).

Par exemple pour b°—ac<0, une tforme réduite est telle que

0< a < 2V(ac—b2)/3,0sb<al2 <c

® composition des formes



Composition des formes

Modele : (22’ — Nyy')? + N(ay' +ya')? = (z* + Ny?) - (2/* + Ny'?)

Pour Gauss: F(X,Y) = AX2+2BXY+CY2est compos€ des formes
fetf’ s1 F(X,Y)=f(x,y) 1’(x’,y’), avec
X: pXX,+p’Xy,+p,,X,y+p,,,yy,’ Y: qXX,+q,Xy,+q,,X,y+q,,,yy,
et des conditions sur p,p’,p”, etc.

Ceci1 définit une multiplication sur les classes de formes

“La théorie de la multiplication des classes a une forte affinit€é avec
celle développée dans la Section III [= classes de résidus des
nombres premiers a p, modulo p, 1. e. (Z/pZ)*]”



Formes quadratiques

® Question 2 : classification des formes
s« importance de I’'invariant b2-ac (="dé€terminant”)
s classes de formes équivalentes a déterminant fixé

s bons représentants de chaque classe (formes réduites)

® composition des formes (=> structure multiplicative sur des classes
des formes avec un déterminant donné)

® liens avec €quation de Pell-Fermat x2-Ny2=1, représentation des
nombres par les formes, équations indéterminées

® classification plus poussée des formes : ordre, genre...(Gauss
introduit les formes quadratiques ternaires pour cela), avec des
conjectures sur les nombres de classes (certaines toujours ouvertes)

® applications : 2e démonstration du théoreme fondamental,
démonstration que tout nombre du type 8n+3 est une somme de 3
carrés, ...
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A
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5 Sur les équations déterminant les divisions du cercle



Applications

® décomposition des fractions
® calculs explicites sur les congruences

® tests de primalité et factorisation : une méthode
par congruences, une autre par les formes



Fractions

® f{in 17¢ (cadre =enseignement unifi€ de I’algebre et
de I’arithmétique), intérét pour

= 0,0243902439024390...

2
= 0,142857142857142...7 = (0,2857142857...

[G—

= (0,058823529411764705882352941176470588...

d’apres M. Bullynck, Historia Mathematica, 2009



Fractions

En mécanique, on a depuis longtemps utilis€ [ce principe
de périodicité] comme source d’invention des machines,
parce que chaque retour périodique de transformations
peut €tre engendré par des machines et chaque ordre local
dans une série de changements devient périodique.

J. Lambert, 1771, cité d’apres M. Bullynck, Historia Mathematica, 2009



Fractions

En mécanique, on a depuis longtemps utilis€ [ce principe
de périodicité] comme source d’invention des machines,
parce que chaque retour périodique de transformations
peut €tre engendré par des machines et chaque ordre local
dans une série de changements devient périodique.

Lambert : lien avec le petit théoreme de Fermat,
k/p période maximale (de longueur p-1) s1 10 d’indice maximal modulo
dénominateur p

J. Lambert, 1771, cité d’apres M. Bullynck, Historia Mathematica, 2009



FRACTIONS

Gauss, DA, sect. 6 : selon
indice, une ou plusieurs
périodes de différentes
longueur ; calcul du décalage
pour les multiples, etc.

Ex : 12/19:
10 est racine primitive modulo 19,

donc 1 période
ind 12 = 3 mod 18, donc décalage de

3 de la période par rapport a celle de
1/19

M. Bullynck, Historia Mathematica, 2009
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Primalite et factorisation

® Mc¢thode 1 : S1n est résidu quadratique modulo M,
il ’est aussi pour chaque diviseur m de M.

Donc 1) on liste les résidus quadratiques n; mod M

3

2) chaque m pour lequel un n; n’est pas résidu :
quadratique est exclu comme diviseur de M. n

13 — ] —

1111]el
|
|
|
|

I

Ex. M = 997 331 : les résidus quadratiques n;=-6, | ol _
13,-14, 17,37, -53 excluent tous les diviseurs 3| |=1.—

efc. etc.

possibles m <127. Finalement 997331 = 127.7853. :t:vs —_ - -

I
N

® Mcéthode 2 : M est écrit comme un diviseur d’une
forme quadratique x2 +Dy?.

Ex: M =4272943 = x2 +286y?
(= (1113)2 +286(103)2) est premier
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% Sur les équations déterminant les divisions du cercle
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% Sur les équations déterminant les divisions du cercle
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nstruction, s. f. Ce mot exprime, en . '. =
e (- Comot cxprime, en ENCYCLOPEDIE,
Géométrie, les opérations qu’il faut faire pour | ot |

7 . , v DICTIONNAIRE RAISONNE
exécuter la solution d’un probleme. La DES SCIENCES
construction d’une équation, est la méthode d’en | 9Es arts £1 pES METIERS,
trouver les racines par des opérations faites avec | w0

g B i A

la regle & le compas, ou en général par la e

Tosn i poiw for = &zvédz S ' Hor

description de quelque courbe.
[O : d’Alembert, Encyclopédie]

EFFECTIF, adj. qui est réel & positif. Dans le
Commerce, un payement effectif est celui qui se |

fait véritablement & en deniers comptans, ou o AR TIC T e
etfets €équivalens. oo Se B ST

|G : Edme Francois Mallet, Encyclopédie]

http://enccre.academie-sciences.ir/



Inscrire des polygones reguliers dans
un cercle a la regle et au compas

1
Ao : (1,0) =exp (0mi/S)
A1 : (cos 27/5, sin27t/5)= exp (2m1/5)
Ao
A2 : (cos 41t/5, sindt/S)= exp (4mi/S)
As : (cos 671/5, sin67t/5) = exp (671/5)

A4 A4 : (cos 87/5, sin8m/5) = exp (8mi/5)



Inscrire des polygones reguliers dans
un cercle a la regle et au compas

1
Ao : (1,0) =exp (0mi/S)
A1 : (cos 27/5, sin27t/5)= exp (2m1/5)
Ao
A2 : (cos 41t/5, sindt/S)= exp (4mi/S)
As : (cos 671/5, sin67t/5) = exp (671/5)

A4 A4 : (cos 87/5, sin8m/5) = exp (8mi/5)

Construire a la regle et au compas les solutions de x3-1=0
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“On trouve donc, en-dessous de 300, les 38 valeurs suivantes pour le
nombre N [tel qu’un polygone régulier a N cOtés soit inscriptible a la
regle et au compas dans un cercle] :

2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,17, 20,24, 30, 32,34,40,48, 51, 60, 64,
68, 80, 85,96, 102, 120, 128, 136, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 256,
295 =] L




C’était le 29 mars 1796. [...] Par une
intense réflexion sur la relation entre les
racines, sur des bases arithmetiques, j'ai
réussi pendant des vacances a Brunswick, |
le matin de ce jour (avant de sortir du 3
lit) & concevoir cette relation si clairement 5 e
que je pouvais en faire immédiatement la i1t &t ~"ﬂ?:“ o Bl
confirmation numérique dans le cas de B e SCadn
I’application particuliere au polygone a
17 cOtés.

Gauss a Gerling, 6 janvier 1819



C’était le 29 mars 1796. [...] Par une
intense réflexion sur la relation entre les
racines, sur des bases arithmétiques, j’ai
réussi pendant des vacances a Brunswick,
le matin de ce jour (avant de sortir du
lit) a concevoir cette relation s1 clairement
que je pouvais en faire immeédiatement la
confirmation numérique dans le cas de
I’application particuliere au polygone a
17 cOtés.

Gauss a Gerling, 6 janvier 1819
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Division du cercle

Etude de (xp-1)/(x-1)=xp-14+xpP2+ . . +x+1=0, p premier >2
Racines JJ = cos 2mj/p + i sin 2mj/p avec j=1, ...p-1

Les exposants j peuvent €tre exprimés comme des puissances
d’une racine primitive mod p (=générateur de (Z/pZ)*) => ceci
permet de réordonner les racines

Les nouveaux groupements des racines conduisent a la
décomposition graduelle de 1’équation en €équations de degrés
divisant p-1.

Gauss détermine ainsi quels polygones réguliers peuvent €tre
construits a la regle et au compas : le nombre N de cOtés doit
étre 2k, ou un nombre premier p tel que p-1=2k (p est un
premier de Fermat), ou un produit 2kpip2...pr, avec pi différents
premiers de Fermat.



X=x184x174 . . +x+1=0":

[Les racines sontr, )= 1, 2, ... 18, avec

r = cos 25/19+1 sin 251/19
On peut prendre 2 comme racine primitive modulo 19

j =2k mod 19
j123456789101112131415161718

I 0 | 1 [13(2 |16|14|6 |3 |8 |17(12|15|5 |7 (11|14 |10| 9



A

3¢ Cec1 donne une nouvel ordre des racines

j =2k mod 19
v B4 i e RS A 9 110111(12113{14115[16]17{18
1 (13|12 (16|14 6 8 L7 | 121545 A4 S
4181|16(13|7 |14 1811711511113 | 6 |12| 5 (10} 1
- e e e b BN ST 9 110(11(12|13[14|15(16]|17(18




Division du cercle

Etude de (xp-1)/(x-1)=xp-14+xpP2+ . . +x+1=0, p premier >2
Racines JJ = cos 2mj/p + i sin 2mj/p avec j=1, ...p-1

Les exposants j peuvent €tre exprimés comme des puissances
d’une racine primitive mod p (=générateur de (Z/pZ)*) =>
réordonne les racines

Les nouveaux groupements des racines conduisent a la
décomposition graduelle de 1’équation en €équations de degrés
divisant p-1

Gauss détermine ainsi quels polygones réguliers peuvent €tre
construits a la regle et au compas : le nombre n de co6tés doit
étre 2k, ou un nombre premier p tel que p-1=2k (p est un
premier de Fermat), ou un produit 2kpp2...pr, avec pi ditférent
premiers de Fermat.



% Pour tout diviseur d de 18, Gauss obtient des
périodes [d, £], en groupant et ajoutant d racines, a
partir de rf.

\\/

* Exemple pour d= 6 : on a 3 périodes ditférentes

|6, 1], [6, 2], [6, 4]

W 2|48 |16{13|7 (149 (18|17[16|11| 3 |6 |12] 5 |10} 1

i 1 (2|34 O =8 91110 1211314151617 |18

Par exemple : une période regroupe les termes relatifs a
k=1,4, 7,10, 13, 16, soit )= 2, 16, 14, 17, 3, 5.
62]1=r> +r* +r¥ +r2 +r* + 12"
16, 2] = r2+r3+r5+rd4plo4pl7



% Pour tout diviseur d de 18, Gauss obtient des
périodes [d, £], en groupant et ajoutant d racines, a
partir de rf.

-
= =

¢ Exemple pour d= 6: on a 3 périodes ditférentes
[6, 1], [6, 2], [6, 4]

W 2|48 |16{13|7 (149 (18|17[16|11| 3 |6 |12] 5 |10} 1

i 1|23 |4 6 |718]9 (10 12({13(14(15]|16|17 |18
16, 2] = r2+r3+ro+r4riosrl? |6, 1] = r+r7+r8+ril4rl24rl18
[6, 4] = rd+r6+r9+ri04rld rls

[6, 1], [6, 2], [6, 4] sont les racines de x3+x2-6x+7=0



.

¢ On continue et on décompose les périodes [6, f] en

périodes [2, g]

16, 1| = r+r’+r8+r114p124 18
= (r+r1®) « (r7+r12) 4 (FB8+r11)
— 2 F )+ ()T

%12, 1], [2, 7], [2, 8] sont les racines de

=

—_—

x3- [6,1]x2+ (|6, 1]+]6, 4])x-2-[6,2]=0

-
— -

¢ Finalement, toute racine de I'équation 1nitiale est
solution d'une équation quadratique a coethicients

des fonctions rationnelles de [2,1], [2, 7], etc...



(6, 1) {
(6, 2) {

ool

(2, 1)
.(3: 8)
(2, 7)

(3, 2)
(2,16)
(2,14)

(2, 4)

0000000



Division du cercle

Etude de (xP-1)/(x-1)=xp-14+xP2+.. . +x+1=0, p premier >2
Racines JJ = cos 2mj/p + i sin 2mj/p avec j=1, ...p-1

Les exposants j peuvent €tre exprimés comme des puissances
d’une racine primitive mod p (=générateur de (Z/pZ)*) =>
réordonne les racines

Les nouveaux groupements des racines conduisent a la
décomposition graduelle de 1’équation en €équations de degrés
divisant p-1

Gauss détermine ainsi quels polygones réguliers peuvent €tre
construits a la regle et au compas : le nombre n de coOtés doit
étre 2k, ou un nombre premier p tel que p-1=2k (p est un
premier de Fermat), ou un produit 2kpip2...pr, avec pi différent
premiers de Fermat.



343. Le but de nos recherches, qu'il n’est pas inutile d’an-
noncer- ici en peu de mots, est de décomposer X graduellement
en un nombre de facteurs de plus en plus grand, et cela de ma-
niere a ce que les coefficiens de ces facteurs puissent &tre ddter-
minés par des équations du degré le plus bas possible, jusqu’a
ce que, de celte maniére, on parvienne & des facteurs simples,
ou aux racines Q. Nous ferons voir que si ’on décompose le nombre
p—r1 en facteurs entiers quelconques a, £, 7, etc. (pour lesquels

on peut prendre les facteurs premiers), X est décomposable en «
n—I1 : |

facteurs du degré » dont ]es coefficiens seront déterminés par

{ a . ' ., .
une équation du degré «; que chacun de ces facteurs est décom-

-Posable €n ﬁ faCteul'S du degré %’ A l’aide d’une 6quati0n da
degré- 8, etc. Desorte que » étant le nombre. des facteurs a, 8,

~; etc., la recherche des racines Q es't’ran,lenée a la résolution
de » équations des.degrés. «,. B, 5, etc,



For p=17

P
ooa-;n—-n-&-m/ly«!—n\/('o’é-sw?)—- aV{(174~3V17)-V(34—W17)
—8V(3442117)); , ,



s« Nouveaux concepts,
nouvelles techniques

s« Démonstrations
rigoureuses (et
parfois tres longues)

+« Met en lumiere
équivalence,
structures
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[Le systeme propre aux nouvelles mathématiques] n’est pas
seulement un systeme continu, dont la perfection se trouve
uniquement dans le fait que ce qui suit est partout fondé sur ce qui
précede, mais un systeme plus apparenté au systeme du monde,
dont la tache aujourd’hui doit étre d’aller au-dela de la pure
fondation de vérités mathématiques et de donner une connaissance
globale de leurs relations essentielles les unes aux autres.

E. Kummer, c. 1850



Intermede : effectif-effectif

e 1811-1850 : analyse de
I’algorithme d’Euclide pour
le calcul du pgcd de 2
entiers

e plus connu : Gabriel Lame :
le nombre de divisions
nécessaires est inferieur a
5x hombre de chiffres du
plus petit des deux
nombres

J. Shallit,
Historia mathematica, 1994



CHARLES HERMITE
(1822-1901)

professeur a 1’école Polytechnique, a
la Sorbonne, membre de I’ Académie
des sciences

théoreme d’Hermite-Minkowski sur
les minima de formes quadratiques,
preuve de la transcendance de e,
résolution des €quations algébriques
du Se degré, théorie de Galois
différentielle, ...

presque: le théoreme des unit€s de
Dirichlet




Lettres a Jacobi, 1847-1850

Hermite considére f(xg,z1--- ,2,) une forme quadratique
(définie) & n 4 1 variables et a coefficients réels.

2 2
f(xo,z1-+ ,2pn) = annx] + a12x122 + - - + @452, + - - - + app;,



Lettre a Jacobi, c. 1847

Hermite considére f(xg,x1--- ,x,) une forme quadratique
(définie) & n + 1 variables et a coefficients réels.
Hermite définit le déterminant D de la forme comme celui du

systeme :
1 df 1 df 1 df
2 dxg 99 day L7779 dx,,
Théoréme principal
Il existe n + 1 entiers «, £, - -+, A, tels que

O<f(05767"° 7>‘) < (g)n/2 n+V1 ‘D‘



Lettre a Jacobi, c. 1847 : et Gauss?

Théoréme principal

Il existe n + 1 entiers «, B, -+, A, tels que
\ 4\n/2 "D
O<f(04,ﬁ,"', )<(3) ‘ ‘

e Pour n = 1, c’est la théorie de la réduction : la forme f est
équivalente a une forme g dont le premier coeflicient est plus
petit que %\/\ D |. Ce premier coefficient est une valeur de g en
des entiers (c’est g(1,0)), donc par changement de variable, c’est
une valeur de f en des entiers.

e Pour n = 2, D.A. 272 : une forme quadratique a 3 variables
est équivalente & une forme, dont le premier coeflicient est plus

. 4 3
petit que 5V D.



Lettre a Jacobi, c. 1847 : et Gauss?

Théoréme principal

Il existe n + 1 entiers «, 3, ---, A, tels que
4 n/2 ,
0< fla B 0) < (3)"7 ™Y/ D]

e D.A. 278-280 : Gauss montre une relation (compliquée) avec
certaines formes quadratiques a trois variables et certaines
formes quadratiques a 2 variables. Cette relation, généralisée,
est la base de la preuve (par récurrence) d’Hermite pour son
théoréeme principal.



Application: approximation simultanée de nombres réels
par des fractions

Soit A, B deux nombres réels et A un nombre positif
quelconque.
Hermite introduit la forme a 3 variables

2

f=(z' — Az)> + (" — Bx)? + %

Son déterminant est 1/A. Le théoréme principal dit qu’il existe
3 entiers m,m’, m” tels que

0 < (m' — Am)2 (m" — Bm)2 <

QO | W~
D)



Donc
m' — Am |<

Ou encore

\/_6A7‘

0 < (m' — Am)* + (m” — Bm)* A T
A 3JIA

m” — Bm |< v’&V_’|7n‘<:\/"®Q§
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AUTRES APPLICATIONS

e périodes de fonctions complexes

e théoreme de Sturm sur la séparation
des racines

e étude des nombres algébriques



a, B, -+, X racines réelles d'une équation algébrique irréductible de
degré n.
Hermite leur associe une forme quadratique n-aire définie positive

f(x0, X1, ,Xn—1) = Do¢*() + D1¢*(B) + - -+ + Dp_18(N),

ol p(a) = xp + axy + a®xo + - - + " x,_1, etc.

Peut-€tre parviendra-t-on a déduire de 1a [de I’€tude des formes dont les
coefficients dépendent des racines d’é€quations algébriques a coefficients
entiers] un systeme complet de caracteres pour chaque espece de ce genre
de quantités [...]. On ne peut du moins faire concourir trop d’€léments pour
jeter quelque lumiere sur cette variété infinie des irrationnelles algébriques,
dont les symboles d’extraction des racines ne nous représentent que la plus
faible partie....Quelle taiche immense pour-la théorie -des nombres et.le
calcul intégral de pénétrer au milieu d’une telle multiplicité d’€tres de
raison en les classant par groupes irréductibles entre eux, de les constituer

tous individuellement, par des définitions caractéristiques et €lémentaires.

Hermite a Jacobi



Peut-€tre parviendra-t-on a déduire de la [de 1’étude des formes dont les

coefficients dépendent des racines d’équations algébriques
entiers] un systeme complet de caracteres pour chaque espece

a coefficients
de ce genre de

quantités [...]. On ne peut du moins faire concourir trop d’éléments pour jeter

quelque lumiere sur cette variété infinie des irrationnelles algébriques, dont les

symboles d’extraction des racines ne nous représentent que la plus faible partie.

...Quelle tache immense pour la théorie des nombres et le cal
pénétrer au milieu d’une telle multiplicité d’€tres de raison en |

cul intégral de
es classant par

groupes 1rréductibles entre eux, de les constituer tous individuellement, par des

définitions caractéristiques et €lémentaires.

Hermite a Jacobi



RESOLUTION DES
EQUATIONS AU 19E SIECLE

Vos Disquisitiones vous ont mis tout de suite
au rang des premiers géometres et je regarde la
derniere section comme contenant la plus belle
découverte analytique qui ait été€ faite depuis
longtemps. Votre travail sur les planetes aura
de plus le mérite de I’1mportance de son objet.

Lagrange a Gauss, 1804



EQUATIONS ALGEBRIQUES

1 modele : équations du cercle, Gauss DA

=> 0On C

herche des solutions sous la forme de racines

successives

Abel c.

1825 : impossible en général pour degré =35 ;

résoluble [par radicaux] avec certaines conditions théoriques
(ex : toutes les racines s’expriment rationnellement a partir

d’une)

Galois c. 1830 : esquisse d’un programme de décomposition
et de conditions de résolubilité



LEHRBUCH

A LG:E B R

HEINRICH WEBER,

IN ZWEI BAXDEN

ERSTER BAND,

DRAUNSCHWEIG,

l\-a
N

A

Une des questions les plus anciennes,
sur laquelle la nouvelle algebre a
préférentiellement appuyeé son
développement est de celle de ce
qu'on comprend sous le nom de
résolution algébrique des équations,
soit une représentation des racines
d’une équation par une suite de
radicaux ou leur calcul par une chaine
finie d’extractions de racines. Sur cette
question la lumiere la plus claire vient
de la théorie des groupes.

Heinrich Weber, Lehrbuch der Algebra, vol. 1,
p. 592, 1895.



Nature, Formules et calculs explicites

On essaye de distinguer et d’isoler, par certains signes, les différentes racines d’une formule
radicale, et cette s€paration est tout fait illusoire, car ces racines coexistent toujours dans une
seule quelconque d’entre elles; tant qu’on y laisse ces radicaux qui donnent lieu cette
multiplicit€ de valeurs. Or par la nature méme de 1’Algebre il faut que ces signes €équivoques
demeurent, puisque cette science n’a d’autre objet que d’indiquer les opérations a faire, mais
sans les exécuter, afin que le tableau de ces opérations, la seule chose que 1’esprit ait en vue,
soit parfaitement conservé. [...] Lorsqu’on passe aux applications numériques les opérations
s’effectuent.

L. Poinsot, Note, in J.-L. Lagrange, Traité des équations numériques de tous les degrés, 1826



Je m’attacherai seulement au fait s1 important annoncé par
Galois [...] mais on n’arrive ainsi qu’a s’assurer de la
possibilité de la réduction, et une lacune importante restait
a remplir pour pousser la question jusqu’a son dernier
terme.

[...] C’est sous un point de vue bien différent que je vais
maintenant traiter les mé€mes questions. Laissant de coté
toute considération relative aux décompositions de
groupe, je définis, a priori, les racines des équations
réduites...



o, 3, -+, X racines réelles d'une équation algébrique irréductible de
degré n.
Hermite leur associe une forme quadratique n-aire définie positive

f(x0, X1, ,Xn1) = Dod* () + D1¢*(B) + - - - 4+ Dn_16*(N),

ol p(a) = xp + axy + a’xo + - - + " Ix,_1, etc.

Peut-€tre parviendra-t-on a déduire de 1a [de 1’étude des formes dont les
coefficients dépendent des racines d’équations algébriques a coefficients
entiers] un systeme complet de caracteres pour chaque espece de ce genre
de quantités [...]. On ne peut du moins faire concourir trop d’€léments pour
jeter quelque lumiere sur cette variété infinie des irrationnelles algébriques,
dont les symboles d’extraction des racines ne nous représentent que la plus
faible partie....Quelle tache immense pour la:-théorie des nombres et le
calcul intégral de pénétrer au milieu d’une telle multiplicité d’étres de
raison en les classant par groupes irréductibles entre eux, de les constituer

tous individuellement, par des définitions caractéristiques et €lémentaires.

Hermite a Jacobi



Theoreme de Sturm

Sturm 1829 : Le nombre de racines réelles d’un polyndme
compris entre deux bornes a et b est donné par la différence des
nombres de changements de signes dans la suite des valeurs en
a et b d’une suite explicite de polynomes.

VXX)=>ViX)=V'(X)=> V2 (X),etc... Vin (X)

On calcule les signes des Vi (a) : nombre de changements 1

On calcule les signes des V; (b) : nombre de changements m
Le nombre de racines réelles distinctes de V entre a et b est m-1
Construction de Sturm de la suite V; : divisions euclidiennes

c. 1840 : J. Sylvester donne une expression a priori explicite
des Vien fonction des racines de V, a;



Theoreme de Sturm




Hermite sur Sturm

Soit A; ¢ les déterminants correspondant aux formes :

2 2 2 2
s (o + a;x1) (x0 + a;z1 + a;z2)
g : g : g , etc.
t— a; t— a; t— a;
1 a a:‘f e IR
1 1 az af ... @’
Am—l.f = 2
) 8 4.(11. = (l’)

1 a, a° g

m i

La forme f; se réduit par une transformation linéaire réelle & :

NN At o
“lxz o 22 | X .
AO 1 + Al 2 + . Am—Q m—1

fr = Ao X5 +

Réciproquement, le théoreme de Sturm se lit sur les signatures de fq, fp
Extension aux racines complexes, a plusieurs équations, etc.



Hermite sur la résolution des équations algebriques

Cette impossibilité [de résoudre par radicaux les équations de degré supérieur
ou €gal au Se] manifeste en effet la nécessit€ d’introduire quelque €élément
analytique nouveau dans la recherche de la solution...Au lieu de chercher a
représenter par une formule radicale a déterminations multiples le systeme des
racines s1 ¢étroitement li€es entre elles lorsqu’on les considere comme
fonctions des coetficients, on peut ... chercher, en introduisant des variables
auxiliaires, a obtenir les racines s€parément exprimées par autant de fonctions
distinctes et uniformes relatives a ces nouvelles variables.



Equations

Cette impossibilité [de résoudre par radicaux les équations de degré supérieur
ou ¢gal au Se] manifeste en effet la nécessité d’introduire quelque €élément
analytique nouveau dans la recherche de la solution...Au lieu de chercher a
représenter par une formule radicale a déterminations multiples le
systeme des racines si étroitement liées entre elles lorsqu’on les considere
comme fonctions des coefficients, on peut ... chercher, en introduisant des
variables auxiliaires, a obtenir les racines séparément exprimées par autant de
fonctions distinctes et uniformes relatives a ces nouvelles variables.

3 — 32 +2a =0

x:ei)/\/a2—1—a—62</\/a2—l+a, e =1



Equations

Cette impossibilité [de résoudre par radicaux les équations de degré supérieur
ou ¢gal au Se] manifeste en effet la nécessité d’introduire quelque €élément
analytique nouveau dans la recherche de la solution...Au lieu de chercher a
représenter par une formule radicale a déterminations multiples le systeme des
racines s1 ¢étroitement li€es entre elles lorsqu’on les considere comme
fonctions des coefficients, on peut ... chercher, en introduisant des variables
auxiliaires, a obtenir les racines séparément exprimées par autant de
fonctions distinctes et uniformes relatives a ces nouvelles variables.

3 — 3+ 2a =0

2 1
QSin%,Zsinaz et




Hermite sur I'équation modulaire

Je m’attacherai seulement au fait si important annoncé par Galois et qui
consiste en ce qu[e les équations modulaires] sont susceptibles d’un
abaissement au degré inférieur d’une unité dans les cas de n =5, n=7 et n=11. ...
Il n’est pas difficile en suivant la voie qu’il a ouverte de retrouver la
démonstration de cette belle proposition; mais on n’arrive ainsi qu’a s’ assurer
de la possibilité de la réduction, et une lacune importante restait a remplir pour
pousser la question jusqu’a son dernier terme.

[...] C’est sous un point de vue bien différent [de celul de M. Betti] que je vais
maintenant traiter les mémes questions. Laissant de cOté toute considération
relative aux décompositions de groupe, je définis, a priori, les racines des
équations réduites...



Equations modulaires

Fonctions elliptiques de Jacobi

© do
y:F(k,@):/ — 0< k<1
o V1 — k2sinf

(y7k) 1
— dx
=), JI-)( - )

k module, k’=v/(1-k2) module complémentaire, ® amplitude, sn =sin am

L 1
h= /0 NI i

(Demi)-Périodes K et iK’

dx

/ w_xz 5

— — '™



Equations modulaires

VREE D) = () = (-1 Vi

cw + d cw + d

Pour n premier, le polynome de degre n+1

piny = o (2) 0] T [e- 1)

0<m<n L

a des coefficients polyndmes rationnels en ¢(w)



Equations modulaires

Autrement dit, 1l existe une relation algébrique
(«équation modulaire » ) de degré n+1 entre

u= vVkWw) = dw) e v =/ k(nw)

Exemple, pour n=5 :

u® — v° 4 butv (u — v?) + duv(l — u*v?) = 0



Hermite sur I'équation modulaire

80) = [6(5) + 6(D)] [oE) - ] oL - g2t 8

R =) — ()

Alors, @(w),P(w+16),P(w+ 2.16), P(w + 3.16), P(w + 4.16)

sont les 5 racines d’une €quation de degré 5, a coefficients rationnels en o(w)

D7 — 2153 (W) (w) — V556 (W) (w)[1 + ¢ (w)] = 0



Hermite sur I'équation quintique

P® — 2'5° P! (W)Y (w) — 2°V5°¢™ (W) (w)[1 + ¢*(w)] = 0

Réciproquement, en partant de I’€quation du Se degré de Jerrard

’—x—a=0 +
En posant :
o 2 1+ ¢®(w)
V5 0 (w)it(w)

on tire k, w, et la résolution de 1’équation quintique * par les fonctions
elliptiques « en tant que les racines se trouvent représentées s€parément par
des fonctions uniformes »



Hermite sur les equations algebriques

Ces premieres propri€tés d'irrationnelles algébriques, non
exprimables par radicaux, me paraissent du plus grand
intérét; comme les propriétés des racines des €quations
relatives a la division du cercle, elles serviront de point de
départ pour pénétrer plus avant dans la théorie générale des

équations.
Hermite a Jacobi, c. 1848



LEOPOLD KRONECKER

Naissance en 1823, lycée a Liegnitz ou Ernst
Kummer est professeur.

1841-1845 : Etudes universitaires a Berlin, Bonn, P

Breslau (‘5’ A
1845 : these (dir. Dirichlet) sur les unités complexes «-
1845-1855 : affaires familiales

1853... : retourne aux mathématiques (a titre prive)
a Berlin

1861: élection a I’ Académie de Berlin (et

correspondant a celle de Gottingen), autorisé a % AT, R
donner des cours a I’université
1881 : coréd. du Journal fiir die reine und 7/12/1823 - 29/12/1891

angewandte Mathematik
1883 : reprend chaire de Kummer a Berlin



AXEL THUE A BERLIN
(1890-1891)

Palmstrgm et moi avons assisté au cours de | e
Kronecker sur la théorie des équations algébriques. | =~ = me
Il est remarquable pour sa grande profondeur et sa /2 7« /00
rigueur minutieuse, mais 1l a la mauvaise habitude
lorsqu’il est pris par son enthousiasme de donner
les définitions et d’autres informations absolument
essentielles bien trop rapidement. [...] C’est un
homme extrémement sympathique, mais 1l préfere
faire la conversation lui-mé€me, et longuement.

Thue & Holst, 20 juin 1891



LES COURS DE KRONECKER

L'Auditorium 17, c'est une sombre piece ; j’a1 r€v€ sous son ombre maint

réve pesant.
E. Pringsheim, cité par A. Kneser, 1925

[’ensemble du cours est un mélange superficiel confus d’idées non
digérées, de vantardise, de divagations non motivées et de blagues

parcSScuscs.
G. Cantor, cit€ par H. Edwards, Essays in Constructive Mathematics, 2005

Kronecker aimait commencer par une introduction bien arrangée,
entremé€lée de phrases acérées et spirituelles, qui pouvaient atteindre les
oreilles de tous les auditeurs et qui donnaient a chacun 1’1llusion agréable
qu’ill comprenait quelque chose. Mais cela passait. Rapidement, 1'orateur
se précipitait dans les secrets d’une science en train de naitre, avec
lesquels, comme 1l se plaisait a le dire, 1l n'avait commencé a lutter que la

nuit précédente.
A. Kneser, 1925



[’algebre n’est pas vraiment une discipline en so1, mais un
fondement et un outil pour I’ensemble des mathématiques, et son
développement rapide dans les dernieres années a €t€ en fait suscité
et dirigé€ par les besoins d’autres disciplines mathématiques.

L. Kronecker, Discours d’entrée a I’ Académie de Berlin, 1861



LEOPOLD KRONECKER

unités complexes, cyclotomie

“groupes’ abéliens (2 définitions différentes...)
fonctions elliptiques et modulaires, équation
quintique

systeme de périodes de fonctions complexes,
approximation par des rationnels

théoreme de Sturm

théorie des invariants, formes bilinéaires, diviseurs
¢lémentaires

théorie arithmétique des grandeurs algébriques

%aﬁﬂéﬁ; o

7/12/1823 - 29/12/1891



Une vraie valeur scientifique, dans le ° l»?.
" champ des mathématiques, je la &
reconnais seulement dans des vérités
mathématiques concretes, ou pour le
dire plus précis€ément, ‘“‘seulement
dans des formules mathématiques”.
Celles-ci seules, comme le montre
I’histoire des mathématiques, sont
impérissables. Les différentes théories

sur les fondements des mathématiques
(comme celle de Lagrange) ont été
balayées par le temps, mais la
résolvante de Lagrange est restée.

Leopold Kronecker a Georg Cantor, 21 aott
1884



Avec I’'introduction de principe des indé€terminées (indeterminatae),
qui dérive de Gauss, la théorie particuliere des nombres entiers s’est
¢tendue a la théorie arithmétique générale des fonctions entieres
d’indéterminées, a coefficients entiers. Cette théorie générale permet
| de se séparer de tous les concepts étrangers a 1’arithmétique
proprement dite, ceux des nombres négatifs, fractionnaires,
algébriques réels et complexes.

Le concept de nombre négatif peut €tre €vité en remplacant dans les
formules le facteur -1 par une indéterminée x et le signe d’égalité par
le signe de congruence de Gauss modulo (x+1).

Ainsi I’égalité 7-9 =3-5 sera transformée en la congruence

7+9x = 3-5x modulo (x+1). Elle y gagne aussi un contenu, étant
donné que la congruence a un sens pour tout entier x positif [...] et
d’autre part, cette congruence se convertit directement en une €galité
[...] dans laquelle on introduit a la place de I'indéterminée x 1’unité
négative.

L. Kronecker, “Uber den Zahlbegriff” [Sur le concept de nombre], Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, 1887



Les définitions devront étre algébriques et non pas logiques
seulement.

[1 ne suffit pas de dire : Une chose est ou elle n'est pas. Il faut
montrer ce que veut dire €tre et ne pas €tre, dans le domaine
particulier dans lequel nous nous mouvons. Alors seulement

= nous faisons un pas en avant. Si nous définissons, par exemple,
¥ une fonction irréductible comme une fonction qui n'est pas

réductible, c’est-a-dire qui n'est pas décomposable en d'autres
fonctions d'une nature déterminée, nous ne donnons point de
définition algébrique, nous n’énonc¢ons qu'une simple vérité
logique. Pour gu'en algebre, nous soyons en droit de donner
cette définition, 1l faut qu'elle soit précédée de 1'expos€ d'une
méthode nous permettant d'obtenir a 1'aide d'un nombre fini
d'opérations rationnelles, les facteurs d'une fonction réductible.
Seule cette méthode donne aux mots réductible et irréductible
un sens algébrique.

J. Molk, “Sur une notion qui comprend celle de divisibilit€ et sur la théorie
générale de 1I’élimination”, Acta mathematica, 1885



THEORIE ARITHMETIQUE DES
GRANDEURS ALGEBRIQUES

~

([ 200 pages du ] Ournal .. Grundzﬁgﬁ_{‘.iuqr ‘ttritlhmutischen Theoric der
algebraischen (rrossen.
(Vam L. Kronsoker,

{ Aviuck cloer Fesbsebril == Heon #, K. Koo Diclor- Jublinm, 1 Seplember 1851

e essentiellement

. {;]‘-e‘jcl'meitiga Brachittigong mit alpeheaizchen und zahlentheoratiachen
programmathue ! Studien hial mich sehon [rih dasn geleitat, die aithmetisnhe Seite der Alzehra
hesomilera ins Awre s fazzen,  Su fihde wich die Untersuchong der aus
Worzeln Abatscher Gleiebungen gebildeten eomplexom Zahlen anf jence alge-

s N Ln‘a'i;mh-ﬂnfirhmEﬁ‘;che_T’ru]‘-'.::m, alle Abelehen Gleichungen fir frgenil pinen
b d 1 Hatinnalitits-Hereioh anfznatellan, drgaen Litanmg inh im Juni 1833 der hie-
eaucoup appe S a Se€s Cours... gipen Akademie mitretheill habe. Seitdem babe ioh stetz in gedmekien Publi-
camonen wic i weinen Universigibs-Yorlesimeen die orthmetizchen Geziciitz-
punkte in der Algebra besonders Jwrvorgehoben wod amely vielfush dic acith-
7 1 < th t d’ b . t mutinchen Methoden aut sinmelng algebraizehe Fragom angesrenider Thosh war
aUtour d a gorl meS e O ]e S &5 mir lcanm miclich, iber diese weine Arbeiten Mittheilong zn machen, nhne
mich aul die sllpemeine Theorie berufon e kiunen, nod ich hobe mich ders-
abstraits de SeS travaux hall avit Wingerer Jeit mit dom Gealanleom gotragnen, ‘I.=i.11|:! unefiibkcliche Arheit
darither zn veriitffentlichen,  Aber mannigfache ITindernizaz, vor Allem der
- Wonach die vielen noch vorbandenen Licken der Unteranchung anaznfiillen,
precedents et futurs haben minh davon :turﬁwk;.:u‘lml:;m, biz jelst der Wuonseh Gberwog, Teinsun
Frennde ond Lebeer s scinem Festrago die Ergpebpisqe anholtender For-
aehongen gesammelt und geondnet davspbringen, obgleich ich mic beim An-
fange ehwensn o Bchwicrizkeit meipez Yorbahene win nachher Debn A

rou e . eXtrinSé ue \a 1 a a¢lilmpsR nfluf 171}‘._1'ul|1-7nmmer|].|e]r, len Wopkes bawnszt gewesen hin,
g p * q It der Umiang der Arbeic fibar das Monze einer Abbandlong ange-
€ x . waeligen s, habe il sic der Uebeeslobt wegen in zwed Theile gesondect, Lo
questlon fonctlon entlere : deran urz:.-.'.'n_wunh:n die weiteren wnd engeren Sphiren der Existonz .Ilm- a]:gu-
4 braisehen Grilasen fixict, ¢4 wind dic Art fhrer Fxistens genaner dargelogs
wnd gwar mach in dew Falle, wo mehrere derselben sopgleieh dorsh ivpgend

intrinseque, concret Jo i Wt B4 SO L :

Cf exposé de F. Brechenmacher, IHP 2014, en ligne



lere partie : domaines d’existence des grandeurs algébriques

domaines sources (Stammbereich) : rationnels, ajout d’indéterminées
en nombre fini

domaines de genre (Gattungsbereich) : ajout (en nombre fini1) de
grandeurs vérifiant des équations algébriques

algorithme pour tester irréductibilité

entiers définissant des especes dans un genre, discriminant, théorie
générale de 1’élimination

“théorie de Galois™ : déterminer les €équations d’une certaine classe
(méme affect) pour un domaine de rationalité donné.

i« 2eme partie : arithmétique des especes : division, pgcd, etc.

divisibilité défini par des congruences modulo des fonctions
rationnelles (“systeme de modules” ou “diviseur™)

interprétation géométrique (intersection de courbes, décomposition en
composantes irréductibles)



Décomposition d’'une fonction entiere

e Kronecker veut une procédure (finie) pour trouver les
diviseurs d’une fonction entiére a coeflicients entiers d’un certain
nombre d’indéterminées sur le domaine de rationalité naturel.

e Cas & une indéterminée : F'(x) de degré 2n ou 2n + 1. Il s’agit
de chercher les diviseurs f(x) de degré au plus n.

Kronecker utilise la formule d’interpolation de Lagrange. On
choisit rg, ..., ,, n + 1 entiers arbitraires.

B . [ Lizn(z —7i)
= SHET




Décomposition d’une fonction entiére

On choisit rq, ..., r, n + 1 entiers arbitraires.

B . [ Lign (2 —73)
= S

Si f(x) est un facteur de F'(x), alors f(r) divise F'(r) pour tous
les r = rp.

I[1 y a un nombre fini de possibilités de f(rx) et donc un nombre
fini de f(x) possibles & tester.



Décomposition d’une fonction entiere

e Cas & plusieurs indéterminées : F'(a', 2", 2", ...).
Kronecker pose 2’ = x, 2" = 29, 2"
Il choisit g assez grand pour que toues les termes aient des
degrés diftérents

(9 > max (degrés par rapport a chaque indéterminée)).

2
=x9,....

Une décomposition de F' donne une décomposition de la
fonction a une indéterminée F(x, 29, x9° .. ).

Il v a donc un nombre fini de possibilités a tester pour cette
fonction. De méme pour la fonction de départ.



Décomposition d’une fonction entiére

e Cas a plusieurs indéterminées : F(z/,z", 2", ...).

Kronecker donne aussi une autre méthode, qui procéde par
récurrence.

Il isole une indéterminée, x’, et choisit encore des entiers r; et
des polyndémes g;(x) qui s’annulent pour & = rg, k # ¢ et valent
1 en r;.

On cherche ensuite les diviseurs de F'(z’, z”, 2", ...) sous la forme

bogo(z') + brgi(2') 4+ - -+,

Y
ou les b; sont des fonctions entiéres & m — 1 indéterminées

N U

Les b; doivent diviser F'(r;, =", x",...).

Par ’hypothése de récurrence, ceci se teste en un nombre fini de
possibilités.



Décomposition d’'une fonction entiére

On choisit rq, ..., 7, n + 1 entiers arbitraires.

B - [ Lizi(z —70)

Si f(x) est un facteur de F'(x), alors f(r) divise F'(r) pour tous
les r = ..

Il y a un nombre fini de possibilités de f(ri) et donc un nombre
fini de f(x) possibles a tester. Mais parfois beaucoup !

Dans ses cours, Kronecker remarque seulement qu’on peut se
réduire a ceux qui donnent une fonction f(x) entiére.



Cas d’'un domaine de genre

Soit « vérifiant une équation algébrique a coefficients entiers.
On s’intéresse a la décomposition d’une fonction entiére f(z) sur
Q(z1,22,...,2n, Q).

Kronecker pose x = y — ua, avec u une nouvelle indéterminée.
La fonction entiére || f(y — ua?) (avec o les conjugués de «)
est a coefficients dans Q(z1, 22, ..., 2,), donc se factorise en un
nombre fini de facteurs f;.

Les pged des f; et de f(y — ua) donnent les facteurs de

f(y — ua), donc finalement ceux de f(x).



4x°—a’)=(x—a)2x+ z+ a)2x — z4+ a) mod zZ + 3a?

Pb fondamental : écrire une fonction entiere de x comme produit de
facteurs linéaires sans définir préalablement les grandeurs
algébriques

L. Kronecker, “Ein Fundamental Satz der allgemeinen Arithmetik” [Un théoreme fondamental de
I’arithmétique générale], Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 1887



CARL RUNGE

1876-1880 : Etudes a université de Munich (avec
Max Planck), puis a Berlin

1880 : these avec Weierstrass, puis cercle de
Kronecker

1886 : professeur a universit€ de Hanovre, se
consacre a la physique, en particulier a la
spectroscopie.

c. 1900 : approximation et convergence, Runge-
Kutta

1904 : professeur de mathématiques appliquées (le
premier poste de ce genre en Allemagne) a
I’université de Gottingen, a 1’initiative de Planck,
Klein, etc.




Décomposition pratique d’une fonction entiére :
Runge 1886

Runge s’appuie sur deux faits :

e Si f(x) est & coefficients entiers,
entiere a coefficients entiers : I A —
f(r;) — f(ry) est divisible par r; — .

e Soit ag le coefficient du terme de plus haut degré de F', a, le

coefficient du terme constant. Des estimations simples montrent

que, avec p un majorant des racines de F', on doit avoir, pour un

diviseur f de degré au plus m :

est une fonction

f(z)—f(rk)
T—Tk

| f(ra) [<lao | (| ri | +p)"— | ao | p""+ | ap |
et

| F(ri) |
fao [ (| 7i [ +p)P7™"—|ao [ pP~"+ | ap |

| f(rs) |[>



Décomposition pratique d’une fonction entiere :
Runge 1886

Procédure : On choisit les r; en maximisant leurs différences,
mais en restant dans les tables de factorisation. On trouve dans
ces tables les diviseurs 0y de F(rp). On fait une liste. On exclut
ceux qui sont hors bornes.

On ne garde parmi les diviseurs 6; de F'(r1) que ceux tels que
601 = 6y mod r;{ — rg, pour un 6y de la liste. On les inclut dans
un tableau. On exclut ceux qui sont hors bornes.

De méme, on ne garde parmi les diviseurs 02 de F(r2) que ceux
tels que 6 = 6y mod r9 —rg et 6o = 6; mod r9 — r1, pour un
0y et un 67 du tableau. On les inclut dans le tableau. On exclut
ceux qui sont hors bornes. Etc.



Décomposition pratique d’une fonction entiére :
Runge 1886

On fabrique avec le méme procédé les valeurs possibles de
_ f(=) = f(ro)
fi(z) =

T —T0

fi(r;) = fi(ry) mod r; — ry.

, pour x = r1,79, ..., la condition étant que

On itere.
Finalement, on obtient ’expression de f(x) :

flx) = f(ro) + fi(r1)(x —rg) + fo(re)(x —ro)(x —71) + - -
+ fulz —ro)(x—r1) ... (T — T01).



Décomposition pratique d’une fonction entiére :

Runge 1886

Runge donne I’'exemple :

F(z) = 32" 4+ 72% — 102° — 192* + 1722° + 712 + 172 — 66.

+F(z) | A® BM | A® B® | A®) BB) 1
7 (17.293.631| 0, 36 |4, 432 |44, 4900
0| 2311 |0, 15 |0, 66 | O, 66

—2 28139 | O, 21 (0O, 138 | 0, 720

—8 [2.719.127°*| 0, 39 |4, 498 |44, 6300




Décomposition pratique d’une fonction entiére :
Runge 1886

F(x) =3x" 4+ 72% — 102° — 192 + 17223 + 712? + 172 — 66.
Runge choisit ro =7, ry = =8, r9 =0, r3 = —2.

Le procédé lui donne f(z) =1, f(x) = x — 6 (qui n’est pas
possible), ° + 522 + Tz — 6.

Finalement :
F(x) = (23 + 52 + 7o — 6)(32* — 8a3 4+ 922 + 10z + 11).
m=3
m= 2
m=1 .
7 1 17 293 631
8| 1 | =1 2 | —183| —7 |—127| 38 | 1778 —254
FEY ™01 1 | =6 66 3 6 | —22 —6
21 1 —8 8 | —1 —4 | —4| —8 | —218
~8 | O 1 1 10 17 | —99 59
fi 0] o 1 [ =% 2 41 | 45 91
21 0 1 1 z 33 33| 71| 101
0] o0 0| —1 18 | 4
f°(x){ 2| 0 o] o | 2 2| 7
f, |0 0 | -2 1]




'T1 serait utile [...] d’avoir des
procédés rationnels, des formules
faciles a retenir, qui permissent
d’exécuter, sans hésitation ni perte de
temps, la mise en carte du satin
proposé€. La plupart du temps, lorsque
I’on a de semblables dispositions de
satins a écrire, on procede par de

longs tatonnements". (Edouard Gand,
Bulletin de la Société industrielle d’Amiens, 1867 )

= Edouard Lucas c. 1870-1880:
Arithmétique des restes mod n
(arithmétique modulaire, des résidus,
des congruences...) appliquée aux
problemes textiles

Edouard Lucas (1842-1891)



DE LA NATURE ...

[’étude des fonctions de 1’analyse est aussi I’étude des lois de nature ; je crois pour
mon compte que tous les faits analytiques existent en dehors de nous et s’imposent
tout aussi nécessairement que les propriét€és de la matiere et les phénomenes du
monde réel. Par conséquent, je vois dans 1’€tude des fonctions une étude de la réalité
objective, et dans les lois relatives aux fonctions, un reflet des lois physiques.
Hermite a Paul du Bois-Reymond, ler février 1881

Je renonce a vous développer [...] mon objectif [...] de faire une science
d’observation des connaissances les plus abstraites en rapprochant (je n’ose dire
plus) les mathématiques et la théorie des fonctions des sciences naturelles, en voyant
dans les nombres premiers, les irrationnelles, les transcendantes, des réalités en
dehors de nous qui s’imposent avec la méme nécessité que les substances et tous les
etres de la nature visible.

Hermite a Paul du Bois-Reymond, 3 septembre 1887



[Mon propre travail] illustrerait de maniere tres
frappante a quel point I’observation, la divination,
I’induction, la procédure expérimentale, et la
vérification, la causalité €galement (s1 ceci signifie,
comme je le suppose, aller des phénomenes a leurs
raisons ou causes d’étre), sont pertinentes

pour le travail du mathématicien.

James Joseph Sylvester, British Association for the
Advancement of Science, 1869.



Manuscrit du cours de L. Kmnocker

cozsservé A la labGotbbque de M'TRMA, Strashourg

La mathématique n’est rien d’autre qu’une
science naturelle et ce qui lui importe donc aussi,
c’est de “décrire simplement et completement les
phénomenes”. Les définitions des sciences
empiriques, ¢’est-a-dire des mathématiques et des
sciences de la nature [...] ne doivent pas
seulement étre non contradictoires, mais elles
doivent étre puis€es dans I’expérience. Et, ce qui
est encore plus essentiel, elles doivent comporter
en elles-mémes le critere selon lequel on peut
décider, dans chaque cas particulier, si la notion
donnée est, ou non, a subsumer Ssous cette
définition.

L. Kronecker, Sur le concept de nombre, cours
Berlin 1891 (éd. J. Boniface et N. Schappacher,
RHM 7 (2001), 207-275)



HERITAGE DE KRONECKER
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GRETE HERMANN

1876-1880 : Etudes a université de Gottingen

1926 : these dir. Emmy Noether, mais se tourne
finalement vers la philosophie

1927 : assistante de Leonard Nelson

1927- 1934 : collaboration avec Minna Specht
(cofondatrice de I’Internationaler Sozialistischer
Kamptbund) pour I’é€dition posthume de 1’oeuvre de
Nelson et s’engage contre la monté€e du nazisme
1934-7 : séjour a Leipzig (Heisenberg) et au
Danemark, s’intéresse aux fondements de la
quantique, prix Ac. sci. Leipzig.

1937: se réfugie en Angleterre, “mariage”

1946 - 1966 : Padagogische Hochschule de Bremen
(professeur titulaire en 1950)

1901 - 1984
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Dve Frage der endlich vielem Schritte in der Theorie

e “La question du nombre fin1 de fir Fevaimidisks

{Unter Benutzang nachgelazsener B&tze von K Hentmelt.)

¥aon

pas dans la théorie des 1déaux G o B

de pOlyné\)meS,, ° publié dans les Die Bingherciche, in denen die in der vorlisgenden Arbeit anftreten-

den ldeals definiert sind, sollen Polynombereiche sein, Ein Ideal =oll
) gegeber haifiem, wann eine Baesds dea Ideals belmnnt ist, os heibt berenhen-
M at hematl SChen Anna len cl bar, wean sich cin¢ Basis berschuen 1Bt In dieser Arbeit soll s sich
darum handeln, die fir ein gegebenes Tdeal m charakcenafizchen [deale
nnd Polypoma = berechnan, 1de Berechnung stiitzt sich dabei anf die
1926 Ideal- yod Eliminationstheorie, wie sie voo B Nocther und E. Hentzelt
enbwickelt ist ). Fiir die benutsten Gromdbesrifie verweise oh inshasondere
suf dis Fuspmmenstellung N, £ 1, Einige Anderongen in den Definitionsan
und weiters Fpaitze werden in § | dieser Arneit gegehben
Die folgenden Rechenmethoden werden DBerschoungen mit ewdiich

o welen Sehritten eein, Die Behaupt cine Berechrang kenn mit endlich

o Orlglne ° travall de K ° Hentzelt, vielen Belritten durchgefithee ‘i"ﬂh‘:ﬁ:&ﬁﬂu diheai hmha,?.teu., &2 lann eine
= . ) o= B obore Schranke fir dic Anzakl der sy Berochnung dotwendigen Opera-

t 1 t 1 t tionen angegeben werden, Ee punipt also z. B. nicht, ein Verfahren anzu-

mor a a guerre ) raval reVlSl e puben, von dem man theoretizeh nachwewmen kaon, duf es mit endlich

vielen Operationen zum Ziela fiihet, wemnn fir die Anzahl dieser Opera-

par E . Noether (qui I‘eformule tf-:n:l:uan keine ohers Bchranke belannt it ¥ The in der vorlisgenden Arvheit

1 EL Moether, Tdenltbeoric in Ringheecichen, Math, Annalen 83 (15607, 5 H—66,
B K. Hantzolt, Sur Theorie der Polyoeinideals u. Basnlinnden, hearbsitel von E. Nocther,
Math, Ansalen 85 (1522), B 8701, mitéert HL N, B, Moether, Eliminnbonstheoric
de maniere structurale et ot i Toabori, Mot Aomem 30 (135, & Poaoon, i B B
dio hemwtzten Begriffic dee Kirpertheoric sel vorwicsen sof E, Steinitr, Algsbenische
Thsoris der Korper, Joornal fir Mathemadik 187 (1210), 5. 187509, zitisrt St

/ [ ]
theOrl ue ¥. Macenlay, dor im Avschlul an die Taskorsche Ashrit [¥or Thegrie des
Modnln wod ldbesls, Math, Annslen #0] Wegs sur Besechoung der en eipem Ideal
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“Les méthodes de calcul qui suivent sont des calculs a un nombre fini
de pas. [Ceci] doit signifier qu’on peut donner une borne supérieure
pour le nombre des opérations nécessaires au calcul. Il n’est donc pas
suffisant de donner une procédure dont on peut démontrer qu’elle
s’effectuerait en un nombre fin1 d’opérations, s1 aucune borne
supérieure n’est donnée pour le nombre d’opérations™.

Objectif : calculer avec des idéaux de polynOmes.



Calcul du ppem de deux idéaux donnés

Lemme : Soit f;;(z1,x2,...,2,) dans Q(z1,x2,...,Ty).

Il est possible de trouver en un nombre fini d’opérations une
solution compléte [i. e. un ensemble de solutions dont toute
solution se déduit par combinaison linéaire a coefficients dans
Q(z1,x2,...,x,)| aux équations :

fi1121 + fizze + -+ f1s2s =0

fr1z1 + fiozo + - frszs =0

Soit g= sup (deg fi;). Le degré des polynomes de la solution

est inférieur a Z?’:O(qt)?.



Calcul du ppem de deux idéaux donnés

Soit deux idéaux A = (f1,..., ft) et B=1(g1,--.,9s). Un
élément c est dans le ppcm de A et B s’il s’écrit

c=dif1+--+dift = e1g1 + -+ esgs.

Hermann applique le lemme a I’équation :
difi+---+dify —e1gr — - —esgs = 0.

Elle obtient une “solution compléte” en un nombre fini
d’opérations :



Calcul du ppcem de deux idéaux donnés

Donc

cir=dufi1+ - +duft =e1191 + -+ e1s9s

ck = dp1f1+ -+ dpeft = eg1g1 + -+ €rsGs

est une base du ppcm de A et B.



Division d’'un 1déal par un autre

De méme, soit les formes linéaires (& coefficients polynomiaux)

l1 = f1121 + fi2ze + -+ f1s2s

Un élément [ du module engendré par ces formes [; est tel que
l=a1ly + -+ adls.

On peut choisir cette représentation telle que :
deg(a;) < deg(l) + > io(qt)*"

Corollaire : critére (en un nombre fini d’opérations) pour
décider si un idéal divise un autre.



Votre these €tait déja s1 abstraite et formelle. Etant donné
cela, vous devriez choisir un sujet avec un contenu
important. Autrement, vous seriez en danger d’€tre
seulement capable de déduire et plus de juger de maniere
autonome.

L. Nelson to Hermann, cit€ par Inge Hansen-Schaberg, A
Biographical Sketch... 2017



Implementation
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Les cribles de D. H. Lehmer (c. 1930)



Algorithme Baby Step Giant Step

(d'apres Handbook of Applied Cryptography)

Origine : Daniel Shanks (CLASNO)... et la section V des Recherches
arithmétiques de Gauss !

Question : G groupe cyclique = <a> a n €léments et X dans G, donc
x=ag . Calculer g.

(1): Soit m=E(\/n) ,on liste (j, aJ) pour O<j<m et on ordonne selon la 2¢
composante

(2) S1 x listé, ok, sinon, on teste x(a™m), x(am)2, ...

ordre de grandeur : Cvn multiplication dans G



Tension arithmetique/algebre/analyse du point de vue
de l'effectivite

Effectivite ou precision ?

Mathematiques comme sciences naturelles vs
mathématiques “instrumentales”

Quel milieu mathématique pour les analyses
d’algorithmes ?






