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La multiplication comme brique de base pour implanter d'autres opérations

Inversion d'une série formelle

f=T1+fiz++ fro1Z™ '+ fn 2"+ + [ 2"+ O(Z"), m = [g]

g = f+ 0"
h = fg =1 +hpz™+ -+ hpo1 27T+ O(2")
h™' = 1 —hpz™ = —hp1 2"+ O(2")

f' = gh'+0(z")

M(n) : colt de multiplication de deux polyndmes de degré n

T(n) < T(m)+2M(n)+ O(n)
T(n) = O(M(n))
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Inversion d'une matrice

Q(r) : colt pour multiplier deux matrices rxr
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Inversion d'une matrice
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La multiplication comme brique de base pour implanter d'autres opérations

Inversion d'une matrice

TQ2r) = 2T(r)+6Q(r) + O(r?
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La multiplication comme brique de base pour implanter d'autres opérations

Inversion d'une matrice

T(r) = O(Q(r)logr)
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La multiplication comme étalon pour la complexité

Complexités fondamentales

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires
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Q(r) : coat pour multiplier deux matrices rx r
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Motivation I
La multiplication comme étalon pour la complexité

Complexités fondamentales

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires
Mi(n) : colt pour multiplier deux polyndomes de degré n dans K[x]
Q(r) : colt pour multiplier deux matrices dans [K"™"

Régularité : I(N)/N, My(n)/n et Qx(r)/r* croissantes
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La multiplication comme étalon pour la complexité

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires

opération complexité
division euclidienne ~21(N)
racine carrée ~Y31(N)
pgcd / ppcm O(I(N)log N)
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La multiplication comme étalon pour la complexité

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires

opération complexité
division euclidienne ~21(N)
racine carrée ~Y31(N)
pgcd / ppcm O(I(N)log N)

conversion de base

calcul de e, , ...

O(IN) e )
O(I(N) log N)
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La multiplication comme étalon pour la complexité

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires

opération complexité
division euclidienne ~21(N)
racine carrée ~Y31(N)
pgcd / ppcm O(I(N)log N)
. log N
conversion de base (I( N) IOgIOgN>
calcul de e, m, ... O(I(N) log N)
DFT, longueur n O(l(n b))
b>log n bits
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Motivation Il i

Mieux saisir des objects algébriques a travers la multiplication

A : «nouvelle » algebre (séries, opérateurs différentiels, nombres flottants, ...)

Complexité d'un probléme sur A (division, factorisation, simplification, ...)

o Illuminant d'étudier la complexité de la multiplication dans A
« — représentations alternatives des objets dans A

« —— techniques développées plus généralement utiles
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I  Multiplication des entiers jusqu'a 1971
Il Boite a outils pour les FFTs

Il Multiplication des entiers en temps O(N log N)
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Multiplication des entiers jusqu'a 1971
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I(N) = ©(N?)
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I(N) = O(N?)




Peut-on faire mieux ? e

I(N) = O(N?) I(N) = O(N'°&*3)

1962



Historique 9135

1962 Karatsuba O(N'083/log2)

1963 Toom O(N2° Ve ie?)

1966 Schénhage O(NZVZIOgN“OgZ(IogN)3/2>

1969 Knuth O( N2 og N )

1971 Pollard O(Nlog Nloglog Nlogloglog N --)
1971 Schonhage-Strassen O(Nlog Nloglog N)

2007 Firer O(N log N 208Ny

2014 Harvey-vdH-Lecerf O(Nlog N 8'°¢™V)

2017 Harvey O(Nlog N6'°&'N)

2017 Harvey-vdH O(NlogN (4 ,/2)"8 ")

2018 Harvey-vdH O(Nlog N 4'°g'N)
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1302 2020 x 3141 5926
a c

(ax+b)-(cx+d) = a-cx*+(a-d+b-c)x+b-d
a-d+b-c = (a+b)-(c+d)-a-c-bH-d

Complexité

I(N) < 3I(N/2)+CN
< 9I(N/4)+>CN



Complexité

Multiplication de Karatsuba

1302 2020 x 3141 5926
a c

(ax+b)-(cx+d) = a-cx?*+(a-d+b-c)x+

a-d+b-c = (a+b)-(c+d)-a-c-

I(N) < 31(N/2)+CN
< 9I(N/4)+2CN
< 271(N/8)+ CN
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Complexité

Multiplication de Karatsuba

1302 2020 x 3141 5926
a c

(ax+b)-(cx+d) = a-cx?*+(a-d+b-c)x+

a-d+b-c = (a+b)-(c+d)-a-c-

I(N)

N

31(N/2)+ CN
9I(N/4)+> CN
271(N/8) + CN

o(N)

YA\

VA

N

N
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Segmentation de Kronecker

4627579679788114 x 4519170871966234

¢
(4627 x>+ 5796 x>+ 7978 x + 8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)



Entiers versus polynomes

Segmentation de Kronecker

4627579679788114 x 4519170871966234

(4627 x>+ 5796 x>+ 7978 x + 8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)

Substitution de Kronecker

(4627 x>+ 5796 x*>+7978 x +8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)

4627000005796000007978000008114 x 4519000001708000007196000006234
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Entiers versus polynomes

Segmentation de Kronecker

4627579679788114 x 4519170871966234
(4627 x>+ 5796 x>+ 7978 x + 8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)
Substitution de Kronecker
(4627 x>+ 5796 x*>+7978 x +8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)

4627000005796000007978000008114 x 4519000001708000007196000006234

004003 =x 2001005 = 20090150230
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Polynomes cycliques 1273

[K : un corps (ou un anneau convenable)
n : longueur de cycle
K[x]/(x"-1) : anneau des polyndmes cycliques de longueur n

bijection

P € K[x], degP <n «—— P € K[x]/(x"-1)
P,Q € K[x], deg(PQ) < n, Calculer PQ < Calculer PQ

Résumé jusqu'a présent

Kronecker Encode
7. — K[ x] —— K][x]/(x" - 1)
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[K : un corps (ou un anneau convenable)
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@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C



Transformation de Fourier discréte (DFT) 1335

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle
2mi

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois
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Transformation de Fourier discrete (DFT)

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle
2mi

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois

(x"=1)

[[ =0
O<k<n

@ K[x]/(x - 0¥

O<k<n

K[x]/(x"-1)

IR
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Transformation de Fourier discrete (DFT)

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle
2mi

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois
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Transformation de Fourier discréte (DFT) 1335

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle

27t

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois

(x"=1)

[[ =0
O<k<n

P KIxl/(x-w) = K"

O<k<n

K[x]/(x"-1)

R

Transformation de Fourier discréte

DFT,,
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Transformation de Fourier discréte (DFT) 1335

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle

27t

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois

(-1 =[] (x-0h

O<k<n

K[x]/(x"-1) = @ Kx]/(x- ") = K"
Os<k<n

Transformation de Fourier discréte

DFT,,

K[x]/(x"-1) == P K[x]/(x- ")
DFT.'  0<k<n

DFT; > —DFT,-



Application a la multiplication 14735

P € K[x]/(x"-1) Q € K[x]/(x"-1)
lDFT lDFT
p e P Kix]/(x- ") Q € P KIx]/(x-w")
O<k<n N Y O<k<n
PQ € P KIx]/(x-w")
O<k<n

lDFT-1

PQ € K[x]/(x"-1)



Application a la multiplication 14735

P € K[x]/(x"-1) Q € K[x]/(x"-1)
lDFT lDFT
p e P Kix]/(x- ") Q € P KIx]/(x-w")
0O<k<n N Y 0O<k<n
PQ € P KIx]/(x-w")
O<k<n

lDFT-1

PQ € K[x]/(x"-1)

Résumé jusqu'a présent

Kronecker Encode
7 I x] ——— IK[x]/(x" = 1) —— K"















K[x]/(x*"-1)



K[x]/ (7= 1) = I/ 7 1) o IK[x]/(x+ 1)



K[x]/(x*"-1)

IR

IR

K[x]/(x"-1)
K[x]/(x"-1)

@
@

E:Xz% =

[x]/(x"+1)
[x]/(x"-1)

= WX

no 1



Fx(2n) < 2Fk(n)+naddyk+ nsuby+nmul



Fx(2n) < 2Fk(n)+naddyk+ nsuby+nmul

~N

K\/

K[x]/(x2" - 1)

=4

K[x]/(x" - 1) @ K[x]/(x" +1)



Fx(2n) < 2Fk(n)+naddyk+ nsuby+nmul

- ——
IK[x]/ (x*" - 1) Kx]/(x"+1)

=

K[x]/(x" - 1) @ K[x]/(x" +1) K[x]/(x"-1)



Analyse de complexité 16735

Fx(2n) < 2Fk(n)+naddk+ nsubyk+nmul

- ——
K[x]/(x*" - 1) K[x]/(x"+1)
K[x]/(x" - 1) @ K[x]/(x" +1) K[x]/(x"-1)

n=2%" — Fy(n) < nIgn(addu(+%mu|w[N)
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Comment choisir [K?

2mi

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, nxjoy» w=e

Il K=[F, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...
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Comment choisir [K?

27t

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, N=jen ©=¢

1. K=TF, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...

. K=Z/2™+1)Z avec m=2'<\/N, n< /N, w=2

Analyse de complexité

I. 1(N) = O(N(log N)) I(N)=O(Nlog Nloglog N ---)
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Comment choisir [K?

27t

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, N=jen ©=¢

1. K=TF, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...

. K=Z/2™+1)Z avec m=2'<\/N, n< /N, w=2

Analyse de complexité
I. 1(N) = O(N(log N)) I(N)=O(Nlog Nloglog N ---)
1. I(N) = O(NI(log N)) [((N)=O(Nlog Nloglog N ---)



Retour a la multiplication des entiers 17735

Comment choisir [K?

27t

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, N=jen ©=¢

1. K=TF, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...

. K=Z/2™+1)Z avec m=2'<\/N, n< /N, w=2

Analyse de complexité

I. 1(N) = O(N(log N)) I(N)=O(Nlog Nloglog N ---)
1. I(N) = O(NI(log N)) [((N)=O(Nlog Nloglog N ---)
L 15(N)<2 /N I°({/N) + O(N log N) I(N) = O(Nlog Nloglog N)

1°(N): cotit de la multiplication dans Z/(2N+1)Z
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Boite a outils pour les FFTs




n = njny, " = 1, J = o™, om =1

ni-1 ni-1

KIx]/(x"-1) = [ | KIxI/(x"-9% = [ | KIxI/(x™-1) = K"
k=0 k=0



FFT de Cooley—-Tukey généralisée 19/35

n = njny, " = 1, J = o™, oM = 1

ni-1 ni-1

K[x]/(x"-1) = n K[x]/(x™-8% = || KIx]/(x
k=0

n

IR

ny DFTs de longueur n;

K[x]/(x"=1) = (K+---+Kx™ H[x™]/((x")™-1)



. n
n = njny, " = 1, J = o™, om =1

ni-1 ni-1

KIx]/(x"-1) = [ | KIxI/(x"-9% = [ | KIxI/(x™-1) = K"
k=0 k=0

n, DFTs de longueur n4

n multiplications par des puissances de w



FFT de Cooley—-Tukey généralisée 19/35
n = niny, o™ = 1, d = 0™, g™ =1

ni-1 ni-1

K[x]/(x"-1) = ﬂ Kx]/(x™-8% = || KIx]/(x
k=0

IR

|]<n

ny DFTs de longueur n;
n multiplications par des puissances de w

ni1 DFTs de longueur n;



n = njny, " = 1, J = o™, om =1

ni-1 ni-1

KIx]/(x"-1) = [ | KIxI/(x"-9% = [ | KIxI/(x™-1) = K"
k=0 k=0

Fx(n) < nyFi(ny)+n-mul ~+ nyFy(ny)






n = nyny, ninny =1

2/(nZ) = Z/mZ + Z/ny7Z



n = nyny, ninny =1

2/(nZ) = Z/mZ + Z/ny7Z

IR

XZZ) = yZImZ o\ ZimZ



n = nyny, ninny =1

IR

Z/(n1 n2Z) Z/H1Z + Z/nZZ

XZI0Z) = yZImZ o\ ZimZ

IR

KIx]/(x"=1) = KDxl/(x"=1) & Klx.]/(x2" - 1)

[K[XDXZ]/(X{“ - 19X2nz_ 1)

IR



n = nyny, ninny =1

IR

Z/(l’h n2Z) Z/H1Z + Z/nZZ

K ZIn7Z) ~ X1Z/n1Z y XZZ/nzz

K[x]/(x"-1)

IR

KDxq]/(x7" = 1) & K[x2]/(x"~1)
K[x1, 2]/ (X7 = 1, %%~ 1)
K™[x2]/(x3% - 1)

([Km)nz

IR

IR

IR

Fi(n) < nyFi(nq) +niFr(ny)



FFT de GOOd 20/35

n = nin, ninn, = 1
Z/(nnyZ) = Z/nmZ + Z/ny 7
XZ/(nZ) ~ X1Z/n1Z y XZZ/mZ

K[x]/(x"-1)

IR

Kxil/(x7" = 1) ® K[x]/(x;”~1)
K[x3, x2]/ (x7" = 1, %52~ 1)

K™ [xa]/ (x3% = 1)

([|<n1)n2

IR

IR

IR

F(n) < nyFy(nq)+nFi(ny)

La base 12 ou 24 est mieux pour les FFTs que la base 2!



Réduction de Rader

DFT de longueur p=5
( A(1) )
Alw)
A(w?)
A(w?)

\ A(@?) )

A(X) = ap+ a1 x+ar x> +azx>+asx* € K[x]/(x*-1)

\ 44 )
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Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A Y (111 1 1 [a)
Alw") 1T o' @0 o o*|] a
Alwd) | = | 1 0? 0* 0" 0 || a
A(w?) 1 0 o' 0 W?|] a;

LAY ) 1 0! 0 o o)\ a

A(X) = ap+ a1 x+ar x> +azx>+asx* € K[x]/(x*-1)



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A )Y (11 1 1 1 Y[a)
Al(w?) 1 0¥ @ 0¥ o || a
A | = |1 0¥ 0 0¥ o || a
A(w?) 1 0 0 0 07 || a

LAY ) 1 0¥ 0 0 0¥ )\ a)



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A ) (11 1 1 1 \[(a)
Al(w?) 1 0¥ @ 0¥ o || a
A | = |1 0¥ 0 0¥ o || a
A(w?) 1 0¥ 0 0¥ 0 || a

LAWY ) L1 0P 0 0P 0¥ )\ ag )



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A ) (11 1 1 1 \[(a)
Al(w?) 1 0¥ @ 0¥ o || a
A | = |1 0¥ 0 0¥ ¥ || a
A(w?) 1 0¥ 0¥ 0¥ 0 || a

LAY ) 1 0 0 0¥ o)\ a;s)



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A Y (111 1 1 [a)
Alw") 1T o' @0 o || a
Alw) | = |1 0? 0* ©® o' || a
A(w?) 1 o 0 o' @ || a4
L A(@) ) 1 @ o 0 o)\ a3



DFT de longueur p=5

(Vo\

Vi
V2

WEY

Vop+ Vi X+ V2X2+ V3X3

Réduction

w ~ N

€ T & &

(' + W x+ 0 x?+ w03 x3) (ug+ uy x + U x> + u3 x3)

modulo x*-1

de Rader
w3\ (Uo\
(,()1 uiq
6()2 u;

4
W)\ Uz
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Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(Vo\ (a)1 0?2 o a)3\(u0\
il | 0 o 0 o] u
vl | w0 e W] u

L v3 ) | 0° 0! W ot |\ us

o+ ViXx+ v xi+usx® = (0'+w?x+0*x?+ 03 x3) (ug+ ug x + uy X% + u3 x°)

modulo x*-1

F(p) < MK fixe(p-1)+2p-addik

ik(n) : cott de la multiplication dans K[x]/(x" - 1)
MK fixe(n) : quand un argument est fixe



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(Vo\ (a)1 0?2 o a)3\(u0\
il | 0 o 0 o] u
vl | w0 e W] u

L v3 ) | 0° 0! W ot |\ us

o+ ViXx+ v xi+usx® = (0'+w?x+0*x?+ 03 x3) (ug+ ug x + uy X% + u3 x°)

modulo x*-1

F(p) < Mifixe(p—1)+2p-addik
S 2F|]<(p—1)+2p-add|]<

Mix(n) : coat de la multiplication dans K[x]/(x"-1)
MK fixe(n) : quand un argument est fixe












Sin = ,]—(i+n)2 _ q—iz—nz—Zni -i
= I] I [90)

fifigii = 0T -
= "



Pour ay,...,a,-1€IK,

—(i+n)? _

_i%-n?-2ni _ i —(g+i)n - g

gi+n =1

P2+ 2-(i-j? _  a2if _ i)
n ST

fi 1 8i-j =

n-1
aj = ) ajo’ = fiZO (@) f)) &i-j
Jj=



Pour ay,...,a,.1€IK,

Gion = U o i q—izw-(§+")" - g

2,2 N N
fifigi-j=n"" ) = 2 = ol

n-1 n-1

aj = ) ajo’ = fi) (4 f) g
j=0 j=0
—— ~ ~~ o

DFT produit cyclique



k(n) < 3Fk(n)+nmulk (multiplication FFT)
K fixe(n) < 2Fy(n)+nmuly
Fi(n) s MK fixe(n) + 2 nmulk (Bluestein)

F(p) < MK fixe(p—1) +2naddyk (Rader)



Qo+ A1 X+ +ap1 X"



Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

Vo -~ -

< [Fy0 < [Fye0 Fy0



Multiplication dans [F)[x] 24735

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e e +an_1X29)X30(k—1)
(G J N . G v

Vs — -~

—1F,60 —[F,60 < [F60

Pourquoi [Fye?

2%-1 = 3%-5%-7-11-13-31-41-61-151-331-1321



Multiplication dans [F)[x] 24735

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e e +an_1X29)X30(k—1)
(G J N . G v

Vv NV -~

—[F,60 < [F,60 <[F,60

Pourquoi [Fye?

2%9-1 = 3%2.52.7-11-13-31-41-61-151-331- 1321

2 22 2.3 2.5 22.3 2.3.5 23.5 22.3.5 2.3.52



Multiplication dans [F)[x] 24735

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e e +an_1X29)X30(k—1)
(G J N . G v

Vv NV -~

—[F,60 < [F,60 <[F,60

Pourquoi [Fye?

2%9-1 = 3%2.52.7-11-13-31-41-61-151-331- 1321

2 22 2.3 2.5 22.3 2.3.5 23.5 22.3.5 2.3.52

2 22 2 2 22 22 2 22 2 22



Multiplication dans [F)[x]

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e . +an_1X29)X30(k—1)
(G —~ J N "y Y N —~ .,

—[F,60 < [F,60 —[F,60

Pourquoi [Fye ?

299-1 = 3%.52.7-11-13-31-41-61-151-331- 1321
2 2° 2-3 25 2*.3 2-3.5 2°.5 22.3.5 2.3.5

2 22 2 2 22 22 2 22 2 22
61 _ 1

- est irreductible = [Fwox[F, = F[x]/(x®'-1)
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A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]



A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€Fux], [1(2%-1), wl=1, [=n, calculer DFT(A)?



A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€Fux], [1(2%-1), wl=1, [=n, calculer DFT(A)?

i=0,...,[-1, vl k minimal avec A(w') € [Fv

A(wi) = A(a)i)a A((O)i)z) = A(C()i)z, cens A((a)i)ZM) _ A(wi)z‘H



FFT « de Frobenius » 25/35

A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€ R x], [1(2%-1), w'=1, [>n, calculer DFT(A)?

i=0,...,[-1, vl k minimal avec A(w') € [Fyv

A = A", AP = A, ..., A7) = A"

v fois plus de coefficients, mais v fois moins de valeurs a calculer



FFT « de Frobenius » 25/35

A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€ R x], [1(2%-1), w'=1, [>n, calculer DFT(A)?

i=0,...,[-1, vl k minimal avec A(w') € [Fv

A = A", AP = A, ..., A7) = A"

v fois plus de coefficients, mais v fois moins de valeurs a calculer

Au final, on gagne un facteur 2



PARTIE IlI

Multiplication en temps O(nlog n)




Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Une construction soigneuse donne

1°(n) < Cnlogn+2n"1°(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Une construction soigneuse donne

1°(n) < Cnlogn+2n"1°(n")

< Cnlogn+Cnlogn+4n™1°(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Une construction soigneuse donne

[°(n) < Cnlogn+2n1/zle(n1/2)
< Cnlogn+Cnlogn+4n™1°(n")
< Cnlogn+Cnlogn+Cnlogn+8n"1°(n%)



Note sur la multiplication de Schonhage—Strassen

Une construction soigneuse donne

1°(n)

<

Cnlogn+2 n"1°(n")

Cnlogn+Cnlogn +4nl |e(n1/4)

Cnlogn+Cnlogn+Cnlogn+8n%1°(n%)

Cnlogn+

loglogn x

+ Cnlogn+ O(nlogn)

27/35



Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")



Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n"1°(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)

< O(nlogn)



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)

< O(nlogn)

Objectif suivant :
I(n) < Cnlogn+(d-¢)n'"1(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)

< O(nlogn)

Objectif suivant :

I(n) < Cnlogn+(d-¢e)n'""1(n") ou

l n’ < Cn%logn+n9"I(n)
d-e€



L = K[u]/(u"-1)



Transformations polynomiales de Nussbaumer 28/35

L := Kl[u]/(u"-1)

Schonhage-Strassen

DFT
L{x]/(x"-1) == "

mulp -1y < nmulg+ O(n?log n)



Transformations polynomiales de Nussbaumer

L := K[u]/(u"-1)

Schonhage-Strassen

DFT
L{x]/(x"-1) == "

mulp -y < nmulg+O(n?logn)

Nussbaumer

DFT .
Lluy,...,uq]/(u5=1,...,ul-1) == "

d-1 d
mUll]_[uz ..... ugl/(us-1,...,ulf-1) < n mUII]_"' O(n IOg n)
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Transformations polynomiales de Nussbaumer

L := K[u]/(u"-1)

Schonhage-Strassen

DFT
L{x]/(x"-1) == "

mulp -y < nmulg+O(n?logn)
Nussbaumer

DFT .
Lluy,...,uq]/(u5=1,...,ul-1) == "

muli g, ulw-1,..u-n < n9 "mulp+O(n?log n)
Objectif suivant :

K[x]/ (x™/@-9 1) Klus,...,ugl/(uf=1,...,ul-1)

28/35



S1,-..,54 deux a deux premiers entres eux



S1,-..,54 deux a deux premiers entres eux

FFT de Good

K[x]/(x* %= 1) = Kluy,...,ugl/(uy' = 1,...,u5 - 1)



Restes chinois a la Good o

S1,-..,S4 deux a deux premiers entres eux
FFT de Good
K[x]/ (x4 =1) = Kluy,...,uql/(ui'=1,...,u; -1)
Cadre

« d fixé une fois pour toute (suffisamment grand)
° S1=21
e sk=(1-0(1))2! ., k=2,....d



Restes chinois a la Good o

S1,-..,S4 deux a deux premiers entres eux

FFT de Good
K[x]/(x* % =1) = Kluy,...,uql/(ui'=1,...,u4 - 1)
Cadre
« d fixé une fois pour toute (suffisamment grand)
° S1=21
e se=(1-0(1))2! ., k=2,....d

Klus,...,uql/(ui' =1,...,u; - 1) Kluy,...,uql/(ui=1,...,uf-1)



?
Klui,...,uql/(u] =1, 0 =1 —— Kuy,...,uql/(u]-1,...,u5-1)



Kluy,...,uql/(uy' = 1,...,uf = 1) Klus,...,uql/(ui'=1,...,u; - 1)
N
Klun, ..., ugl/ (uf' = 1,us™ =1, g™t =)



Kluy,...,uql/(uy' = 1,...,uf = 1) Klus,...,uql/(ui'=1,...,u; - 1)
N
Klun, ..., ugl/ (uf' = 1,us™ =1, g™t =)

Exemple

s =28 sy = 2841, 53 = 32241, s, = 132841



Premiere approche par Rader 30735

Kluy,...,uql/(ui' = 1,...,u5 - 1)

N\
K[us,..., ugl/(ui' =1, 0@ =1, 0§ -1)
Exemple
s1 =25 s =2%41,  s3=3-2%+41, 55 = 13-2%+1
Constante de Linnik
P(a, k) := min{ck+a:c€IN,ck+ aest premier}
P(k) := max{P(ak):0<a<k,ank=1}

L constante de Linnik :< P(k) = O(k")



Premiere approche par Rader 30735

Kluy,...,uql/(ui' =1,...,u5 - 1)
N

Klur, . ugl/ (= 1,08 =1, ™ =)

b

Exemple
s =25 s = 2841, 53 =3:2841, s, = 13-28+1

Constante de Linnik

P(a, k) min{ck+a:c€N,ck+a est premier}
P(k) := max{P(a,k):0<a<k,ank=1}
L constante de Linnik :< P(k) = O(k")

Empiriquement : P(k) = O(klog? k)



Constante de Linnik

P(a, k) min{ck+a:c€N, ck+ aest premier}
P(k) max{P(a, k):0<a<k,ank=1}
L constante de Linnik :< P(k) = O(k%)

. . . . 1
S'il existe une constante de Linnik L<1 + 05 alors

[(N) = O(NlogN).

S'il existe une constante de Linnik L<1+27"%2 alors

Mg,(n) = O(nlogqlog(nlogq)),

uniformément en q.
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VA




VA
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DFT, < Permutation

CS N N s
o E
Ct DFT; R ; Permutatnon) Ct

B —22( )2
(Su) = a1Zem5
JEZ
22k _iy2
(T u)g := Ze re Gy,

jez



Permutation

N
7

Permutation

AN
7

220k _Jy2
AN ettt
(Su)y = «a Ee £ uj
j€Z

a2tk _iy2
> ety

jez

(9u)k :



Matrices de rééchantillonage

Matrice pour & quand s=10, t=13 et =2

0.3142
0.0779
0.0076
2.9e-4
4.4e-6
2.7e-8
2.7e-8
4.4e-6
2.9e-4
0.0076
0.0779
| 0.3142

0.2280

0.3982
0.1305
0.0169
8.6e-4
1.7e-5
1.3e-7
5.3e-9
1.0e-6
9.2e-5
0.0032
0.0428

0.0216
0.1522
0.4230

0.2011

4.2e-4
0.0100
0.0934
0.3432

0.0344 0.2849

0.0023
6.1e-5
6.5e-7
3.5e-9
2.3e-7
2.6e-5
0.0012

0.0644 0.3714

0.0057
2.0e-4
2.8e-6
1.5e-8
4.7e-8
7.1e-6

1.7e-6
1.3e-4
0.0043
0.0527
0.2561

0.1109
0.0131
6.0e-4
1.1e-5
8.1e-8
8.9e-9

2.9e-9 1.7e-6
3.9e-7 8.9e-9
4.0e-5 8.1e-8
0.0017 1.1e-5
0.0274 6.0e-4
0.1757 0.0131
0.1109
0.3714
0.1757
0.0274 0.2561
0.0017 0.0527
4.0e-5 0.0043
3.9e-7 1.3e-4

4.2e-4
7.1e-6
4.7e-8
1.5e-8
2.8e-6
2.0e-4
0.0057
0.0644
0.2849

0.3432
0.0934
0.0100

0.0216
0.0012
2.6e-5
2.3e-7
3.5e-9
6.5e-7
6.1e-5
0.0023
0.0344
0.2011

0.4230
0.1522

0.2280 |
0.0428
0.0032
9.2e-5
1.0e-6
5.3e-9
1.3e-7
1.7e-5
8.6e-4
0.0169
0.1305
0.3982
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Matrices de rééchantillonage 3373

Matrice pour 9 quand s=10,t=13 et =2

59e-10 1.2e-37 9.8e-84 2.6e-148 5.2e-231 2.6e-148 9.8e-84 1.2e-37 5.9e-10 |
3.4e-6 1.0e-14 1.2e-46 5.3e-97 8.1e-166 1.6e-210 9.2e-132 1.8e-71 1.3e-29
1.4e-22 0.0021 0.0108 1.9e-20 1.3e-56 3.0e-111 2.5e-184 1.0e-190 3.3e-116 3.6e-60
7.6e-50 1.6e-16 3.7e-5 3.8e-27 1.3e-67 1.8e-126 8.4e-204 7.1e-172 1.2e-101
4.7e-88 1.6e-40 2.0e-11 1.3e-8 7.7e-35 1.5e-79 1.1e-142 2.8e-224 4.9e-154
3.6e-137 1.9e-75 3.6e-32 2.4e-7 5.2e-13 1.6e-43 1.8e-92 7.2e-160 2.4e-217
3.3e-197 2.7e-121 8.1e-64 8.5e-25 3.2e-4 2.0e-18 3.5e-53 2.2e-106 4.8e-178
3.3e-197 4.8e-178 2.2e-106 3.5e-33 2.0e-18 3.2e-4 8.5e-25 8.le-64 2.7e-121
3.6e-137 2.4e-217 7.2e-160 1.8e-92 1.6e-43 5.2e-13 24e-7 3.6e-32 1.9e-75
4.7e-88 4.9e-154 2.8e-224 1.1e-142 1.5e-79 7.7e-35 1.3e-8 2.0e-11 1.6e-40
7.6e-50 1.2e-101 7.1e-172 8.4e-204 1.8e-126 1.3e-67 3.8e-27 3.7e-5 1.6e-16
1.4e-22 3.6e-60 3.3e-116 1.0e-190 2.5e-184 3.0e-111 1.3e-56 1.9e-20 0.0108  0.0021
3.4e-6 1.3e-29 1.8e-71 9.2e-132 1.6e-210 8.1e-166 5.3e-97 1.2e-46 1.0e-14




Matrices de rééchantillonage 3373

Matrice pour 9 quand s=10,t=13 et =2

59e-10 1.2e-37 9.8e-84 2.6e-148 5.2e-231 2.6e-148 9.8e-84 1.2e-37 5.9e-10 |
3.4e-6 1.0e-14 1.2e-46 5.3e-97 8.1e-166 1.6e-210 9.2e-132 1.8e-71 1.3e-29
1.4e-22 0.0021 0.0108 1.9e-20 1.3e-56 3.0e-111 2.5e-184 1.0e-190 3.3e-116 3.6e-60
7.6e-50 1.6e-16 3.7e-5 3.8e-27 1.3e-67 1.8e-126 8.4e-204 7.1e-172 1.2e-101
4.7e-88 1.6e-40 2.0e-11 1.3e-8 7.7e-35 1.5e-79 1.1e-142 2.8e-224 4.9e-154
3.6e-137 1.9e-75 3.6e-32 2.4e-7 5.2e-13 1.6e-43 1.8e-92 7.2e-160 2.4e-217
3.3e-197 2.7e-121 8.1e-64 8.5e-25 3.2e-4 2.0e-18 3.5e-53 2.2e-106 4.8e-178
3.3e-197 4.8e-178 2.2e-106 3.5e-33 2.0e-18 3.2e-4 8.5e-25 8.le-64 2.7e-121
3.6e-137 2.4e-217 7.2e-160 1.8e-92 1.6e-43 5.2e-13 24e-7 3.6e-32 1.9e-75
4.7e-88 4.9e-154 2.8e-224 1.1e-142 1.5e-79 7.7e-35 1.3e-8 2.0e-11 1.6e-40
7.6e-50 1.2e-101 7.1e-172 8.4e-204 1.8e-126 1.3e-67 3.8e-27 3.7e-5 1.6e-16
1.4e-22 3.6e-60 3.3e-116 1.0e-190 2.5e-184 3.0e-111 1.3e-56 1.9e-20 0.0108  0.0021
3.4e-6 1.3e-29 1.8e-71 9.2e-132 1.6e-210 8.1e-166 5.3e-97 1.2e-46 1.0e-14

-1

t 1 T § . DFT,
—>1+— == DFT; precise via C°*—C >
s a?

M M
C'—>C'—C*—C*




Z

Plongement

C[x]/(x\;“'rd—1)

Restes chinois a la Good

Cluy,...,uql/(uf=1,...,ud=1)

Multiplication FFT

4

DFT(ry,...,ry) sur Clui]/(uf-1)

Rééchantillonage gaussien

A4

DFT(ry,...,r1) sur Clui]/(uf-1)

Réduction de Bluestein

A4

Cluy,...,uql/ (U =1,...,uf-1)
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MULTIPLICATION RAPIDE |l

Joris van der Hoeven
CNRS, Ecole polytechnique

JNCF, Luminy 1 mars, 2022



Complexités de multiplication 2730

b précision en chiffres binaires

d degré ou ordre

r taille d'une matrice ou ordre différentiel
s taille d'un support creux

Algébre | Complexité Notes Référence

z, |(p) e O LV1081o80) détendu vdH

K[[]] Mu(d) 21V o818 ) détendu vdH

K™ "[x] O(Qi(r) d + r* Mi(d)) K| >d Bostan—Schost

K[x, 0,] O(Qu(r) %+ r My(d) log d) | d=r:=deg, Benoit-Bostan-vdH
O(Qi(d)Ty+dMy(r)logr) | r=d:=deg,

EZ,\L,ES Mm(d)eo(‘/@) d=[L: K] vdH-Lecerf

K[x1,...,xn] | O(MK(s)) creux, heuristique | vdH-Lecerf, vdH




. K
Evaluation multi-points : P€K[x],degP<d, ay,...,0€K — P(ay),...,P(ay)



Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

- ?
Evaluation multi-points : P€K[x], degP<d, ay,...,a4€K — P(ay),...,Playg)

Observation :  P(ay)=Prem (x - ay)



Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

- ?
Evaluation multi-points : P€K[x], degP<d, ay,..., €K —  Play),..., P(ay)
Observation :  P(ay)=Prem (x - ay)

Arbre de restes

Prem (x - o) (x - o) (x - a3) (X — ata) Prem (x - as) (x - ats) (x — a7) (x - axg)

Prem(x-o7)(x-ay) Prem(x-a3)(x—0oy) Prem(x-as)(x-as) Prem(x-a7)(x - og)

/ N\ / N\ /N /N

P(a) P(a) P(ars) P(a) P(as) P(a) P(az) P(as)



Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

- ?
Evaluation multi-points : P€K[x], degP<d, ay,..., €K —  Play),..., P(ay)
Observation :  P(ay)=Prem (x - ay)

Arbre de restes

Prem (x - o) (x - o) (x - a3) (X — ata) Prem (x - as) (x - ats) (x — a7) (x - axg)
Prem(x-o7)(x-ay) Prem(x-a3)(x—0oy) Prem(x-as)(x-as) Prem(x-a7)(x - og)

/ N\ / N\ /N /N

P(a) P(a) P(ars) P(a) P(as) P(a) P(az) P(as)

Ex(d) = OQ2My(d/2)+4My(d/4)+---) = O(M(d)logd)



Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

Arbres de restes

P
Prem(x-o;)(x-ay) Prem(x-az)(x-ay)
N
P(ar) P(a) P(as) P(as)

Ex(d) = O(Mi(d)log d)
Exl(d) = O(Mi(d)log d)



Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

Arbres de restes Evaluation multi-points
P P(ar1) Ta - af Po
Prem(x—mmag)(x—m) [ E ] ) [: : ;_1 [ E ]
/ /N P(ag) T ag -+ oy Pa-1
P(an) P(a) P(as) P(as)

Ex(d) = O(Mi(d)log d)
Exl(d) = O(Mi(d)log d)



Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

Arbres de restes Evaluation multi-points
P P(ar1) Ta - af Po
Prem(x-o;)(x-ay) Prem(x-az)(x-ay) : N :_ :
\ ’ 3\ ! P(eg) Tag - aj ' J\ Pis
P(an) P(a) P(as) P(as)
Opération transposée
(1 -~ 1 \( ¢
Ex(d) = O(Mi(d)logd)

ap oy i

Exl(d) = O(M(d)logd)




Evaluation-interpolation et opérations transposées 3/30

Arbres de restes Evaluation multi-points
P P(ar1) Ta - af Po
p ~ _ p = ~ : = : :
rem(x—o)(x—ay) Prem(x a{(x oty) Pla) _— 0{5'1 P, .
P(an) P(a) P(as) P(as)
Opération transposée
( )
Ex(d) = O(M(d)logd) e
Ell(d) = O(My(d)logd) % 4 !
d-1 d-1
E(d) = O(M(d)logd) VAT

Ex’'(d) = O(Mi(d)logd)






Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1



Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1

—— Multiplication FFT a coefficients dans [K™"



Multiplication de polyndmes de matrices 5/30

Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1

—— Multiplication FFT a coefficients dans [K™"
M[](rxr(d) < 3 F[](rxr(n) +n Qﬂ((r)

3 I‘z F|]<(n) + nQK(r)
r> M(d) + n Q(r).

A



Multiplication de polyndmes de matrices 5/30

Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1

—— Multiplication FFT a coefficients dans [K™"
M[](rxr(d) < 3 F[](rxr(n) +n Qﬂ((r)

3 I‘z F|]<(n) + nQK(r)
r> M(d) + n Q(r).

A

Cas2: 2d<n, n=0(d), o"=1



Multiplication de polyndmes de matrices 5/30

Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1

—— Multiplication FFT a coefficients dans [K™"
M[err(d) < 3 Fl](rxr(n) +n Q]]((r)

3 I‘z F|]<(n) + nQK(r)
r> M(d) + n Q(r).

A

Cas2: 2d<n, n=0(d), o"=1

—— Multiplication TFT a coefficients dans [K"™"



Multiplication de polyndmes de matrices

Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1

—— Multiplication FFT a coefficients dans [K™"
M[err(d) < 3 Fl](rxr(n) +n Q]]((r)

3 I‘z F|]<(n) + nQK(r)
r> M(d) + n Q(r).

A

Cas2: 2d<n, n=0(d), o"=1

—— Multiplication TFT a coefficients dans [K"™"

Cas3: |K|>d

—— Evaluation-interpolation suite géométrique de d points
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Multiplication de polyndmes de matrices

Cas1: 2d<n, n~2d, o"=1

—— Multiplication FFT a coefficients dans [K™"
M[err(d) < 3 Fl](rxr(n) +n Q]]((r)

3 I‘z F|]<(n) + nQK(r)
r> M(d) + n Q(r).

A

Cas2: 2d<n, n=0(d), o"=1

—— Multiplication TFT a coefficients dans [K"™"

Cas3: |K|>d

—— Evaluation-interpolation suite géométrique de d points

Mir(d) < O(r* Mi(n)) + nQu(r)

5/30



Inverse d'une série de matrices
M= 1+Miz+MyzZ?+--- € IK™[Z]]

Calcul de M+ O(z% en temps O(MM(d, r))



Applications

Inverse d'une série de matrices
M= 1+Miz+MyZ?+--- € K™[z]]

Calcul de M+ O(z9) en temps O(MM(d, r))
Padé-Hermite

fis-.., fr€K[[Z]]. Trouver p,...,p,€K[z] de degré <d avec

pifit-+pefr = O

Génériquement en temps O(MM(d, r)log d)

6/30






Des séries comme « flots » de coefficients

fo= foree



Des séries comme « flots » de coefficients

f = forfizee



Des séries comme « flots » de coefficients

f = fo+rfiz+ 2%+



Des séries comme « flots » de coefficients

f = fo+rtfiz+ L2+ 320+



Calcul détendu

Des séries comme « flots » de coefficients

Multiplication paresseuse

f=fo+--
g = go+--
h=fg = (f&o+-

f = forfiz+ 2%+ 322+ -+

8/30

8o

Jo




Calcul détendu

Des séries comme « flots » de coefficients

Multiplication paresseuse

f=forhize
g= Gz
h=fg = (feo+ (fehz+--

f = forfiz+ 2%+ 322+ -+

8/30

&1

8o

fi




Calcul détendu o

Des séries comme « flots » de coefficients

f = forfiz+ 2%+ 322+ -+

Multiplication paresseuse

f = fo+f12+fz222+--- ol h
g = g0+g1Z+g22 + o
h=fg = (fo+(fhz+(faz+:- &1 | b ho
go| ho hy hy

ol fi fo



Calcul détendu

Des séries comme « flots » de coefficients

f = forfiz+ 2%+ 322+ -+

Multiplication paresseuse

f = ﬁ)+f12+f22+f32 +oee
g = g0+g1z+gzz +g3z + -
h=1g = (f8o+(f&1z+(f8):2 +(fg)3Z + -

8/30

83| hs

82 hz h3

81| hy hy hs
8o | hy hy hy hs

f3




Calcul détendu

Des séries comme « flots » de coefficients

f = forfiz+ 2%+ 322+ -+

Multiplication paresseuse

f=fo+fiz+ oz° +f32 b
g = Lo+G1Z+G7*+837%+-
h= fg = (fg)0+(fg)12+ fgzz +(fg)3z 4o

Complexité en O(d?)

8/30

83| hs

82 hz h3

81| hy hy hs
8o | hy hy hy hs

f3




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans IK[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

]%:: DFTO)(fb+ [P +ﬁb—1zb_1)€ [I(Zb
Bo:=DFT(gp+ - +gap.1 20 T) EK?P
hop+ -+ + hap_1 2207 += DFT.(fo 8o)




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl 013

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b




Multiplication détendue d'ordre d=bl o130

w?=1  Ry(d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

f1:=DFTy(fop+---+ fop_1 227
81:=DFTu(gop+ - +g3p-1277")
hsp+---+ h5b_122b_1 += DFT;O1(]2()§1 +f1§0)




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1

Ru(d) < (21— 1)Ry(b) + 2 bRyc(L- 1) + 6 [ Fe(2 b)




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produits semi-détendues d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1

R|]<(d) S R|]((b) +21 Rﬁ((b) +2b Ru((l) +61 F|]((2 b)




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

a)2b= 1 R|]((d)?

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

. Produits semi-détendues d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1

— R|]<(d) < R|]((b) +21 Rﬁ((b) +2b R|]<l +6 F|]<(2 b)
Rik(d) < [Ri(b) + 2 bRix(l) + 4 Fy(2 b)




Multiplication détendue d'ordre d=bl 9130

log d
2b_ 1 b~ ex

Ri(d)? P e,/zlogzloglogd

. Produits détendues dans [K[[z]] d'ordre b

@

. Produits semi-détendues d'ordre b

. Produit détendu dans K*?[[z]] d'ordre [- 1

— R|]<(d) < R|]((b) +21 Rﬁ((b) +2b R|]<l +6 F|]<(2 b)
Rik(d) < [Ri(b) + 2 bRix(l) + 4 Fy(2 b)

Ruc(d) = O(Rik(d)) = Myc(d) e “(V'""8)



Calcul de I'exponentielle g=e’, f=fiz+fz*+---



Calcul de I'exponentielle g=e’, f=fiz+fz*+---

g -fe
g -1+[fg



Calcul de I'exponentielle g=e’, f=fiz+fz%+---
g =r8
g -1+[fg
8k = (ff'g)k (k>0)



Calcul de I'exponentielle g=e’, f=fiz+fz*+---

g -fe
g -1+[fg
g - (]1g),

- 2D (k=)



Calcul de I'exponentielle g=e’, f=fiz+fz*+---

g =18

g -1+[fg

8k = (ff’g)k
= lk(f'g)kq

} }?(ﬁgk—ﬁzﬁgk—ﬁ'“+kfkgo) (k>0)



Calcul de I'exponentielle g=e’, f=fiz+fz*+---

g =18

g -1+[fg

8k = (ff’g)k
= lk(f'g)kq

} }?(ﬁgk—ﬁzﬁgk—ﬁ'“+kfkgo) (k>0)

— s E(d)<R(d)+ O(d)



Applications 10/30

Calcul de I'exponentielle g=ef, f=fiz+fz%+---

g -fg

g -1+[fg

8k = <.[f,g>k
- LR

=lk(ﬁgk_1+2ﬁgk-z+---+/<f/<go> (k>0)

— E(d)<R(d) + O(d)

—— Résolution d'une équation «récursive » : presque aussi vite que son évaluation






Ix = xF+x

IHxk) = kxk



Ix = xF+x

IHxk) = kxk

d
L = Z L,‘,inSj



Ix = xF+x

IHxk) = kxk
d r
L = Z L,‘,ingj
i=0 j=0

Multiplication par évaluation-interpolation ?



Ix = xF+x

IHxk) = kxk
d r
L = Z L,‘,ingj
i=0 j=0

Multiplication par évaluation-interpolation ?

Kix], := {P€K][x]:degP<n}
L : K[x], — Klx]n:d



Ix = xF+x

IHxk) = kxk
d r
L = Z L,‘,ingj
i=0 j=0

Multiplication par évaluation-interpolation ?

Kix], := {P€K][x]:degP<n}
L : K[x], — Klx]n:d

[ = Matd()? n?









[ = xk Matd(L) =0 . 0




L = xkg Matd(L) = o . 0




L
= Xk
(9[
M
a
ta(L)
0
0




M= Alo0 1222 ... p?

(11 1 1
012 -+ n

-

L0 1" 2" - 0"



Opérateurs différentiels

A=]| : 3 Matd(L) = | Mgy Mon

L —> Matd(L) en temps O(d(n/r)yM(r)logr) si n=r

(1.1 1

012 -
M= Al0 1?2 2% ...

L0 1" 27 -

13/30




Opérateurs différentiels

13/30

(Mo,o \ (11 1 --- 1)
Loo - Lor SRS 012 - n
A= : Matd(L) = [ May ~ Mo, M=A012 ..
Lio -+ Ly, I Do :
\ Ma,n | L0 172 .- n"

L —> Matd(L) en temps O(d(n/r)M(r)logr) si

nzr

Matd(L)— L en temps O(dM(r)logr) si

nzr



Opérateurs différentiels

13/30

(Mo,o \ (11 1 --- 1)
Loo - Lor SRS 012 - n
A= : Matd(L) = [ May ~ Mo, M=A012 ..
Lio -+ Ly, I Do :
\ Ma,n | L0 172 .- n"

L —> Matd(L) en temps O(d(n/r)M(r)logr) si

nzr

Matd(L)— L en temps O(dM(r)logr) si

nzr

Mat3d(KL) = Matj,, 4(K) Mat§(L)



Opérateurs différentiels

(Mo,o \ (11 1 ---
Loo -+ Lo, S 01 2 --
A= : : Matd(L) = | Mgy Mo, M=Alo 1222 ...
Lio -+ Lqgr L N
\ Md,n) \0 17 2" ...
L — Matd(L) en temps O(d(n/r)M(r)logr) si n=r
Matd(L)— L en temps O(dM(r)logr) si n=r

Mat3d(KL) = Matj,, 4(K) Mat§(L)

SMi s(d,r) = O(Q(r)%+dM(r)logr)

13/30

sir=d



Opérateurs différentiels

(Mo,o \ (11 1 ---

Loo -+ Lo N o1 2 -

A= : : Matd(L) = | Mgy Mo.n M=Alo 1222 ...
Lao - Lg, KR P

\ Md,n) \0 1" 2r ...

L — Matd(L) en temps O(d(n/r)M(r)logr) si n=r
Matd(L) — L en temps O(dM(r)logr) si n=r

Mat3d(KL) = Matj,, 4(K) Mat§(L)

SMi.5(d,r) = O(Q(r) %+ dM(r)logr)
Qi (r) = O(SMk s (r,r)+rM(r)logr)

13/30

sir=d

sid=r



Applications

Opération Complexité Notes
Produit SMk s(d, r) détendu
Division exacte O(SMk s(d,r)logd) |d=r

Pseudo-division

O(SM s(d’, r)log d’)

résultats simplifiés de degré <d’

Pseudo-pgcd a droite

O(SMg s(d’, r)logd")

pgcd de degré <d’ et d<d’, Las Vegas

Pseudo-ppcm a gauche

ppcm de degré <d" et d<d’, Las Vegas

Systéeme fondamental

O(SMi s(d, r)log d)

a l'ordre O(x¢)

Annulateur

(
(
O(SM s(d’,r)logd")
(
(

O(SM 9(d, r)logr)

a l'ordre O(x¢)

14/30












L = K[ay, aal/ (pa(orr), pa ey, o)), dri=dege, pr=[Ky:Kol, dy:=degg, po=[IK;: K]



L = K[, o]/ (Hr(onr), pa(ar, @), dyi=degg, pi=[Ky: Kol, dy:=degq, po=[K;: [K/]

A B




K O

L= K[
a]aaZ]/(
l11(051)
s H
(o, 00)), dyi:=deg
a1,u1=[|]<1'[K
: Ko ], dy:=d
= egazlu2=[[K
21 [Ky]

P12=A'B

2d2_1 Ilz. . . [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
H1 [ [ [




Kronecker + réduction a la Lebreton 17/30

|]—=|]<[051,052]/(111(051),#2(051,052)), d1:=dega1,u1=[|]<1=|]<o], d2?=dega2ﬁlz=[ﬂ<2=|]<1]

P12=A'B

P := P1,bas+ (P1,haut rem”])

2d,-1
Hi )




Kronecker + réduction a la Lebreton 17/30

|]—=|]<[051,052]/(111(051),#2(051,052)), d1:=dega1,u1=[|]<1=|]<o], d2?=dega2ﬁlz=[ﬂ<2=|]<1]

P1 I=A' B
Py := Pi pas + (P1 haut rem piy)
| °© o o o Q1 := Py haut - Prelnv(p)
>4 1{ Hoe o o o J Qy:=Q  rem py
T = — — — — —
Ha




IL = K[y, o]/ (1 onr), pal e, o)),

2d,-1

Kronecker + réduction a la Lebreton

dy:=degq, 1 =[Ky: Ko], dy:=degg, po=[IK;: K]

Ha

Pi:=A-B

Py := Py pas+ (P1 haut rem py)
Q1 := P haut - Prelnv(py)
Qy:=Q;  rempuy

P3:= (P>~ Qz f12)bas

17/30



IL = K[y, o]/ (1 onr), pal e, o)),

2d,-1

Kronecker + réduction a la Lebreton

dy:=degq, 1 =[Ky: Ko], dy:=degg, po=[IK;: K]

Pi:=A-B

Py := P1 pas + (P1 haut rem piq)
Q1 := Py haut - Prelnv(py)
Qy:=Q;  rempuy

P3:= (P>~ Qa f12)bas

Py:=Psrem p;

17/30



Kronecker + réduction a la Lebreton 17/30

|]—=|]<[051,052]/(#1(051),#2(051,052)), d1:=dega1,tt1=[|]<1=|]<o], d2==dega2#2=[|]<2=|]<1]

P12=A' B
- Py:= P1,bas+ (P1,haut remﬂ])

Q1 := P haut - Prelnv(py)

o Ly Qy:= QLl rem i
2d,-1
0 ° ° ° ° P3:=(P2_Q2P2)bas
° ° ° ° ° — Py:= Psrem
" 4 3 Hi
2d;-1

1 réduction a I'étage t —— 3 réductions a I'étage -1



Kronecker + réduction a la Lebreton

|]—=|]<[051,052]/(111(051),#2(051,052)), d1:=dega1,u1=[|]<1=|]<o], d2==dega2ﬁlz=[ﬂ<2=|]<1]

2d,-1

Fﬁ I==/4' [3
- Py:= P1,bas+ (P1,haut rem,u1)

Q1 := P haut - Prelnv(py)

> 1 Qy:=Q;  rempuy

b ° ° . P3:=(P2—Q2P2)bas

S o o 0 — Py:= Psrem iy
2d;-1

Mp(1) = O(Mi(3"d)) d = [L:K]

17/30



Cas le plus défavorable

di=--=d=2 = mp=O0(MK(6")= O(Mi(d**®))



Cas le plus défavorable

di=--=d=2 = mp=O0(MK(6")= O(Mi(d**®))

Eléments primitif g

F
IR

K[A]
O(Mi(d))

MBI



Comment faire mieux? -

Cas le plus défavorable

di=-=di=2 == myp=0(Mg(6") = O(MK(d*>®))

Eléments primitif g

F
IR

K[B]
O(M(d))

MK[B]
Problémes

Il faut pré-calculer I'élément primitif



Comment faire mieux?

Cas le plus défavorable

di=-=di=2 == myp=0(Mg(6") = O(MK(d*>®))

Eléments primitif g

F
IR

K[B]
O(M(d))

MKl
Problémes
Il faut pré-calculer I'élément primitif

Colt des conversions L= K[f] en O(mk d®) ou }h<@<2

18/30






O(mgee (de-1dp)®) + -+

(di-++d )+ -
O(mn(?cc

il O(mi (d o d5)?)
7QL@~

.n:-’f"i ‘I

O(mi)
LR S




Tours accélérés

mp = My(d)e®1s?)



Tours accélérés

mp = My(d)e®1s?)

Généralisation

Marche pour des tours séparables tant que I'on ne divise pas par zéro



Complexité et applications

Tours accélérés

mp = M|]<(d) eoN@)

Généralisation

Marche pour des tours séparables tant que |'on ne divise pas par zéro

Evaluation dirigée

Séparer le calcul en deux branches en cas de division par zéro
o Privilégier la branche de plus haut degré
« Traiter les branches résiduelles collectivement a la fin

(variante de |'« évaluation dynamique » de Duval et al.)

20/30



Complexité et applications

Tours accélérés

mp = M|]<(d) eoN@)

Généralisation

Marche pour des tours séparables tant que |'on ne divise pas par zéro

Evaluation dirigée

Séparer le calcul en deux branches en cas de division par zéro
o Privilégier la branche de plus haut degré
« Traiter les branches résiduelles collectivement a la fin

(variante de |'« évaluation dynamique » de Duval et al.)

Application
Multiplication dans IL"™" en temps O(Q(r) d) lorsque d = ro"

20/30
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ab € K[x] := K[x,...,x,]

f = ab

€ €1

f(X) = a1 x%+--+csx®
(x=x{" o x8)

Etape . dé e |||.||e S, € e
1 . t I | I s 1
9y S



ab € K[x] := K[x,...,x,]

f = ab

€_ €1,

f(x) = c1x%+--+c5x® (X =x7" - x.")

Etape 1: déterminers, ey,...,e;

Etape 2: déterminer cy,...,Cs



Multiplication creuse 213

ab € K[x] := K[xy,...,x,]

f = ab

€ €1,

f(x) = 1 x%+--+Cx® (xC=x7"-- x.")

Etape 1: déterminers, ey,...,e;

Etape 2: déterminer cy,...,C;

« Etape 1 souvent facile : a et b sont denses jusqu'a un certain degré total
« Ou peu cher: K=Q, cy,...,cs « gros », et ey,..., e; déterminés pour f modp



Multiplication creuse 213

ab € K[x] := K[xy,...,x,]

f = ab

€ €1,

f(x) = 1 x%+--+Cx® (xC=x7"-- x.")

Etape 1: déterminers, ey,...,e;

Etape 2: déterminer cy,...,C;

« Etape 1 souvent facile : a et b sont denses jusqu'a un certain degré total
« Ou peu cher: K=Q, cy,...,cs « gros », et ey,..., e; déterminés pour f modp

—— nous allons nous focaliser sur I'Etape 2



MéthOde de Prony 23/30

Idée : considérer I'évaluation de f sur une suite géométrique 1,a, o?, ... €K”

f() 1 T 1

fle) at  a® - a® o

f(e) ) (@) ()" - (a®)

Cs
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Idée : considérer I'évaluation de f sur une suite géométrique 1,a, o?, ... €K”

f() 1 T 1

f(@ a ot oat |l
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Cs

Evaluation: aetbh —— a(1),a(a),...,a(a*") et b(1), b(c),...,b(a* ")

Multiplication par Vandermonde = transposé de |'évaluation multi-points



Méthode de Prony 23730

Idée : considérer I'évaluation de f sur une suite géométrique 1,a, o?, ... €K”

f() 1 T 1

f(@ a ot oat |l

fl@) | 7| @ (@2 - (@)

Cs

Evaluation: aetbh —— a(1),a(a),...,a(a*") et b(1), b(c),...,b(a* ")

Multiplication par Vandermonde = transposé de |'évaluation multi-points

Interpolation: f(1), f(a),..., f(a*) — f
Multiplication par inverse Vandermonde = transposé de l'interpolation polynomiale



Méthode de Prony 23730

Idée : considérer I'évaluation de f sur une suite géométrique 1,a, o?, ... €K”

f() 1 T 1

f(a) ' am - at ||

f(O(z) - (ae1)2 (0562)2 . (aes)Z
: : : : Cs
Evaluation: aetbh —— a(1),a(a),...,a(a*") et b(1), b(c),...,b(a* ")

Multiplication par Vandermonde = transposé de |'évaluation multi-points

Interpolation: f(1), f(a),..., f(a*) — f
Multiplication par inverse Vandermonde = transposé de l'interpolation polynomiale

(suppose a®, a%,...,a% deux a deux distincts)



Méthode de Prony 23730

Idée : considérer I'évaluation de f sur une suite géométrique 1,a, o?, ... €K”

f() 1 T 1

f(a) ' am - at ||

fl@) | 7| @ (@2 - (@)

Cs

Evaluation: aetbh —— a(1),a(a),...,a(a*") et b(1), b(c),...,b(a* ")

Multiplication par Vandermonde = transposé de |'évaluation multi-points

Interpolation: f(1), f(a),..., f(a*) — f
Multiplication par inverse Vandermonde = transposé de l'interpolation polynomiale

(suppose a®, a%,...,a% deux a deux distincts)

ME"%(s) = O(M(s)logs)
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Exploitation de la FFT 2430

Espoir : évaluation-interpolation plus rapide pour « racine de l'unité

Probleme : «collisions » dans {a®,..., a®"}

Cadre plus précis : pour rxs,
« Evaluation de aet de ben t*:=(t",..., t") dans K[t]/(t"-1) —— det b
« f:=db par multiplication FFT
« Interpoler f

Note: (t1¢=(t")% <= t'¢=t"% <= (A1-e;=A-e; modulo r)
j



Exploitation de la FFT 2430

Espoir : évaluation-interpolation plus rapide pour « racine de l'unité

Probleme : «collisions » dans {a®,..., a®"}

Cadre plus précis : pour rxs,
« Evaluation de aet de ben t*:=(t",..., t") dans K[t]/(t"-1) —— det b
« f:=db par multiplication FFT
« Interpoler f

Note: (t1)¢=(t"% = tt1o=t"% — (A-ei=A-ej modulo r)

Modéle (ou hypothése heuristique)
Pour A4,..., A, aléatoires :

A-ey,...,A-esmodulo r «» tirage aléatoire de s entiers modulo r
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s boules dans r=ts tiroirs

px : probabilité pour une boule de finir dans un tiroir avec k boules



s boules dans r=ts tiroirs

px : probabilité pour une boule de finir dans un tiroir avec k boules

py = (1_l>5“ _ U Mlog(1-) _ o ++0(5) _ e-%+o(l)

r



Tirages aléatoires de boules 25/30

s boules dans r=7s tiroirs

pr : probabilité pour une boule de finir dans un tiroir avec k boules

(1-1)5_1 _ e(5—1)log<1—%> _ e—lT+O(%) _ e_lf+0<%>

r

P1

1

s—1\ 1 1\s-k e 1
o (k—1>F(1'7) ] (k-1)!rk-1+o<§>
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« Enentrée:a, bet f= Y . _cix% avec o<s (modulo permutation d'indices)

<o



Interpolation partielle itérée 26/3

(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

« Enentrée: a, bet f= Y . _cix% avec o<s (modulo permutation d'indices)

i<so

o Tirer au hasard A pour r=71(s-0)
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(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

« Enentrée: a, bet f= Y . _cix% avec o<s (modulo permutation d'indices)

i<so

o Tirer au hasard A pour r=71(s-0)

« Calculer §:=a(t? b(t’l)—f(t’l) modulo " -1



Interpolation partielle itérée 26/3

(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

« Enentrée: a, bet f= Y . _cix% avec o<s (modulo permutation d'indices)

i<so

o Tirer au hasard A pour r=71(s-0)
« Calculer §:=a(t? b(t’l)—f(t’l) modulo " -1

« Soit &" la partie « sans collisions » de §
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(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

En entrée : q, betf=z

i, Cix® avec o <s (modulo permutation d'indices)

Tirer au hasard A pour r=17(s- o)

Calculer 8:=a(t?) b(t’l)—f(t’l) modulo " -1

Soit §” la partie « sans collisions » de 6

Recommencer avec f+ " jusqu'a o=s
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(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

En entrée : q, betf=z

i, Cix® avec o <s (modulo permutation d'indices)

Tirer au hasard A pour r=17(s- o)

Calculer 8:=a(t?) b(t’l)—f(t’l) modulo " -1

Soit §” la partie « sans collisions » de 6

Recommencer avec f+ " jusqu'a o=s

1
En moyenne : 6" contient e *(s- o) termes



Interpolation partielle itérée 26/3

(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

« Enentrée: a, bet f= Y . _cix% avec o<s (modulo permutation d'indices)

i<so

Tirer au hasard A pour r=17(s- o)

Calculer 8:=a(t?) b(t’l)—f(t’l) modulo " -1

Soit §” la partie « sans collisions » de 6

Recommencer avec f+ " jusqu'a o=s

1
En moyenne : 6" contient e *(s- o) termes

Complexité : ~7 (Mi(s) + MR((1-¢ ) s) + M&((1=e 7)2s)+ - - -+ O(slog s)



Interpolation partielle itérée 26/3

(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—Roche)

En entrée : q, betf=z

i, Cix® avec o <s (modulo permutation d'indices)

Tirer au hasard A pour r=17(s- o)

Calculer 8:=a(t?) b(t’l)—f(t’l) modulo " -1

Soit §” la partie « sans collisions » de 6

Recommencer avec f+ " jusqu'a o=s

1
En moyenne : 6" contient e *(s- o) termes

1

Complexité : ~te* Mi(s) + O(slogs)



Interpolation partielle itérée 26/3

(amélioration d'une technique de Arnold-Giesbrecht—-Roche)

« Enentrée:a bet f=Y . cix%avec o<s(modulo permutation d'indices)

i<so

Tirer au hasard A pour r=17(s-0)

Calculer 8:=a(t?) b(t’l)—f(t’l) modulo " -1

Soit 8" la partie « sans collisions » de §

Recommencer avec f+ " jusqu'a o=s

1
En moyenne : §" contient e *(s- o) termes

Complexité : ~te* Mi(s) + O(slogs)

ME*(5) <heuristque (€ + 0(1)) Mik(s) + O(slog )



a=xy’+3xy®z-2x3y04+x10yM173

2+yz+3x*y*7’

o
I

ab = 3X12y18z6+X10y1524+9x3y1024+3X3y9z3_4x10y14z3+

-
I

3xy’Z2+7xy°z-2x3yMz+2xy° -4 xBy"?



Jeux des boules mysteres

(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)

1 2 3 4 5

f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(_4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘
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Jeux des boules mysteres

(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)

Y 2 1 1
1 2 3 4 5
f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(_4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘



Jeux des boules mysteres 27730

(x,y,z)=(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)
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3 3
2 2 1 1 2
1 2 3 4 5
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Jeux des boules mysteres 27730

(x,y,z)=(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)
3t 1 t 2 2 ¢ 1 t 2 2t
3 3
2 2 1 4 1 4 2
1 2 3 4 5
f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(_4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘



(X’ y’Z)=
t t2

5

1 3

Jeux des boules mysteres

(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)

3 )
Y 2 1 4 1
1 2 3 4 5
f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(_4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘



(X’ y’Z)=
t t2

5

1 3

Jeux des boules mysteres

(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)

3 )
Y 2 6 1 4 1
1 2 3 4 5
f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(_4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘



(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

34,1 10,,14 3

f= |3x12y1826|+l1 x10y1524|+|9x % 0z4l+l3x3y9z3l+l(—4)x % 2+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

€

€ €

e ©0e @6
@ € € €

f- 3 12 y1826'+'1 510 y1524'+'9 E y1oz4l+l3 X3y z3l+l(—4)x10y14z3|+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

f= 3x" y1826|+l1 x10 y1524|+ Ix3 Y1024+ 3x3 )0 28+ (—4) x 0y 234

3 xy’ 24+7 xy6zl+l(—2) x8y! 742 xy5|+l(—4) x8 y"’l




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

f= 3x" y1826|+l1 x10 y1524|+ Ix3 Y1024+ 3x3 )0 28+ (—4) x 0y 234

3 xy’ 24+7 xy6zl+l(—2) x8y! 742 xy5|+l(—4) x8 y"’l




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

8 -1

3

5 5

L 3 3 -1
3,1 10 ,,14 3

f= |3x12y1826|+l1 x10y1524|+|9x % 0z4l+l3x3y9z3l+l(—4)x % 2+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml

5 -2




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

8 -1

3

e |6 |e)
5

3

- 000

5

3 3 -1
f _ 3X12y18z6+—]X10y1SZ4+9X3y1OZ4+3X3y9z3+(_4)x10y14z3+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml

5 -2




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

06 0666
8

3 -1 10

3 3 -1 )

ool @Ee
5 3 1 5

f= 3x" y1826|+l1 x10 y1524|+ Ix3 Y1024+ 3x3 )0 28+ (—4) x 0y 234

3 xy’ 24+7 xy6zl+l(—2) x8y! 742 xy5|+l(—4) x8 y"’l

- 000

5

8




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

8 -1

3

5 5

0 3 3 -1
34,1 10,,14 3

f= |3x12y1826|+l1 x10y1524|+|9x % 0z4l+l3x3y9z3l+l(—4)x % 2+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml

5 -2




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

o
Ld

3 1 8 3
34,1 10,,14 3

f= |3x12y1826|+l1 x10y1524|+|9x % 0z4l+l3x3y9z3l+l(—4)x % 2+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml

5

|

5

3 -1




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)

5

0 0 0 -1
34,1 10,,14 3

f= |3x12y1826|+l1 x10y1524|+|9x % 0z4l+l3x3y9z3l+l(—4)x % 2+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml

7 5 -2




(x,y,z)=(t,t,t) (x,y,2)=(1,t,1) (x,y,2)=(1,1,1)
t? t3 t 1 t t? t3 t

1 t
5

0 -1 )

5

0 7 0
34,1 10,,14 3

f= |3x12y1826|+l1 x10y1524|+|9x % 0z4l+l3x3y9z3l+l(—4)x % 2+

3 xy’ 247 xy6zl+l(—2) x8 M 742 xy5|+l(—4) x® yml




Jeux des boules mysteres

(x,y,z)=(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1)
t t2 t3 t 1 t t2 t3 t
10 8 5

3) 7 10 |7 4

0 —4 3 0 —4 5 0 0 -1
1 2 3 4

27/30

(x,y,2z)=(1,1,1)

1 t t2 t3 t4
8 5

10 |7 4

-4 5 0 -1 0

5

f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(—4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘



Jeux des boules mysteres 27730

(x,y,z)=(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)
t3 t 1 t t2 t3 t 1 t t2 t3 t4
8 8
/ 7 4 7 4
7 0 0 5 0 0 3 0 5 0 3 0
1 2 3 4 5

f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(—4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3 xy’ 247 xy62+ ‘(—2) x8y! 742 xy5‘ + ‘(—4) x® ym‘



Jeux des boules mysteres

(x,y,z)=(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)
1 t 2 2 1 t 2 2 ¢ 1 t
8 8 8
-2 0 0 0 0 0 -2 0 0 0 0 -2
1 2 3 4 5
f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(—4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3xy’ 22+ T xybz+(-2)xBy ! 742 xy5‘ +‘(—4) x® ym‘



Jeux des boules mysteres

(x,y,z)=(t,t,1) (x,y,z)=(1,t,1) (x,y,2z)=(1,1,1)
t 2 2 1 t 2 2 ¢ 1 t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5
f = 3 12 y1826‘+‘1 510 y1524‘+‘9 E y1oz4‘+‘3 X3y 23‘+‘(—4) 5 10 y14z3‘+

6 7 8 9 10

3xy’ 22+ 7 xybz+(-2)xBy ! 742 xy5‘ +‘(—4) x® ym‘



Probabilités pour =1

pik proportion des boules se trouvant dans un tiroir avec k boules au début du tour i

Pi k
=1
2

| OO0 J N1 bW

— | —)

k=1

0.13534
0.06643
0.04567
0.03690
0.03234
0.02869
0.02330
0.01428
0.00442
0.00030
0.00000

2

0.27067
0.25063
0.21741
0.18019
0.13952
0.09578
0.05240
0.01823
0.00249
0.00005
0.00000

3

0.27067
0.18738
0.13085
0.08828
0.05443
0.02811
0.01033
0.00193
0.00009
0.00000
0.00000

4

0.18045
0.09340
0.05251
0.02883
0.01416
0.00550
0.00136
0.00014
0.00000
0.00000
0.00000

5

0.09022
0.03491
0.01580
0.00706
0.00276
0.00081
0.00013
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000

6

0.03609
0.01044
0.00380
0.00138
0.00043
0.00009
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

7

0.01203
0.00260
0.00076
0.00023
0.00006
0.0000T
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

o
1.00000
0.64646
0.46696
0.34292
0.24371
0.15899
0.08752
0.03459
0.00700
0.00035
0.00000

28/30



Probabilités pour =1

pik proportion des boules se trouvant dans un tiroir avec k boules au début du tour i

Pi k
=1
2

| OO0 J N1 bW

— | —)

k=1

0.13534
0.06643
0.04567
0.03690
0.03234
0.02869
0.02330
0.01428
0.00442
0.00030
0.00000

2

0.27067
0.25063
0.21741
0.18019
0.13952
0.09578
0.05240
0.01823
0.00249
0.00005
0.00000

sparse
Ml](

3

0.27067
0.18738
0.13085
0.08828
0.05443
0.02811
0.01033
0.00193
0.00009
0.00000
0.00000

4

0.18045
0.09340
0.05251
0.02883
0.01416
0.00550
0.00136
0.00014
0.00000
0.00000
0.00000

5

0.09022
0.03491
0.01580
0.00706
0.00276
0.00081
0.00013
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000

6

0.03609
0.01044
0.00380
0.00138
0.00043
0.00009
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

(5) Sheuristique 3/2 Mﬁ((S) + O(S)

7

0.01203
0.00260
0.00076
0.00023
0.00006
0.0000T
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

o
1.00000
0.64646
0.46696
0.34292
0.24371
0.15899
0.08752
0.03459
0.00700
0.00035
0.00000
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0,407264 < 7t < 0,407265



0,407264 < 7t < 0,407265

M|S]I<3arse(s) <heuristique 1,221795 Mﬁ((S) + O(S)



Probabilités, suite

0,407264 < 7t < 0,407265

MIE2%(s) <peuristique 1,221795 Mi(s) + O(s)

Polynomes en n variables de degré total d

n| 2 2 2 3 3 3 4 4 5 7 10
d| 100 | 250 | 1000 | 25 50 100 20 40 20 15 10
s 515131626 |501501 | 327623426 | 176853 | 10626 | 135751 | 53130 | 170544 | 184756
37/ 1.14| 1.14 | 1.14 | 1.14| 1.14 | 1.14 | 1.11 1.14 | 1.14 | 1.7 1.20
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