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Calcul Formel et Preuves Formelles

Assia MAHBOUBI

1. INTRODUCTION

Calcul formel et preuve formelle sont des disciplines scientifiques a la croisée des mathématiques
et de l'informatique. Elles explorent toutes deux « dans quelle mesure un ordinateur peut « faire
des mathématiques » [5], en exploitant une représentation symbolique des objets mathématiques
et des algorithmes efficaces pour les manipuler. Dans ces deux domaines, les avancées théoriques
vont de pair avec un travail d’implantation sur machine, souvent dans des logiciels spécialisés —
systemes de calcul formel dans un cas, assistants de preuve dans ’autre — dont la conception et la
mise en oeuvre sont eux-mémes des sujets de recherche.

Chacune de ces disciplines concentre néanmoins ses efforts sur une classe différente d’objets
mathématiques. Le calcul formel étudie les objets mathématiques représentables par des expres-
sions finies et exactes : polyndmes, entiers, etc. Il s’agit d’expliciter des algorithmes efficaces, si
possible optimaux, pour manipuler ces objets, et répondre ainsi & des questions mathématiques
possiblement sophistiquées. La preuve formelle étudie les représentations symboliques des énoncés
mathématiques et de leur preuves. Le choix de la logique utilisée comme syntaxe pour ces repré-
sentations fait partie des sujets d’étude, et de recherche. Cette formalisation permet en particulier
de réduire la vérification des preuves a un procédé mécanique, mais aussi d’analyser le discours
mathématique et de faire des expériences sur le corpus de théories formalisé.

Ce document propose un apercu illustré du domaine de la preuve formelle, sous I'angle de ses
relations avec le calcul formel. Il se veut aussi peu technique que possible, et n’a aucune prétention
a lexhaustivité. La Section 2 décrit brievement ’anatomie d’un assistant de preuve, et donne
quelques exemples de systémes. La Section 3 propose un choix subjectif de quelques réalisations,
récentes ou moins récentes, en preuve formelle de mathématiques calculatoires. La Section 4 décrit
lassistant de preuve de prédilection de lauteur de ce cours, le logiciel Coq [2] et la Section 4
conclut ’exposition.

2. QU’EST-CE QU’UN ASSISTANT DE PREUVE 7

Cette section est en partie adaptée d’un article paru sur le site Image des Mathématiques [31].

Le domaine de recherche de la preuve formelle rassemble tous les ingrédients qui visent & per-
mettre la formalisation des mathématiques en pratique. Les mathématiques sont comprises ici
dans leur acception la plus étendue, et on s’intéressera aussi bien aux théoréemes qui décrivent les
propriétés d’un compilateur, qu’aux propriétés des fonctions holomorphes.

2.1. Principe généraux. Pour illustrer la palette de ces ingrédients, la figure 2.1 donne le schéma
grossier du squelette d’un assistant de preuve :

On peut voir un assistant de preuve comme une machine a vérifier les démonstrations mathéma-
tiques. Il est important de noter ici que c’est bien la vérification des preuves qui est automatique,
et non leur découverte : I'assistant de preuve attend de 1'utilisateur qu’il fournisse une description
non seulement de 1’énoncé a valider mais aussi de la démonstration candidate — c’est ce qu’on ap-
pelle formaliser une démonstration. Tout comme les machines de calcul mécaniques ont précédé les
ordinateurs, des vérificateurs de preuves mécaniques existaient bien avant I’ ére de I'informatique.
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Le beau Piano Logique [29], con¢u par William Stanley Jevons & la fin du XIXéme siécle, est un
exemple de telle machine, que ’on peut admirer au musée de I'histoire des sciences d’Oxford.

Pour construire un assistant de preuve, il faut d’abord se donner un langage formel, qui est un
formalisme logique. Ce composant codifie I’écriture des énoncés mathématiques et des démonstra-
tions. I1 définit en particulier les régles de bonne formation de ces démonstrations, qui gouvernent
le procédé mécanique de leur vérification. Cette tdche peut par suite étre confiée & un programme
unique, appelé le noyau. Celui-ci est vraiment la clef de voiite de ’assistant de preuve : ce sont
ces mémes quelques lignes de programme qui vont valider toutes les démonstrations soumises par
I'utilisateur. Ainsi, si I'on est convaincu que ce programme est un vérificateur de preuves fiable,
on pourra faire confiance a toutes les démonstrations qu’il valide. Autrement dit, la vérification
d’une preuve mathématique donnée est ramenée a la confiance en la correction d’un programme
unique qui sait les vérifier toutes. Plus ce vérificateur est simple, plus il est facile de faire confiance
au programme qui 'implante. Mais plus il est sophistiqué, moins les preuves que 1'utilisateur doit
composer seront verbeuses.

Maintenant que 'on a fixé un langage formel pour écrire les énoncés et leurs preuves, il s’agit de
décrire concretement les théories qui nous intéressent dans ce langage et d’utiliser le noyau pour
en vérifier les démonstrations. C’est ici que s’exerce la créativité de celui qui écrit les bibliotheques
formelles, qui doit trouver la définition adéquate des objets mathématiques & un niveau de détail
souvent absent de la littérature. A ce stade on se heurte également au fossé qui sépare le langage
avec lequel les mathématiciens communiquent de facon intelligible et la verbosité exigée par une
telle vérification exhaustive. En effet, 'intelligibilité du discours des mathématiciens requiert un
appareil d’abstraction, conventions et notations sans lequel le propos est enseveli sous les détails.
Ce contenu implicite doit néanmoins étre restauré pour que le vérificateur de preuve, que ’'on veut
simple, impitoyable, et donc stupide, puisse valider la preuve. Transcrire completement dans le
langage verbeux de la logique des mathématiques contemporaines semblait un impossible grand
écart aux mathématiciens du collectif Nicolas Bourbaki, qui repoussent a plusieurs reprises dans
leurs écrits la faisabilité, sinon I'intérét méme d’une telle entreprise [6]. Mais il permis de penser que
le développement postérieur des preuves formelles assistées par ordinateur apporte un éclairage
différent & ce jugement.

De fait, pour que l'activité de formalisation reste possible malgré ce grand écart, un assistant
de preuve fournit a son utilisateur une panoplie d’outils qui permettent de minimiser I’information
que 'on doit fournir pour décrire sa preuve candidate. Ces outils jouent par exemple le role
de 'entrainement souvent quasi-inconscient du lecteur cultivé d’un texte mathématique, lorsqu’il
reconstruit par lui-méme ce qui n’est pas écrit. Nul besoin d’avoir une confiance absolue dans les
outils qui permettent cette reconstruction : tous les coups sont permis puisque, in fine, chaque
étape de la preuve est impitoyablement vérifiée par le noyau. Il est donc possible ici d’utiliser
toutes les heuristiques, optimisations, automatisations que I'on souhaite pour faciliter la tache
de l'utilisateur. Dans cette partie de 'assistant de preuve, on trouve de fait des procédures de
preuve automatique, qui dans ce contexte ont pour but non pas de se substituer a I'inventivité du
mathématicien, mais au contraire, pour le décharger de ce qui lui serait trop pédestre.

Enfin, il ne s’agit pas de réinventer la roue chaque fois qu’une nouvelle démonstration vient & étre
vérifiée : il est primordial que 'utilisateur puisse s’appuyer sur des bibliotheques de mathématiques
déja formalisées et validées, pour construire de nouveaux développements. En fait, ces bibliotheques
sont la véritable finalité de tout ce qui précede. Au dela de la vérification formelle d’un corpus
de lemmes et de théorémes, ces bibliotheques offrent un vaste terrain d’expérimentation avec les
théories mathématiques.
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2.2. Logique(s). La grande diversité des assistants de preuve tient en partie au choix que chacun
d’entre eux fait pour la logique qui le sous-tend. Il y a de multiples choix possibles pour ces
fondements, qui influent de facon significative l'activité de formalisation. La premiere qualité que
I’'on demande & un tel formalisme logique est sa cohérence : il est indispensable de s’assurer que
le cadre de départ dans lequel on va travailler est non contradictoire pour avoir confiance dans les
preuves que 1’on va formaliser !

En fait, cette preuve de non contradiction ne peut pas étre exprimée dans le formalisme lui-
méme si celui-ci est suffisamment expressif pour nos besoins : ¢’est I’essence du second théoreme de
Godel [17]. Mais on peut tout & fait faire une preuve de non contradiction, en la formalisant dans
une logique légerement plus puissante. Une autre possibilité consiste a traduire le formalisme qui
nous intéresse dans un autre, considéré comme mieux compris, comme la théorie des ensembles de
Zermelo-Fraenkel. Idéalement cette étude de la cohérence doit étre elle-méme vérifiée par ’assistant
de preuve. C’est chose faite pour la plupart des assistants de preuve. Il reste ensuite a se convaincre
que le vérificateur de preuves que I’on programme pour ce formalisme logique n’a pas de bugs. Le
plus souvent, la taille de ce vérificateur est suffisamment petite pour qu’une inspection manuelle soit
réaliste. Mais il est possible d’aller plus loin et d’utiliser toute la panoplie des méthodes formelles
qui garantissent non seulement la preuve mathématique que les spécifications du programmes sont
respectées, mais aussi que son exécution est fiable, en tenant compte d’aspect de plus bas niveau
comme la gestion de la mémoire, de la compilation, etc.

A Pautre extrémité de la chaine, le choix du formalisme sous-jacent aura des conséquences sur la
facon dont on exprimera les définitions des objets mathématiques et leur propriétés. Par exemple,
dans les formules mathématiques, on utilise traditionnellement des notations concises appelées
quantificateurs pour indiquer la portée de la propriété que l'on énonce. Mais pour préciser le
formalisme logique avec lequel on veut travailler, il est nécessaire d’expliquer dans la syntaxe
formelle sur quelle nature d’objets on aura le droit de faire porter nos quantifications : certains
formalismes interdisent ainsi de faire porter les quantificateurs sur les fonctions. Par exemple dans
ce cas, pour exprimer que tout polynéme non nul a coefficients dans un certain corps K a au moins
une racine, on écrira la chose suivante :

vaa" -y Dn+1 € K7pn+1 7& 0=3dre K7pn+lxn+1 +---+po= 0

qui est une famille de formules paramétrée par un entier n. En effet on ne dispose pas dans cette
syntaxe, dite du premier ordre, de ’expressivité suffisante pour exprimer en une seule phrase ces
points de suspension, c’est & dire pour faire varier arbitrairement, mais dans une seule et méme
phrase, le nombre de quantificateurs V qui permettent de parler d’'un polynéme arbitraire. Par
contre, si on autorise la quantification a porter sur des fonctions, la méme notion s’écrira plutot :

VP e K[X], deg(P)>0=3xe K,P(zx)=0

qui est une unique formule. On parle alors de logique d’ordre supérieur.

Les différentes natures de quantifications ne sont pas les seuls parametres dans le choix du for-
malisme, loin s’en faut, et dans toute sa généralité cette question d’expressivité a une importance
toute particuliere. Tres grossiérement, plus un formalisme logique est rudimentaire, plus ses pro-
priétés (méta)mathématiques comme sa cohérence, son expressivité, etc. sont faciles & étudier. 11
est aussi souvent plus facile de concevoir des heuristiques efficaces pour la recherche automatique
de preuve : un exemple extréme est celui de la logique propositionnelle, celle des tables de vérité des
connecteurs booléens, & I'expressivité trés limitée mais qui bénéficier d’heuristiques et de solveurs
extrémement puissants, appelés solveurs SAT.

Mais si une large part des mathématiques est en théorie exprimable dans une logique tres
élémentaire, se contraindre en pratique a une logique minimale n’est pas forcément pertinent dans
notre contexte. L’une des difficultés principales de 1'exercice de formalisation est la (re)définition
formelle de tous les objets mathématiques qui composent la théorie étudiée. En particulier, il faut
se convaincre que l'objet ou I’énoncé avec lequel on travaille dans la preuve formelle est le reflet
fidele de celui qui est décrit dans la littérature de référence. Cette vérification, qui celle-1a ne peut
étre qu’humaine, peut étre rendue beaucoup plus difficile lorsqu’un langage trop pauvre obscurcit
le propos en imposant trop de codages et d’annotations.

Ainsi, le choix d’un bon formalisme pour fonder un assistant de preuve est essentiellement guidé
par deux critéres, parfois en tension : d’une part l'aisance avec laquelle on pourra concevoir un
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vérificateur de confiance pour ce formalisme, et des outils d’automatisation, et d’autre part le
confort avec lequel on pourra y exprimer les mathématiques qui nous intéressent. Il n’y a pas
de « meilleure logique possible », mais des compromis fondés sur 'usage auquel ses concepteurs
destinent ’assistant de preuve a priori, qui peut aller de la vérification des propriétés de circuits
logiques a la formalisation de pans d’algebre abstraite, d’ou la variété des outils disponibles.

2.3. Quelques exemples d’assistants de preuve. Il ne s’agit pas ici de donner un panorama
exhaustif des assistants de preuve. On se limitera donc a la présentation de quelques grandes fa-
milles de systémes, dont relevent les systémes mentionnés dans la section 3. Pour un zoo plus fourni,
on pourra par exemple se reporter au fascicule [44], qui présente la méme preuve mathématique
de l'irrationalité de v/2, traitée par 17 systémes différents. Celui-ci est bien siir un peu incomplet
ou périmé par endroits, mais il illustre la variété des approches possibles dans la conception d’un
assistant de preuve.

2.3.1. Automath. Le langage AUTOMATH [36] ne sera pas mentionné dans la section 3, car il n’est
plus utilisé aujourd’hui. Développé a la fin des années 60 par le mathématicien Nicolaas Govert de
Bruijn, c’est en fait le premier assistant de preuve moderne. Sa conception repose sur la combinaison
de plusieurs idées fondamentales qui en font ’ancétre d’une large famille des assistants de preuve
modernes, dont l'assistant de preuve Coq qui fait 'objet de la Section 4. Par un tour de force
héroique, de Bruijn et ses collaborateurs réussissent & formaliser complétement dans ce systéme
un traité classique d’analyse réelle [43]. Néanmoins ce systéme, probablement trop novateur, aura
peu d’utilisateurs — mais beaucoup de descendants.

2.3.2. Mizar. Le Projet Mizar [40] est presque aussi ancien : initié par le mathématicien polonais
Andrzej Trybulec au début des années 70, il est toujours utilisé aujourd’hui. Contrairement a la
plupart des autres systémes en usage aujourd’hui, ce langage est construit sur une variation de la
théorie des ensembles de Zermelo Fraenkel, appelée théorie des ensembles de Tarski-Grothendieck,
et la logique est du premier ordre. La lisibilité des documents de preuve est un souci majeur
des concepteurs du systéme, et un journal en ligne, Formalized Mathematics, décrit le corpus de
théories disponible dans la bibliotheque du systéme. C’est probablement encore a ce jour le systéme
qui possede la plus vaste collection de théories mathématiques formalisées. Par contre, la notion
de calcul, et encore moins de programme, n’a pas de place particuliere dans ce formalisme, ni dans
I’assistant de preuve. Il est par suite difficile de représenter et d’exécuter des calculs non-triviaux
en Mizar, et les mécanismes d’automatisation disponibles sont limités.

2.3.3. Les prouveurs Boyer-Moore. De 'autre c¢6té du rideau de fer, la famille de systemes dits
« Boyer-Moore » [7], d’apreés les chercheurs en informatique étasuniens Robert S. Boyer et J Strother
Moore, trouve également son origine au début des années 70, avec le systéme Nqthm [8]. Ils sont
basés sur une logique du premier ordre, et de puissantes heuristiques de recherche de preuve
automatique. L’interaction avec le systéme consiste a énoncer des successions de conjectures, assez
élémentaires pour pouvoir étre prouvées automatiquement, et qui une fois validées viennent grossir
la base de connaissance utilisée par ces procédures automatiques. Si Nqthm a été utilisé pour vérifier
des résultats d’algebre ou de logique, sa version moderne, le systéme ACL2 [30] est surtout utilisé
pour des applications industrielles, comme la conception de microprocesseurs et la vérification
de circuits [9]. En particulier, il a été utilisé pour vérifier I'algorithme de division flottante du
processeur AMD5KS86, au lendemain de la découverte de l'illustre bug du processeur Pentium IV.
Programmé en Common Lisp, il permet tout a la fois de prouver des théoréemes sur des fonctions
d’un sous-ensemble (d’une variante) de Common Lisp, et d’exécuter efficacement ces fonctions.

2.3.4. Robin Milner et LCF. Une grande partie des assistants de preuve modernes sont, d’une
fagon ou d’une autre, des héritiers des travaux du britannique Robin Milner (prix Turing 1991).
Celui-ci congoit, toujours a I’aube des années 70, I’assistant de preuve LCF (pour Logic of Com-
putable Functions) [35]. En fait, il congoit simultanément LCF et le langage dans lequel celui-ci
est programmé, appelé ML (pour Meta-Language). Ce dernier est I'ancétre de plusieurs langages
de programmation fonctionnels comme OCaml ou Standard ML. L’architecture de I'assistant de
preuve LCF repose sur la définition d’un type de données abstrait du langage ML, qui représente
les théorémes de la logique. Celui-ci ne peut étre habité que par des programmes qui combinent les
quelques constructions disponibles & cet effet, et qui représentent les connecteurs et les axiomes de
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la logique. Un langage d’interaction avec l’assistant de preuve permet une construction graduelle
des démonstrations, en effectuant des pas de déduction élémentaires, ou de plus grand pas, pourvu
qu’ils restent bien typés. La succession de ces commandes est donc le compte-rendu du chemin de
preuve suivi. Cette architecture permet de concevoir des vérificateurs de preuves facile a vérifier
et LCF donne son nom a la famille de systémes qui I'utilisent.

2.3.5. La famille HOL. Certains descendants directs de LCF, comme Isabelle/HOL [38] ou encore
HOL-Light [22], font partie des assistants de preuve les plus utilisés aujourd’hui. Ils sont batis sur
le principe LCF mentionné plus haut, et ils proposent a leurs utilisateurs une logique classique
d’ordre supérieure (HOL est 'acronyme de Higher-Order Logic), dans un formalisme introduit par
Alonzo Church [11].

Le systeme HOL-Light tire son nom de son ambition de proposer une réimplantation légere de
son ancétre HOL, une assistant de preuve de la famille LCF principalement di au chercheur britan-
nique Mike Gordon. En particulier, le noyeau logique de HOL-Light est d’une élégante concision.
Ce systéme a été utilisé pour vérifier des algorithmes efficaces en virgule flottante [23], en parti-
culier dans l'entreprise Intel qui employait son concepteur, John Harrison. Il posséde également
une bibliotheque d’analyse réelle et complexe tres étoffée, probablement la plus complete a ce jour
indépendemment de ’assistant de preuve considéré. Il est le systéme principalement utilisé dans
la preuve formelle de la conjecture de Kepler (cf. section 3.1).

Le systéme Isabelle/HOL est lui aussi un successeur de HOL. Entre autres qualités, il propose
a ses utilisateurs un langage de commandes avancé pour la description des preuves, qui améliore
significativement leur lisibilité, ainsi que des outils de déduction automatique puissants, basés sur
une combinaison de techniques de preuve automatique et d’apprentissage [4]. En Isabelle/HOL, il
est possible d’écrire des programmes « dans la logique », c’est & dire dans le langage qui sert a écrire
les énoncés, puis de traduire ces programmes dans le langage de programmation sous-jacent (un
dialecte ML). La description du programme dans le langage de la logique permet de prouver des
propriétés sur ce programme. La version traduite du programme, appelé « code extrait », permet de
les exécuter de fagon raisonnablement efficace. Ce code extrait est considéré comme tres fiable, et il
est donc possible d’exploiter le résultat de ces calculs dans les preuves : par exemple pour prouver
que 2 + 3 = 5, si ’addition est représenté par un programme, on pourrait extraire ce programme
ainsi que les représentation des entiers 2 et 5, on calcule a 'extérieur de la logique et on retraduit
le résultat, le nombre 5, dans la logique. Pour cette nature d’identités, ce mécanisme a bien sir
peu d’intérét, et le calcul pourrait étre (et est en pratique) effectué par réécriture, sans sortir de
la logique. Mais il est crucial dans la vérification de preuves plus massivement calculatoires, qui
justifie d’augmenter ainsi la base de code de confiance en ajoutant le code qui implante I'extraction
a celui du noyau.

2.3.6. Théorie des types dépendants. Nous concluons ce rapide tour d’horizon avec une famille
d’assistants de preuve qui proposent un langage logique encore plus expressif que ceux de la fa-
mille HOL. Cette famille comprend les assistants de preuve Coq [2], Agda [10], ou encore le plus
récent Lean [15]. Leur formalisme logique sous-jacent trouve ses origines dans les travaux du ma-
thématicien et philosophe suédois Per Martin Lof, qui propose dans les années 80 un formalisme
appelé théorie des types intuitionniste [34], comme fondements constructifs des mathématiques.
Dans sa these, le mathématicien frangais Thierry Coquand [14] introduit quant & lui le Calcul
des Constructions, descendant de la théorie des types de Martin Lof, mais aussi ’AUTOMATH,
comme fondement d’un nouvel assistant de preuve, Coq. Celui-ci permet des quantifications tres
expressives : par exemple, on pourra formaliser 1’énoncé « Tout corps algébriquement clos a la pro-
priété d’élimination des quantificateurs » sans recourir a un schéma d’axiome, méme pour quantifier
sur tous les corps algébriquement clos. Comme dans le cas de la famille HOL, le formalisme est
construit & partir du concept de A-terme (c’est a dire de fonction, ou plus précisément de calcul)
plutét que d’ensemble. Ainsi, le langage logique inclut un langage de programmation typé, qui
peut étre exécuté dans la logique, ou bien extrait. Par contre, on ne peut pas ré-insérer dans un
énoncé le résultat des calculs obtenus par le code extrait sans le justifier. Le parti pris des as-
sistants de preuve Coq et Lean est en fait de doter le noyau du systeme de mécanismes efficaces
d’évaluation des programmes écrits dans la logique [18, 3]|. Le systéme de types de ce formalisme
est tres expressif : on peut y définir des structures de données pour un type des matrices de taille
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(n,m), des corps de caractéristique p, etc. pour n,m,p des parametres symboliques entiers. Il est
en fait & ce point expressif que c’est lui qui fournit le langage dans lequel on écrit les énoncés.
Au cours de la derniere décennie, des connexions inattendues ont été mises en évidence entre la
théorie des types de Martin Lof et la théorie abstraite, synthétique, de I’homotopie. Ces corres-
pondances ont motivé une nouvelle direction de recherche en mathématique appelée théorie des
types homotopique [42]. En particulier, elles permettent de « lire » certains résultats classique de
théorie de 'homotopie comme des résultats formels en théorie des types. Par suite, les assistants
de preuves sont utilisés de fagon privilégiée pour formaliser, voire découvrir des résultats de théorie
synthétique de I’homotopie.

3. QUELQUES SUCCES RECENTS

Cette section propose un échantillon, forcément restreint, du traitement dans les assistants de
preuve de sujets liés au calcul formel. En fait, il s’agit plutét d’une petite vitrine de preuves
mathématiques par calcul symbolique certifié. Ainsi, on a écarté les formalisations de théoremes
liés au calcul formel, mais qui reposent sur des techniques moins spécifiques, comme par exemple
les résultats de complexité de Palgorithmique du “diviser pour régner” [16], la décidabilité des
corps réels clos [13] ou la théorie élémentaire des courbes elliptiques [1]. Enfin, ce choix privilégie
des résultats récents, publiés au cours des cing dernieres années, et écarte ainsi des sujets pourtant
pertinents comme les tests de primalité [19]. Notons que les calculs vérifiés de bases de Grébuer et
leur applications en preuve formelle ont fait I’objet du cours de Loic Pottier aux JNCF 2011.

3.1. Conjecture de Kepler. En 2005, un article [21] de Thomas Hales parait dans le journal
Annals of Mathematics, qui prouve le théoréme suivant :

Théoréme 1. La densité d’un empilement de sphéres congruentes dans R est au plus celle de

l’empilement en configuration cubique d face centrée, soit \/%.

L’auteur avait annoncé en 1998 la conclusion de cette preuve monumentale, qui conclut elle-
méme une épopée de plusieurs siecles, ponctuée d’annonces de preuves qui se révéleront erronées,
ou incompleétes. Mais cet article a lui méme posé un défi aux méthodes usuelles de sélection des
publications : il comprend de substantielles contributions mais repose de fagon cruciale sur des
calculs intensifs, réalisés par des programmes en partie écrits par 'auteur lui-méme. Apres plusieurs
années de délibérations, de réorganisation, et de controverses, celui-ci est donc finalement publié.
En 2014, Thomas Hales annonce I'achévement d’un autre monument : la vérification formelle de
la preuve complete, calculs inclus, en utilisant une combinaison de systémes de preuve formelle
(HOL-Light, Isabelle/HOL) [20].

La partie calculatoire de la preuve a trois volets. D’abord, il s’agit de construire une archive,
finie mais volumineuse, de contre-exemples potentiels, qui sont en fait des graphes planaires, cha-
cun des graphes étant associé a une configuration possible pour un amas de spheres proches dans
lempilement. Il s’agit de vérifier que l'archive est exhaustive [37], une vérification conduite avec
lassistant de preuve Isabelle/HOL. Puis, pour chacune de ces configurations, il s’agit de vérifier
que la densité est en fait bornée comme attendue. Le deuxiéme volet calculatoire consiste en un
probléme de programmation linéaire, de grande taille (environ 10° problémes, d’environ 200 va-
riables et 2000 contraintes) méme s’il reste bien en dega des standards des applications industrielles.
Enfin, le dernier volet consiste a borner des fonctions mathématiques non-linéaires, voire trans-
cendantes, en un petit nombre de variables, sur des pavés. C’est la vérification rigoureuse de cette
derniere partie qui utilise des techniques symboliques-numériques, d’arithmétique d’intervalles, en
particulier des modeéles de Taylor, en HOL-Light [39]. La vérification compléte de cette preuve est
un tour de force : la parallélisation du traitement des sous-problémes, et la combinaison finale des
sous-preuves, parfois écrites dans des langages différents, a posé des défis considérables d’ingénierie
de preuve formelle.

3.2. Un solveur d’ODE rigoureux. En 1999, Warwick Tucker annonce que « L’attracteur de
Lorentz existe » [41], apportant ainsi une solution au 14éme probléme de Smale. Cette solution
repose en partie sur 'implantation d’un solveur d’équations différentielles ordinaires rigoureux,
qui implante dans le langage C++ un algorithme di a l'auteur et basé sur une arithmétique
d’intervalles.
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Fabian Immler a implanté dans l'assistant de preuve Isabelle/HOL un solveur d’équations diffé-
rentielles ordinaires rigoureux et certifié, basé sur le travail de Tucker [28]. Au moyen de ce solveur,
il a calculé une approximation de 'attracteur de Lorentz similaire a celle de la preuve originale, qui
permet ainsi une analyse de ces calculs, a 'intérieur d’un assistant de preuve. Le calcul est réalisé
par un programme extrait en SML et compilé avec MLTon. Les calculs arithmétiques sont exacts,
et utilisent la bibliotheque GMP. En 2015, 'auteur mentionne que les calculs, distribués sur les
1024 coeurs d’un cluster avec une limite de temps de 7 heures, prennent 7000 heures. Quinze ans
auparavant, Tucker annonce 100 heures de calculs, distribués sur 20 processeurs.

3.3. Wilf-Zeilberger. John Harrison a étudié la formalisation dans le systéme HOL-Light, dont
il est lauteur, de l'algorithme de Wilf-Zeilbeger (WZ) pour les sommes de suites hypergéomé-
triques [25]. Cette méthode présente un intérét spécial dans le contexte d’une vérification formelle,
car elle permet de prouver une identité grace a un certificat, ici une fraction rationnelle. Peu im-
porte comment ce certificat est calculé, et la difficulté de ce calcul, une fois connu, il réduit la
preuve de l'identité initiale a des manipulations algébriques triviales. L’intérét de ce travail est en
particulier de mettre en valeur le statut pernicieux des dénominateurs des fractions rationnelles en
jeu. On ne peut cacher a 'assistant de preuve la distinction entre fraction rationnelle (de I'algebre)
et fonction rationnelle (possiblement non définie en certains points) et les présentations trop ra-
pides de l'algorithme WZ ne justifient pas complétement les calculs. John Harrison propose une
preuve de correction, basée sur des arguments d’analyse complexe, & notre connaissance nouvelle,
qu’il a vérifié formellement.

3.4. Dialogue avec des oracles. L’exemple de I'algorithme WZ mentionné en Section 3.3 est
emblématique d’une classe de problemes particulierement avantageux du point de vue de la vérifi-
cation formelle. Comme les capacités de calcul des assistants de preuve sont limitées par leur role
de vérificateur, il est préférable de déléguer des phases d’exploration a un programme externe aussi
souvent que possible. Dés les années 90, John Harrison et Laurent Théry soulignent les bénéfices
de ce mode d’interaction [26]. Depuis plusieurs travaux ont proposé des ponts entre I'un ou lautre
des systémes de calcul formel, et I'un ou 'autre des assistants de preuve. Malheureusement, ces
ponts sont par nature des programmes tres fragiles, et la plupart des preuves formelles qui utilisent
des oracles externes incluent leur propre canal de communication. Par exemple, la preuve formelle
de Pirrationalité de ¢(3) par calcul formel obtenue par Frédéric Chyzak et ses co-auteurs [12] re-
pose sur un traducteur ad hoc des résultats produits par la bibliotheque Maple/Algolib comme des
énoncés en Coq.

Bien siir, les oracles intéressants ne sont pas seulement ceux fournis par des algorithmes symbo-
liques. Par exemple, la distribution standard de HOL-Light, et celle de Coq, incluent des procédures
de décision pour l'arithmétique non-linéaire reposant sur des décompositions en sommes de car-
rés calculées par programmation semi-définie [24]. Le récent travail d’Erik Martin-Dorel et Pierre
Roux améliore significativement les performances de ces heuristiques de preuve formelle [33].

3.5. Nombre de Schur. Le dernier exemple de cette liste ne releve ni tout a fait du calcul formel,
ni tout a fait de la preuve formelle au sens ol nous 'avons entendue jusqu’ici. Il s’agit de la toute
récente preuve informatique d’un probléme posé il y a un siécle :

Théoréme 2. Le plus grand entier n pour lequel il existe un cing-coloriage des entiers positifs
inférieurs ou égaux a n sans solution monochromatique de l’équation a + b = ¢ vaut 160.

Marijn Heule a obtenu cette valeur [27] en encodant ce probléme dans la logique propositionnelle
(celle des tables de vérité booléennes), et en utilisant des algorithmes de preuve automatique de
pointe pour cette classe de formules. Ces algorithmes son implantés dans des outils appelés solveurs
SAT, et dans le cas présent les calculs sont massivement paralléles. Le solveur SAT produit une
réponse, mais il peut aussi produire un certificat, que I’on peut vérifier avec un assistant de preuve.
Dans le cas du probléme ci-dessus, le certificat produit (un fichier d’environ deux petabytes) a été
vérifié avec le systéeme ACL2.

Le méme auteur avait déja montré la puissance et 'intérét des techniques de résolution SAT sur
d’autres problemes de combinatoire dans la famille de la théorie de Ramsey. En 2016, il a résolu
avec ses co-auteurs le probléme booléen des triplets pythagoriciens, avec un certain écho médiatique
autour de la supposée « plus grosse preuve mathématique du monde ». Une page consacrée a
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ce résultat en présente la description grand public, et recense les commentaires médiatiques ou
scientifique ayant accueilli cette annonce.

4. UN PETIT TOUR GUIDE DE Co0Q ET DE SES BIBLIOTH]:]QUES

Il s’agit dans la deuxieéme partie de ce cours de rendre plus concret I'activité de preuve formelle.
On se propose d’illustrer le propos par une démonstration du systeme, et quelques exercices.
Ces derniers sont des miniatures d’ingrédients d’un travail récent sur la vérification d’estimations
d’intégrales définies [32]. Le lecteur intéressé se reportera donc a la page web ! consacrée a cette
introduction.

5. CONCLUSION

Les deux grandes techniques de vérification de programmes qui convoquent des assistants de
preuves sont :

e extraction, qui permet de générer des programmes dans un langage fonctionnel (souvent
un dialecte ML comme OCaml, ou SML) & partir de preuves formelles. Les programmes
exécutables sont obtenus traduisant une représentation idéale du code, sur laquelle on a
prouvé des propriétés;

e lannotation de programmes écrits dans un langage généraliste, possiblement impératif.
Des outils de vérification de programme sont alors capable de générer des obligations de
preuve qui garantissent que les propriétés annotant les entrées du programme suffisent a
garantir les propriétés des sorties. La plupart des formules générées comme obligations
seront prouvées par des outils automatiques, mais des cas plus rares pourront nécessiter
une preuve interactive.

Il nous semble que les algorithmes du calcul symbolique, ou symbolique-numérique, méritent tout
a la fois de bénéficier des progres significatifs des techniques de vérification de programme, et
d’une approche plus spécifique. D’une part, vérifier des algorithmes de calcul formel en utilisant
un assistant de preuve peut permettre d’enrichir I’arsenal d’outils d’automatisation de ce dernier,
ce qui motive dans certains cas leur implantation « dans la logique ». D’autre part, la plupart
des systemes de calcul formel entretiennent un flou assumé sur la sémantique des objets qu’ils
manipulent, a la fois expressions purement symboliques et fonctions. Cette ambiguité est une
source d’erreurs, par interprétation abusive plutot que par une forme plus classique de bug. Ces
glissements de sens justifient ’emploi d’un langage plus expressif pour spécifier les programmes,
langage dans lequel on pourra représenter a la fois les instances des structures algébriques sur lequel
porte le calcul formel, mais aussi les objets qu’elles idéalisent ainsi que leur conditions d’existence.
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