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Flux limite de paroi mobile

Francois Dubois *

04 octobre 1999.

Abstract

If a fluid is limited by a slowly variable structure with a small space displacement,
it is possible at the first order of accuracy to replace a geometrical modelling of this
movement by a so-called limiting flux of moving boundary on the faces between fluid
and structure ; movement can be described in terms of algebra.

Résumé

Si un fluide est limité par une structure lentement variable et qui se déplace peu dans
I’espace, il est possible au premier ordre de remplacer une modélisation géométrique
de ce mouvement par un flux limite de paroi mobile sur les facettes qui relient le
fluide et la structure ; le mouvement peut étre décrit en termes algébriques.

fdubois@cnam.fr, Conservatoire National des Arts et Métiers,
15 rue Marat, F-78 210 Saint Cyr I’Ecole, France.
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1) Introduction.

e On cherche a modéliser numériquement 1’écoulement de fluide parfait dans un
domaine extérieur a un objet flexible limité par une paroi mobile I'. Dans le cas d’une
paroi rigide, le probleme fluide est posé sous la forme d’un probléme aux limites pour
les équations d’Euler de la dynamique des gaz : équations d’Euler (stationnaires ? )
dans le volume fluide €2, condition limite de non pénétration du fluide dans la paroi
sur cette portion I' de frontiere (uen = 0, ol u est le champ de vitesse du fluide
et n la normale a I' extérieure au domaine ), condition d’écoulement uniforme &
'infini sur la partie I's, qui complete le bord 92 (02 =T Uy, ; voir la figure 1.1).

e Dans le cas ou la paroi est flexible, c’est en toute rigueur un probleme d’interaction
fluide-structure qu’il faut poser sur la réunion de la zone fluide € et de la zone solide
Qg (de frontiere commune I') (voir par exemple Morand et Ohayon [M092]). Il con-
vient toujours de poser un probléme fluide dans le domaine 2 (avec condition limite
fluide sur I'y,) mais également d’écrire les équations de 1’élastodynamique dans le
domaine solide (g, avec comme condition limite imposée sur I' la donnée des efforts
locaux du fluide sur la structure (cen + pn = 0 sur I' ot o est le tenseur des con-
traintes solides, n la normale extérieure et p la pression du fluide sur la paroi I'). De
plus, les domaines €2 et 2g sont mobiles et I'interface I' est en fait une fonction du
temps (figure 1.2) sur laquelle on doit toujours écrire la non pénétration du fluide a la
paroi (ugen = uen, avec ug égale a la vitesse du solide, sans changer les notations
précédentes). Cette mobilité de 'interface constitue une difficulté majeure dans le
traitement numérique de ce probleme : les logiciels de mécanique des fluides utilisent
en général des maillages de référence fixes, (comme par exemple le code Flu3c de
Borrel et al [BMDGL88] que nous considérons ici comme code de référence) et il en
est de méme pour les codes de mécanique des structures comme Nastran [MN86] ou

Samcef [Sa92]

e Une approche possible pour résoudre ce probleme lorsque le mouvement du solide
est lent devant le temps de mise a ’équilibre du fluide (voir par exemple Destuynder
[De94] pour une classification des problemes d’interaction fluide-structure séparant
clairement aéroélasticité et aéroacoustique), on découple les mouvements du fluide
et de la structure a l’aide d’un algorithme de type ”point fixe” (voir par exemple
Piperno [Pi95]) : le mouvement de la paroi mobile I' (champ ug sur I') permet le
calcul du fluide sur le domaine mobile Q(¢). Comme résultat de cette modélisation,
on dispose du champ de pression paroi p(t) qui est une condition limite pour le
probleme d’élastodynamique posé dans le domaine 2g (petites déformations), lequel
permet la détermination du mouvement de la paroi mobile ug. Et on recommence !

e (e processus est a priori convergent lorsque la vitesse de la paroi ug est faible
devant la vitesse ¢ des ondes dans le fluide (Jug|<< ¢ sur I') et lorsque I’extension
géométrique des perturbations est faible, c’est-a-dire lorsque €2(t) est ”proche” du
domaine fixe (). Pour fixer les idées, le mouvement d’un point de la paroi doit étre tel
que I’écart ¢ a la position nominale reste petit devant la taille d’une maille discrete
(| 6 |[<< Ax). La résolution du probléme fluide demande I’emploi d’un maillage
(partiellement mobile) avec une méthode de type Euler-Lagrange Arbitraire (ALE ;
voir par exemple la synthese proposée par Anderson [An87]), ce qui est délicat mais
fournit une solution satisfaisante (voir par exemple Ruffino et Coron [RC96]).

e Nous proposons ici une méthodologie qui permette, dans le cadre de la méthode
numérique utilisée pour le code Flu3c, d’éviter d’effectuer un calcul sur un maillage
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mobile par I’emploi d’une condition limite équivalente, dite de ”paroi mobile”. Les
travaux menés jusqu’ici et dont nous avons connaissance (voir par exemple Coron
[Co97]) montrent que la mise en ceuvre de la condition classique de transpiration
(voir par exemple Mortchéléwicz [Mo89]) ne suffit pas a modéliser correctement
I’effet de la paroi mobile pour le calcul de la pression. Nous rappelons au para-
graphe 2 (voir aussi [Du97]) I’étude du cas nonodimensionnel qui permet de traiter
divers problemes de calcul de pression avant de passer aux paragraphes 3 a 5 a un
modele bidimensionnel qui demande une description géométrique précise, un calcul
non banal de flux transverses et des développements algébriques importants.



2) Etude monodimensionnelle

e 2.1 ¢« Volumes finis

e Nous étudions les équations d’Euler de la dynamique des gaz dans un domaine
mobile Q(¢) :
(2.1) Qi) =10, X@®)[, t=0, X(t)>0
tel que le mouvement du point frontiere X (¢) est donné et reste voisin d’un point
fixe d’abscisse L > 0 :
(2.2) X(t)~L t>0.
Dans le domaine d’espace-temps = défini par :
23)  2=J @) x{t}
t>0

nous cherchons un état fluide W (z,t) fonction de I'espace z et du temps ¢ :
(2.4) 0<z<X(t), t>0.
L’état W (z,t) est le vecteur des variables conservées (écrit ici comme la transposée
d’un vecteur ligne) :

t
(2.5) W =(p, pu, pE)
ou p est la densité du fluide, u sa vitesse et F son énergie totale spécifique liée a

I’énergie interne spécique e via la relation constitutive :

1
(2.6) E=e+ —u’

2
[’équation d’Euler s’écrit sous forme conservative
ow 0
2.7 — —f(W)=0
(2.7) ot + ox (W)

et la fonction de flux f(e) suit la relation algébrique :

t
(2.8)  f(W) = (pu, pu®+p, puE + pu)
qui introduit la pression comme une fonction de W via I’énergie interne e et le

rapport 7y (v = 7/5 pour air) des chaleurs spécifiques (voir par exemple le livre de
Courant et Friedrichs [CF48]) :

(29) p=(-1) pe

e Le systeme (2.7) doit étre "fermé” via deux conditions aux limites en z = 0 et
x = X(t) et une condition initiale a ¢ = 0 qu’on peut écrire :

(2.10) W(e,0) = Wj.

La condition limite en z = 0 consiste a se donner un état fluide W, (t) via une
condition faible d’entropie a la limite :

(2.11) W(0,t) € E(Wa(?))

qui relie un ensemble d’états admissibles £(W(t)) a un état W(0,t) au bord du
domaine d’étude (voir [DL88]) ; dans le cas d’'une étude linéarisé ou W(0,t) est
voisin de W (t), la condition d’entropie a la paroi limite (2.11) revient a écrire
les "relations caractéristiques entrantes”, dont Kreiss [Kr70] a démontré qu’elles
conduisent a un probleme linéaire bien posé. La condition sur la paroi mobile est de
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type non pénétration ; la "normale extérieure” au domaine €(t) est ici simplement
égale a 1 et il suffit d’écrire que la vitesse du fluide u(X (t),¢) sur la paroi mobile est

dX
égale a la vitesse (imposée) ¥ de ladite paroi :

_dx

(212)  w(X(),t) =~ t>0.

e La discrétisation numérique du probleme (2.7), (2.10), (2.11), (2.12) s’effectue
avec I'une des nombreuses variantes de I’approche Muscl de Van Leer [VL79] ; nous
en donnons une version avec un schéma d’ordre 1 en temps et renvoyons le lecteur

par exemple & [Du93] pour une proposition d’implémentation du schéma explicite
de Heun. On fixe un pas d’espace Ax de sorte que :

(2.13) I Az =L, I entier > 1

et

(2.14) | X(t)— L| << Az

ce qui revient a exprimer que le mouvement X (t) est d’extension spatiale tellement
faible qu'une discrétisation usuelle des équations d’Euler le néglige géométriquement.
Fixons les notations pour le maillage, qui ne sont pas les plus simples pour ce
probléme monodimensionnel, mais sont les plus naturelles a transposer au cas mul-
tidimensionnel. On pose :

et

(2.16) t)=X(t) t>0,

Lriy2
I'hypothese (2.14) indique que la derniére maille reste quasiment de volume Ax
lorsque t varie.

e La discrétisation en temps introduit classiquement un parametre de discrétisation
At > 0 (voir la figure 2.1) ; la vitesse moyenne de la paroi mobile entre les deux pas
de temps nAt et (n + 1)At est notée s"+1/2 :

1
n+1/2 __ n+l _ ,.n
(2.17) s = A (le/z :EI+1/2> .

Par convention, la notation en exposant n qui fixe les variables au temps (nAt).
Cette vitesse s"11/2 est faible devant la vitesse de mise & équilibre dans le fluide,
donc en particulier la vitesse du son dans la derniere maille :

(2.18) | s | << o c}”l ;  n entier > 0
et la vitesse du son ¢(W) satisfait a la relation :
(2.19) 2=

p

e La méthode des volumes finis consiste a intégrer la loi de conservation (2.7)

dans une boite ]161_1/2, T [ x]nAt, (n+ 1) At[, a introduire comme inconnue

de base la valeur moyenne W au temps nAt :

1 T
(2200 WP o P WAt de ;. 1<i<I
VI g



N N . 5 n+1/2 , y . .
et a chercher & exprimer le flux d’interface f; /2 donné par I'expression :

n+1/2 1 [rrhAt
(221)  fIEYE = E/nm FW e, 0 1)) dt

a 'aide de l'ensemble de variables {I/Vl", 1<I<]T } de fagon a faire avancer d’un
pas de temps At les variables conservées :

1 1
—|\wrtt —wr —
Al [ i N e
Pour les valeurs de 7 allant de 1 a I — 1, le maillage est fixe et la relation (2.22)
s’applique ; la condition limite de paroi mobile consiste a imposer a la relation

(2.22) d’étre encore vraie dans la derniere maille, alors que 'intégration de la loi de
conservation doit se faire dans un domaine contenant une paroi mobile.

(2.22) iv1/2 ~ Jiciy2

e La méthode Muscl propose de calculer d’abord une valeur interpolée W"

i+1/2,—
a gauche de l'interface z;y1/2 et une valeur interpolée W7 /24 a droite de cette
n+1/2

interface (voir par exemple [Du93]) avant de calculer le flux numérique f; " /o A
I’aide d’un ”solveur” approché W(e, e) du probleme de Riemann entre les valeurs

extrapolées W/ /2.4 de part et d’autre de l'interface :

(3

n+1/2 n n
(2.23)  fE = W(Wh e W)

n+1/2

1/2 est évalué en

Dans le cas de la premiére maille (i = 1), le flux entrant f
utilisant la donnée fluide W2 a l'instant nAt :

(2.24)  fYP = w(WE, W, L), n>0.

e Pour étre complet, rappelons que le logiciel Flu3dmi utilise comme flux numérique
U(e, o) le flux-splitting de Van Leer [VL82] (a ne pas confondre avec le schéma Muscl
de Van Leer !) défini par les relations suivantes :

(2.25) \IJ<Wga Wa) = f+(Wg) + [~ (Wa).

Les flux partiels fi(o) réalisent une décomposition de la fonction de flux f(e)
donnée a la relation (2.8) :

(2.26) fW) = ffW) + f~(W), vWeR?

et la fonction fT(e) est paramétrée par le nombre de Mach M = % de I'état W.
On a:

0 siM < -1
227) V) = { (fn fr )t silM<
fF(W) siM>1

avec les relations suivantes :

(228)  fi0) = pe (L)

(v=1)u+2c

(229)  ff(W) = fL(W)

(v =1 u+2¢)?
2(v2 -1
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e Dans le cas particulier ou la paroi est fixe (c’est-a-dire X(t) = L, 2" =

14+1/2
IAz), la relation (2.22) est encore valable et le flux paroi est donné encore a 'aide
de la relation (2.22), mais I'état W7, /2,4 €sten général choisi comme I’état "miroir”

u( }1“/2 _) de In+1/2 _ de facon a imposer un flux a la paroi de la forme ”force

de pression” :

n n t
(2.31) T = (0, p2T2(0),0)7, n>0.

Afin d’alléger les notations, notons u} la vitesse extrapolée a la paroi :

(2.32) up =u(Wryi ), n>0

et supposons le nombre de Mach de cet état extrapolé compris entre —1 et 1. Rap-
pelons, compte-tenu des relations (2.26) a (2.30) que pour |M| <1,on a:

(233 fa0) = —pe(T0)
@31 f70) = gm0
@35) £ ) = g O

Dans ces conditions, le choix d’un foncteur ”miroir” p(e) est donné par :

t
qui assure que pour |M(W)| <1, ona:

231 W)+ ) = (0.2 ghov) ORI o)

Nous avons démontré la

Proposition 2.1 Pression paroi a vitesse nulle.
Lorsque la vitesse s"t1/2 de la paroi (définie & la relation (2.17)) est nulle, la
pression pf+1/ %(0) définie en (2.31) est calculée par I'expression :
—Dul 4+ 2¢}
239 p0) = 208 (Wi ) TS s,
7 Y
n
ou ul, cll et M} = u—; sont respectivement la vitesse, la célérité du son et
c

n

le nombre de Mach de I'état extrapolé Wp' | /2,
(2.38) exprime de deux fagons différentes la pression p!' de I’état extrapolé.

Lorsque u} = 0, la relation

Remarque 2.1

e Il faut faire attention au fait qu’en général, pr/ 2 (0) n’est pas égale a p? : la

pression a la paroi pQH/ 2(O) est a priori différente de la pression de I'état extrapolé

Wi, /2,— car la vitesse u? pres de la paroi, lorsqu’elle est non nulle, introduit une
sur-pression (ou une sous-pression). On renvoie a la figure 2.2 ou l'on a représenté

les ondes du probleme de Riemann entre I’état extrapolé et son miroir.



e 2.2 ¢« Bilan spatio-temporel

e Dansle cas oula paroi X (t) est mobile, laloi de conservation (2.22) ne s’applique

.. . . N . n+1/2
plus a priori, et en particulier, le flux a la paroi f; +1/2
'aide de la relation (2.31). La condition limite de paroi mobile est une réécriture de
la loi de conservation (2.7) dans la boite d’espace-temps ABCDA décrite a la figure

2.3, qui force la forme algébrique (2.22), quitte a définir un nouveau flux a la paroi,

, n+1/2
noté FI+1/2

ne saurait étre calculé a

et appelé dans la suite "flux limite de paroi mobile”. On a la

Proposition 2.2  Condition limite de paroi mobile monodimensionnelle.

1/2
Avec les notations utilisées plus haut, soit W ]n:l //2
n

la 1 - onde (de choc ou de détente) issue de I'état extrapolé W', | /2.—
ul , pression p?, densité pI, vitesse du son c}'). Sa pression :

nt1/2 _ n+1/2
Pri1j2 = (WI+1/2)

est calculée par résolution du systeme d’équations suivant :

n+1/2
2 p
L) I S Y ——— [( ”1/2> - 1] =0 sist/2_qyn >0

létat de vitesse s"t1/2 sur
(de vitesse

=17 Py
n+1/2 n
\/§(p1+1/2 —p*)
\/pfi [(v +)pie 4 (- 1)p’;‘}

si s"H/2 — < 0.

(2.40) sTHLY2Z g 4 =0

Si dans la méthode Muscl, on résout exactement le probleme de Riemann, c’est-
a~dire si la fonction W(e, e) de la relation (2.23) est calculée a I'aide du flux de

Godunov (voir par exemple [Du93]), alors le flux F }1:11/22 relatif a la condition
limite de paroi mobile est évalué grace a ’expression algébrique suivante :
t
ni1/2 Ax n+1/2  nt1/2 n41/2
FI-|-1/2 - AZIJ+$”+1 _ {<O7p]+1/27p[+1/2 Sn +
2 41 I+1/2 I+1/2
( . ) n+l T
T+1/2 I+1/2 pv1)2 n+1/2 ypn
+ Ar fjil/2 + s Wi o

Remarque 2.2

e Lorsque s"t1/2 =0, le préfacteur de laccolade dans la relation (2.41) est égal
a 1, les coefficients de f?jll//; ?Ll //22
la pression de I’état de vitesse nulle dans la résolution de probleme de Riemann entre

). Cette derniere est approchée par p:H/ 2(0) ,

et W sont nuls et la pression p est exactement

I/VI"H/2 _ et son miroir ,u(VVI”Jrl/2 B
calculée a la relation (2.38) si on remplace la résolution exacte du probleme de

Riemann par le flux de Van Leer.

Preuve de la proposition 2.2.

e On integre la loi de conservation (2.7) dans le volume d’espace-temps ABCDA
décrit a la figure 2.3. La normale extérieure a ce domaine a la forme tres générale
v = (Vg,1¢). On a donc :



(2.42) / (W, + fW)vpdy = 0
J(ABCDA)

et il suffit de détailler le calcul des quatre termes de cette intégrale de contour.

e On a d’abord, pour le segment ”horizontal” AB :

(2.43) / Wy dy = —(Az +a”
AB

1+1/2 I+1/2) Wi

— Ax).

puisque xI e T o T T T ((x1+1/2

e Le segment BC de la frontiere mobile a une direction normale v qui satisfait aux
relations :

1
(2.44) vy =
1+ (5”“/2)2
n+1/2
(245) =t

1+ (sn+1/2)?

et la "longueur spatio-temporelle” est telle que :

(2.46) / vydy = At.
BC

e On fait 'hypothese que ce flux est calculé en utilisant un probleme de Riemann
partiel (voir [Du87], [Du88], [DL89]) ayant comme état a gauche W} "1y2,— de fagon
a couvrir dans 1’espace-temps le secteur angulaire des vitesses v qui vérifient v <

s"H1/2 0 Si u? < s"T1/2 il se produit une détente & partir de 1'état WI+1/2 pour
n x
aboutir & un état WIJ:T/; de vitesse s"*1/2 en 7= s"1/2 et 1a relation (2.39)

+1/2,— & WI+1/2
par une onde de choc et la relation (2.40) doit étre utilisée. Pour plus de détail
n+1/2

s’applique. Dans le cas contraire ot u” > s"T1/2  on passe de wp

algébrique, on renvoie a [CF48] ou [Du93]. Dans tous les cas, un état W, o est
présent avec la célérité s"t1/2 et l'on a :

n+1/2 n n
(2.47) {W v+ f(W) v bdy = At (f(WI+1/2) — gnt1/2 ijf/;)

comme l’exphclte quasiment la figure 2.3 & partir des relations (2.44) a (2.46).

e La forme particuliere de la fonction de flux (2.8) et le fait que la vitesse de I'état

1/2 , .
W}fl /2 est exactement égale & s"T1/2 montrent que :

¢
(2.48) / {(Wu + fW)vp}dy = At(O,p?Ill//zzap?ﬁ//zQ S"+1/2>

ol, comme annoncé, p Iil //22 est la pression de 1’état W}fll/; (voir la figure 2.4).
e On a ensuite facilement :

— n+1/2
(2.49) . Wy dy = (Az + iy I+1/2) wr
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n+1/2
(2.50) T rdy = - iy
et ce dernier flux est évalué a ’aide du schéma (2.23), valable a I'intérieur du domaine
d’étude.

e On regroupe les expressions (2.43), (2.48), (2.49) et (2.50) pour écrire la relation
de conservation (2.42), et on divise par At. Il vient :

1 1 |:(A1'+1’n+1

n+1 n mn
At Ax T+1/2 x[+1/2) Wit = (Az + x1+1/2) WI]

1+1/2
1 n+1/2 n+1/2 ni1/2 t n+1/2
+A_x {(Ov Pry1/2 9 Pryaye S +/ > —Jizip| = 0.

Le rapprochement de (2.51) et de (2.22) permet d’introduire un flux de paroi mobile
n+1/2
i)
en rien le résultat. Il vient, par soustraction de (2.51) et de (2.22) multiplié par
xn+1/2 —
I+1/2 I+1/2

Ax
Az + ntt Az + xntl —
1 [( T Ty $I+1/2) ot ( T T x1+1/2> wr

(2.51)

de fagon a ce qu’une réécriture de (2.51) sous la forme (2.22) ne modifie

1+ c’est-a-dire par soustraction de I’équation suivante :

_|_

At Az Az

n+l n+l _
1 [(AJ} T x1+1/2 $I+1/2)Fn+1/2_ (A.’E + x[—|—1/2 SE[+1/2) n+1/2

Ax Az I+1/2 Az I—1/2 =0,

la relation :
1 Az + ™t —

T
n+1 n n I+1/2 I+1/2 _n+41/2
~AiAL (m x )WI + F

1+1/2 1412 A2 I+1/2

1 n+1/2 n+1/2 pi1/2 t 1 na1 " n+1/2
_E(O’p”l/”p”l/? N >  Ax? (II+1/2_xI+1/2)fI*1/2 0,
qui, & une opération algébrique simple pres, s’identifie a la relation (2.41). La propo-

sition 2.2 est établie. O

Remarque 2.3

e Il faut noter que la relation (2.41) est vraie en toute généralité, sans hypothese
sur s"t1/2 4 condition de résoudre I'une des deux équations non-linéaires (2.39) ou
(2.40). De méme, il suffit que la condition de "non pénétration du maillage” :

n —
(2.52) Trrge Z Tiiip = Ty Azx, n>0
soit réalisée pour que le calcul précédent soit légitime, sans utilisation de I'hypothese

(2.14).

e Le défaut de la relation (2.41) est que lorsque la vitesse de la paroi s /2 egt
identiquement nulle, la pression paroi est calculée par le flux de Godunov, alors que
le savoir-faire numérique initial utilise le flux de Van Leer et en particulier la relation
(2.38). Nous allons donc adapter ’étude au cas du schéma numérique réellement
utilisé au sein du logiciel Flu3mi.
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e 2.3 ¢« Développement limité de la pression paroi

e Dans le cas ou la vitesse s"T1/2 de la paroi est faible devant la vitesse des ondes

du probleme (hypothese (2.18)), on peut linéariser les équations (2.39) et (2.40) qui
n+1/2

T+1/2 & la paroi. Nous avons la

autorisent le calcul de la pression p

Proposition 2.3 Calcul approché de la pression paroi.

Pour calculer le flux limite de paroi mobile F?:ll/; a l’aide de la relation (2.41),
on peut utiliser pour évaluer la pression paroi au premier ordre (par rapport a la

vitesse s"t1/2 de la paroi mobile) 'expression suivante :

1/2 1/2 1/2
(2.53) p?j:l//Q — pntt/ (0) — pl e gntL/2 = it / (s7F1/2)
au lieu des équations (2.39) et (2.40). Dans la relation (2.53), p? et ¢ désignent
respectivement la densité et la célérité du son de I'état W' J2— extrapolé a la

paroi et pr/ 2(0) la pression paroi a vitesse nulle, étudiée & la proposition 2.1

et calculée pour le flux de Van Leer a I’aide de la relation (2.38).

Preuve de la proposition 2.3.

e On fait I'hypothese que le calcul de la pression paroi a vitesse nulle, donné
théoriquement par (2.39) ou (2.40) avec s"t'/2 = 0, peut étre approché par
I'expression (2.38) issue de l'emploi du flux de Van Leer. On utilise la relation
(2.39) (ou bien (2.40) qui lui est équivalente pour ce qui suit car les courbes de choc
et de détente ont mémes éléments de contact jusqu’a 'ordre deux inclus, voir par
exemple [CF 48]) pour calculer la dérivée dp/ds de la pression paroi en fonction de
la vitesse paroi ; il vient, en dérivant par rapport & la variable s"T/2 la relation
(2.39) :

(254) 14 2 c’ﬂ_li(@>(0) ~ 0

v—1 2y pi \ds
si on suppose les pressions p! et pfﬂ/ 2 (0) assez voisines, ce qui est légitime lorsque

la vitesse u} de I'état extrapolée W} est voisine de la vitesse s"t1/2 de la

+1/27 -
paroi, elle-méme infiniment petite compte tenu de ’hypothese (2.18). On tire alors
de la relation (2.54) :

dp
2.55 — 1(0) = —pict
2 (L)o = g
et la relation (2.53) résulte alors de (2.55) et de la formule de Taylor a l'ordre 1. [

Remarque 2.4

e Lorque les vitesses u” et s"t1/2 sont des infiniment petits du méme ordre, on

peut également calculer p:}“/ 2(0) par développement limité de la relation (2.39)

par rapport & s"t1/2, compte tenu de I’expression :

(%)(@ — e

qui fournit grace a la formule de Taylor la pression a vitesse nulle :
(256)  pt(0) = pl gtk

De facon équivalente la pression a paroi mobile se calcule par :

12



(257)  piiis = Pl el (ul —siT?)

relation qu’on peut obtenir directement a partir de (2.39) et de sa linéarisation a
I’ordre 1 par rapport & la variable u? — s"+1/2 .

e La figure 2.4 illustre bien ces relations (2.53), (2.56) et (2.57) : si u? = s"+1/2
alors 1'état extrapolé le long de la paroi a exactement la vitesse de la paroi et sa
pression p?' s’identifie a la pression sur la paroi mobile.

e 2.4 ¢« Expression approchée du flux paroi

e La condition limite de paroi mobile est concue pour étudier des écoulements tels
que d’une part le nceud de la paroi est mobile avec une faible vitesse devant celle
des ondes présentes dans 1’écoulement (hypothese (2.18)) et d’autre part I’extension
spatiale de la perturbation reste petite devant la taille Az de la derniere maille
(hypothese (2.14)). On peut donc injecter cette double hypotheése de petite pertur-
bation dans la relation (2.41) pour calculer le flux limite de paroi mobile, en tenant
compte du travail déja fait pour le calcul de la pression paroi proprement dite.

Proposition 2.4

Condition limite de paroi mobile linéarisée a4 une dimension d’espace.
Supposons la paroi mobile d’'indice I+1/2. Soit W} ’état de la derniere maille
a linstant nAt considéré, pl! et ¢} la densité et la célérité du son de I'état

I1/2,— extrapolé ala paroi avec la méthode Muscl, f}‘jll//;

derniére maille (de numéro I —1) et la derniere maille (de numéro ), p
la pression paroi calculée par le schéma numérique lorsque celle-ci est immobile,
s"T1/2 1a vitesse discrete du point paroi et 21! sa position & instant (ntl) At.

le flux entre ’avant
)

T+1/2
Sous les hypotheses précédentes, écrites une nouvelle fois, a savoir :
n+1
(2.58) | iy L| << Az
n+1 "
(2.59) /2 = I+1/2At I+1/2 << o

le flux limite de paroi mobile admet le développement limité suivant :
pH20) (0, 1, syt
+5m 2 W+ (0, —pler, 0)'] +

n+1/2 1 n n+1/2 n+1/2 t
(2.60) F/\ /)y = + 5 (Q;I++11/2 ~ L) [fl_l//2 — (0, pk 2(0), 0) ] +
n+1

T —L\2 n+1/2\ 2
I+1/2 s
ol | —— .
i << Az ) +( oz ))

Preuve de la proposition 2.4

e On injecte les hypotheses (2.58), (2.59) et le développement de la pression paroi

p?:_rll //22 évaluée a la relation (2.53) au sein de 'expression (2.41). Ceci permet de
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calculer le flux F 1:1 /2

aux deux infiniment petits induits par (2.58) et (2.59), supposés du méme ordre. Il
vient :

en ne conservant que les termes d’ordres 0 ou 1 par rapport

n+1/2 xfnjll//; ~ Try2 n+1/2 /2  n+1/2 127\t
F = <1 — A ) (0, ps (0) — p e s FY2 ] (0) s"1/2)
T

I+1/2

AL
+ I+1/2Ax e fn+11//22 + "2 e 4 {ordre > 2}
c’est a dire :
(0. p2(0). 0)" +
4 g H1/2 [WI" + (0, —pl p*+1/2(0) s”+1/2)t] +
(2.61) F?:ll/f - 1 +1 n+1/2 n+1/2 t
L@t~ [ - 0.0, )] +
\ + {ordre > 2}.

Cette expression (2.61) fait apparaitre le terme d’ordre zéro (cas ou la paroi mobile

est fixe, c’est a dire Tyirg = L), le terme d’ordre un par rapport a s"T1/2 et enfin
5 N +1 . . N .

le terme d’ordre un par rapport a N (:1;}11/2 — L). Elle est identique a la relation

(2.60), ce qui montre la propriété. O

Remarque 2.5
e Les variables utiles pour le calcul de la relation (2.60) sont illustrées a la fi-
gure 2.5. Si on compare la relation (2.60) au savoir-faire décrit dans [RC96] [page 3],
on constate que le troisieme terme

1 t
Az (x;fll/Q ) (f?+11//22 B ( ’ pZH/Q(O)’ O) )
doit étre introduit aux travaux antérieurs pour aboutir & notre expression (2.60).
La méthodologie employée, fondée sur une intégration de la loi de conservation en
espace-temps suivie d’un développement limité par rapport a la vitesse du nceud
paroi et a son élongation par rapport a la position nominale, fait apparaitre apres
linéarisation un nouveau terme dans le flux limite de paroi mobile.
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3) Etude bidimensionnelle

e 3.1 ¢ Géométrie discrete

e Le domaine d’étude €(t), mobile avec le temps ¢, est maintenant inclus dans
le plan IR%?. Nous le supposons composé d'une réunion de quadrangles K ; avec
it <1, j €7 ; chaque quadrangle K, i est délimité par des sommets M

1+1/2, m+1/2
(< I,meZ) :
Ju

U[]Wi—uz,j“/z ’ ]\41'—1/2,]'—1/2} U [Mz'—1/2,j—1/2 ’ ]\41'—}-1/2,]'—1/2}

comme explicité a la figure 3.1. Nous supposons de plus que les sommets sur la
frontiere, de numéro avec un premier indice égal & I + 1/2, sont mobiles au cours
du temps, et nous posons :

(3.2) ]\/‘[I+1/2,j+1/2(t) = M o1 T (5j+1/2(t) , JEZL

et avec des notations ”évidentes”, illustrées figure 3.2 :

(3.1) 0K . = { [Miﬂ/%'—l/w Mz’+1/2,j+1/2} J [Mz'+1/2,j+1/2 ’ Mz‘—1/2,j+1/2
(2]

{]\4]73(97 E? t) = 95 ]\[7;+1/2’j+1/2(t) +
(3.3) GKI’j(t) = +(1-0)¢ ]\41—1/2,3'—&—1/2 + (1-0)1-¢ ]\41—1/2,3'—1/2 +
+0(1_§)]\4j+1/2,j*1/2, 0766[071]}

Nous avons :

(3.4) o = U {( Km) UKIj(t)}
jem L \i<I-1 ’

et le domaine €(t) a une frontiere 9€Q(t) composée de segments de droite :

B3 000 = U My, 00 My ()
JEZL
qui par hypothese reste voisine de la frontiere de référence 0€), avec :

(3.6) 0y = U []\/[1+1/2,j—1/2’ ]\4I+1/2,j+1/2]’
JEZL

comme illustré figure 3.3.

e La discrétisation temporelle introduit un pas de temps At > 0, des temps
discrets t™,

(37) " = nAt, n>0

et on pose par convention :

T41/2,j41/2 ]\41+1/2,j+1/2 (nAt)
(3.8) M s = Mo jiae 00,5 120, JEZ.

La vitesse du point d’indice (I+1/2,j+1/2) entre deux instants nAt et (n+1)At

est un vecteur 374:1/2 2 calculé comme quotient aux différences finies :
J
1 1

n+l/2 _  _— n+1 _ n — _— (sntl _ sn
(3.9) Sj+1/2 At{ 1+1/2,j+1/2 MI+1/27J+1/2} At(j+1/2 (5j+1/2)
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et entre les instants t" et t"*! la cellule K, (t) décrit un volume d’espace-temps

’

V}";Fl/ 2 qu’on peut définir par :

(n+1)At—t t—nAt .
{( At Kot A B ’t>’

(3.10) VI”],“/Q =
’ nAtgtg(n+1)At}.

La cellule an;—l/ 2 appartient & un espace-temps tridimensionnel avec un espace

bidimensionnel donc est topologiquement de forme cubique (Figure 3.4). Son bord
8V"+1/ 2 est composé de six faces d’espace-temps a deux dimensions spatiales : la

I,j
paroi mobile CBFG, les deux faces latérales BCDA et GFEH, la paroi fixe ADHE
de premier indice I —1/2 qui fait face a la paroi mobile, la cellule KI” = BAFEF

yJ

a linstant nAt et la cellule KI”Jfl = DCGH a linstant (n + 1)At, comme le

El

suggere la figure 3.4.

e Dans la suite de cette troisieme section, nous notons . i1/, (respectivement

Ei,j+1/2 ) Dinterface []\4i+1/27j_1/2 , ]\Ji+1/27j+1/2} entre K ; et K, . (respec-
tivement l’interface []\42‘—1/2,3‘4-1/2 , ]\4i+1/27j+1/2} entre K, et K . ) :
(3.11) { ip12g = [Mz‘+1/2,j—1/2 : Mz’+1/2,j+1/2] - aK NoK,,
iir1/2 []V‘[z 1/2,j+1/27 ]\41+1/2 j—|—1/2} = aKi,j NoK, ;..
La normale orientée dans le sens des indices croissants ente K, . et K 41, est
notée Yiv1jaj celle entre K et K7 ., est notée Y iv1ja Elle est deﬁme par
intégration de la normale v le long de 'interface 3. 12,5 OW de l'interface % i1z
On a algébriquement :
Viv1/2,5 = /E V((l - 5)]\/[1'—1—1/2,3'—1/2 + 51\/[i+1/2,j+1/2 ) dr(€)
i+1/2, ]

(3 12) v — ( yi+1/27j+1/2 o yfi—|—1/2,j_1/2 >
) iv1/2,5 = | = (x ‘ . |
i+1/2,5+1/2 i+1/2,5—1/2

ou l'on a explicité les coordonnées planes du point courant :

(3.13) ]WI+1/2 j+1/2 ($i+1/2 jr1y2 Y1y, j+1/2)'
De facon analogue, les relations permettant de calculer Y iv1/2 s’explicitent par :
Vij+i2 = > V((l - 0)%—1/2,]‘“/2 + 9]\/[1+1/2,g+1/2 ) dv(0)
i, j+1/2

(3.14) v . — <_ (yi+1/2,j+1/2 a yi—1/2,j+1/2) ) ,
i,5+1/2 xi—i—l/Z i+1/2 — ,’L’i 1/2,4+1/2

en remarquant que le signe a changé car la normale v, pointe a droite de

i+1/2, 5
Ei+1/2, alors que la normale Y, iv1/2 pointe a gauche de 21,]-1-1/2 .

e Levolume | K .| delacellule K ; se calcule par intégration de la représentation

proposée en (3.3). Nous introduisons d’abord la notation « x 8 pour deux vecteurs
de IR? notés a = (a, ) et B = (Ba, By) :
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(3.15) axf = azBy — ayBy.

C’est un nombre (a x f € IR) qui permet d’exprimer simplement la surface du
quadrangle (o, ). Bien entendu, si o et 3 appartiennent & IR?, o x 3 désigne
toujours le produit vectoriel usuel.

Proposition 3.1 Volume de la cellule K i

La cellule K, ; étant définie & la relation (3.3), on pose

+
(3.16) 5” - ]wi+1/2,j—1/2 - ]Wi—l/z,jﬂ/z

(3.17) 5@_3 - ]Mi+1/2,j+1/2 - ]\41'—1/2,3'—1/2

comme illustré a la ﬁgure 3.5. On a alors :

+ —
(3.18) K | = (57J 6i,j)

si le quadrangle K, ;D ‘est pas une maille croisée.
R

Preuve de la proposition 3.1.

e Compte-tenu de la représentation (3.3), le point courant M (0, §) de K j est
paramétré par la relation :

(3.19) {M(e, §) = 0&M, i+1/2,5+1/2 + (1- )fM 1/2,5+1/2 +

+(1_9)(1_€)]\4z + 9( 6)]\4“_1/273‘_1/2

—1/2,j-1/2
ce qui entraine :

oM

90 5‘]\41'+1/2,j+1/2_5‘]\41'71/2,]#1/2 (1=6) M, —1/2,j— 1/2 +(1-M, i+1/2,j—1/2
oM

— oM +(1-0)M

8_5 i+1/2,5+1/2 i—1/2,j+1/2 —(1-0) M, —0M

—1/2,j—1/2 i+1/2,j—1/2

00

par ailleurs :

oM oM
- dod
Ky l= /]01[><01‘ o :

M M
- /] ( <880 X aa 5 ) do d¢ si la maille n’est pas croisée
0, 1[x 07 1

= ( / ‘o ) ( — d9> vu la remarque précédente
0 0
=50 ) 3000, - )

1
- x5+) = ot X6
4(@3 (2] iyj ] 2 47 1,
ce qui montre la propriété. O

donc —— ne dépend pas de 6 et de méme 5’_5 ne dépend pas de &. Nous avons

e Dans la suite, nous notons v la normale extérieure a la cellule d’espace-temps
V”+1/2 Compte-tenu des relations (3.3) et (3.10), un point M (6, &, ¢) de cette

Cellule est défini par le paramétrage suivant, qui sépare espace et temps t = t" +

CAt
(320) M0, ¢) = ((1—QM™0, &) + CM"™ (0, €), t" + CAt)
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avec M"™(0, &) calculé comme a la relation (3.19), mais pour l'instant ¢" :

(3.21) { e H/Q i (1-6)eM 12,5412 T
+(1-0)(1-¢) ]\42'—1/2,3'—1/2 +0(1-¢) Jwi—i—l/2,j—1/2 :
La normale extérieure a donc trois composantes :

v = (Zxa Zya Zt)
ou deux composantes, une spatiale 7, € IR? et une temporelle 7; :
(3.22) Vo= (Ve, ).

e Pour expliciter le membre de droite de (3.22), il est utile de préciser les notations
pour les normales spatiales situées sur les parois mobiles CBFG, BCDA et GFEH. 11
convient de faire attention au fait que la normale v est orientée et pointe toujours
vers 'extérieur du volume V”j’l/ 2 alors que les directions normales v, 12, et
Y iv1/2 suivent en espace les lignes d’indices croissants. Nous explicitons donc,dans
la suite de ce paragraphe les expressions des six normales extérieures.

Proposition 3.2 Normales extérieures au volume VI";Fl/ 2,
On pose, compte-tenu de (3.9), (3.12) et (3.14) :

1
n+1/2 _ = (.n+1/2 n+1/2 :
(3:23) = Sy s ) . Je

1
n+1/2 __ n+1 .
(3.24) v =3 (v Y VI+1/2’j) , JEXL
1
n+1/2 _ = n n+1 .
(3.25) Visre T 2 (Vl,j+1/2 * VI,j+1/2) AR

L’intégrale sur leur facette respective des six normales extérieures au volume
d’espace-temps V"T1/2 est calculée & I’aide des expressions suivantes :

I

i

OM  OM
vdy = / x — (1,¢&, ¢) ded
/CBFG ! Joaxjoa 06 9C (1,6 ¢) ded¢
t
(3.26) / vdy = At( ntl/2 u@+1/2.s.”+1/2)
CBFG J J

/ Py = / 8M OM (40 ) apdc
BCDA 10,1[x]0,1] 3C

t
(3.27) vdy = At <_,/n+1/2 lyn+1/2.8n+1/2>
BCDA j—1/2 7 2 j-1/2  Tj-1/2

/ Ddyz—/ a—an—M(Q,l,C)deg
GFEH 10,1[x]0,1[ ¢

t
(3.28) vdy = At (u"+1/2 _lyn+1/2.5n+1/z>
GFEH J+1/2 7 2 i+1/2  Ti+1/2

~ oM 8M
dv = — 0, déd
/ADHEV ! /]0,1[><]0,1[ 23 3C (0,6 ¢) ded¢

t
3.29 / Sdy = Aty .0
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OM  OM
5d :—/ M 9% (9. €. 0) dod
/BAEF ! 10,1[xjo,1] 99 3§( ¢ 0) .
(3.30) / vdy = (0, - | K", !)t
BAEF Lj
oM OM
acw:/ M O (96 1) dode
/DCGH j0,1[x]0,1] 90 O¢ ( )

t
(3.31) / vdy = (0, | K |) .
DCGH »J

Preuve de la proposition 3.2.

e Les relations (3.20) et (3.21) permettent le calcul des dérivées partielles utiles
dans les définitions associées aux formules non numérotées. On a :

(
<(1 =0 [5]\4“1/2,#1/2 N 5]\4[—1/2,j—|—1/2
(3.32) 8J/\\/f(0 £ 0) —(1-9) ]\41‘711/2,3‘*1/2 + (-9 ]\41“11/2,];1/2}
. Tan 9 9 - n+1 _ n+1
00 +¢ [5]\/[1—‘,—1/2,3'—1—1/2 f]\41—1/2,3‘“/2
t
(1 _ n+1 _ n+1
\ (1-¢) ]\41—1/2,3'—1/2 +(1-¢) ]w]+1/2,j—1/2] ’ 0>
<(1 — Q) [91\4111/2,%1/2 +(1-0) ]\4171—1/2,]'—%1/2
oM —(1-9) ]\41—1/2,3'—1/2 B 9]\4”1/2,;'—1/2}
(333) 8_5(0’ g’ C) - +C |:9Mn+1 + (1 o 0) M?’L-i—l
I+1/2,§+1/2 1-1/2,j+1/2
o o n+1 . n+1
\ (1 9) ]\41—1/2,3'—1/2 0]\41—1—1/2,3'—1/2] ’ 0)
(
<_£ [9M1+1/2,j+1/2 +(1-0) ]\4]—1/2,3‘—1-1/2]
- -(1-9) [(1_0) ]\/‘[1—1/2,3’—1/2 + 9]\4I+1/27j—1/2}
oM n+1 _ n+1
(3.34) 8—C(97 £, ¢) = +& [QMI+1/2,J‘+1/2 +(1-9) Mf—1/2,j+1/2]
. . n+1 n+1
T (1 5) [(1 0) ‘MI—1/2,j—1/2 + H‘MI+1/2,]’—1/2] ’
t
| At)

e Les relations non numérotées résultent d’un examen approfondi de la figure 3.4
et de la remarque suivante, que nous développons pour la face CBFG. On a d’une
part :
oM oM
N s
o, ) = %6 9
oM » oM
o6 O¢
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et d’autre part :

oM oM
ded
(& 0 = | 3¢ ¥ 3 |64

donc le module du produit vectoriel disparait de toutes les intégrales qu’il faut
effectivement calculer.

e Nous terminons la preuve de la relation (3.26) en détaillant les divers calculs
pour les six faces du bord du volume d’espace-temps V"+1/ 2. La relation (3.26)

s’obtient en faisant § = 1 au sein des relations (3.33) et (3 34)

aM aM L oM oM
ded¢ = —d —d
/10,1[x}0,1[ f ( ¢) dedg </o 23 C)X( o OC é)
1

(i) ) (g ()
B A Rt I Bl WY G iRty
—_ynti/2y ’ gnt1/2, !
= At ,/TZH/ZJ: X Sjn+1/2,y
J 0 7 1

— At ( n+l/2,@ ntl/2,y _Vn+1/2.sn+1/2)t
" T J
ce qui établit completement la relation (3.26).
e La relation (3.27) se montre de fagon analogue ; on a :
OM _ OM
'ﬁdyz/ — X — (0,0, () d8d¢
/BCDA Io.1[x]0.1( 00 9¢ ( )

([ i) oo

1/ . 1
_ Y n+1,y - n—|—1/2 xT
2 <V1,j—1/2 + Vf,j—1/2> 2 %-1/2
= At _l (Vn,w yntl e ) X l §n /2,y
o \"rj—12 T Ve 2 %-1/2
0 1

— At (_Vn+1/2,x _ /2,y lyn+1/2.sn+l/2>t
j=1/2 7 j-1/2 T2 j-1/2  j-1/2
et cette derniere expression algébrique est identique au membre de droite de la
relation (3.27). La relation (3.28) fait appel aux mémes techniques :

- aJTJ oM
/ vdy = —/ — X — (9 1, C) do d¢
GFEH 10,1[x]0,1] ¢
OM L oM
= — 91(d§> (/—9,1,Cd9>
([ e e
- ( Y n+1l,y ) lsn—l—l/Z,m
A 21 1,j+1/2 I,j+1/2 21 j41/2
= — At - n,x n+1,x X = oontl/2,y
9 (Vf,j+1/% Vl,j+1/2) 2 Sj+11/2
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1 t
= At <Vn+1/2,:v Vn+1/2,y = Vn+1/2 .Sn—|—1/2>
Jj+1/2 7412 b9 412 +1/2 :

e Le lecteur sérieux parvenu a ce stade de cette preuve ayant de toute fagon sorti
son crayon ou son logiciel Maple, la fin est quasi- automatique :
oM oM
oy = - | < 22 (0, €, ¢) dedg
/ADHE 10,10x]0.1 e ( )

(] SEmeom)([ Focon

Y

Yr-1/2,) 0

= At | —v* , x (0
171/2,]

0 1

t
_ x Yy
= —at (Vf—l/z,j P12, O)
ce qui établit (3.29),

oM oM
vdy = —/ — X 0, &, 0) dod€
/BAEF 1o.10x0.11 00 = o¢ ( )

([ B[ Focon)

t
— At (o, - | K |)
compte-tenu du calcul effectué lors de la preuve de la proposition 3.1 ; donc la
relation (3.30) est démontrée. Enfin, et de maniere analogue :
_ oM OM
/ vdy = / —x—(&,f, 1) df d¢
DCGH 10,1[xj0,1] 90 O

~ At (o, | K |)t

ce qui démontre la relation (3.31). La proposition 3.2 est établie. O

¢ 3.2 ¢« Volumes finis pour les équations d’Euler

e Nous disposons, suite au paragraphe précédent, d’'un domaine spatial Q(t) C IR?
qui dépend du temps ; celui-ci (relation (3.4)) est la réunion des cellules quadran-
gulaires K . avec ¢ < I et j € Z. Le mouvement du domaine Q(t) est réduit
au mouvement de la famille des mailles K, ., et plus précisément des sommets

]\41 L 19, Comme I’indique par exemple la ﬁgure 3.3. A partir de cette discrétisation

spatiale, une discrétisation temporelle (associée a un pas de temps At > 0 fixe pour
simplifier 'exposé) permet de construire (relation (3.10)) des volumes espace-temps
Vi”j“/ 2 par interpolation temporelle entre les mailles K, j (dont celles celles de pre-

mier numéro ¢ = I, rappelons le, dépendent du temps) a I’aide du temps t" = nAt.
Nous diposons donc, comme au chapitre 2 relatif a I’étude monodimensionnelle, d’un
domaine d’espace-temps = défini par :
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335 == U {( U I(i’jx[t”,t”+1}>u1§?jl/2}.
n>0 1< 1-—1

jEXL

e Les équations d’Euler de la dynamique des gaz consistent a écrire les lois de
conservation fondamentales (masse, impulsion, énergie) de la mécanique des milieux
continus ; les variables inconnues sont la densité [p], la vitesse [u = (u,v)| et
I’énergie totale spécifique [E] ; on pose

t
(3.36) W = (p,pu, pv, pE) .
L’énergie interne spécifique e est définie par soustraction de l’énergie cinétique

spécifique de I’énergie totale :

(3.37) e = E— %(u2 + v?)

et le milieu continu est ici un gaz parfait polytropique ; le tenseur des contraintes
o est diagonal :

(3.38) o= —pl
et la pression p est calculée a 'aide d’'une équation d’état bien classique :
(339)  p = (y—1)pe

avec v = 7/5 pour l'air considéré comme ensemble statistique activant trois degrés
de liberté en translation et deux en rotation (molécule bi-atomique).

e I’écriture d’'un bilan demande 'introduction des flux numériques (f,g) dans
les deux directions de ’espace :

(340)  F(W) = (pu. pu + p. puv, puE + pu)'

t
(341)  g(W) = (pv, puwv, pv* + p, pvE + pv)
Le systeme des équations d’Euler prend alors la forme conservative suivante :

ow 0 0

(3.42) s %[f(W)} + a—y[g(W)] = 0;

il est utile pour la suite d’introduire le couple constitué par les deux flux :
(3.43) (W) = (fW), g(W)) € R* x R*

et pour une direction spatiale v = (v, v,) € IR? le produit scalaire contracté
(3.44) OPW)ev = f(W)vy + g(W)uy

qui appartient & IR*.

e Les conditions au bord du domaine = sont de type condition limite et condition
initiale. En ce qui concerne les conditions aux limites au bord spatial de =, il suffit
d’écrire la non-pénétration du fluide sur les parois mobiles Ejﬁ“/ 2(j € ZLyn>0)

définies par les relations suivantes :

(3.45) Ej - []\41—1—1/2,3'—1/2 ’ ]\/[I—i—l/2,j+1/2] , JEXZ, n=0

+1)At—t t —nAt
a6) gtz = ) (DAL=t tonAl oy At <t < (n+)A
(3.46) = N T STt ) At <t < () A
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le long desquelles la vitesse moyenne vaut sj"H/ 2 et est calculée & la relation (3.23).

La condition de non-pénétration a la paroi (analogue bidimensionnel de la relation
(2.12)) s’écrit donc en moyenne sur la surface mobile EJ’?H/ 2 trés simplement :

(3.47) dy = §"TV200Y2 S e L, n>0

‘EJT‘*—W‘ Awrl/z Vi j i
J

en utilisant la normale moyenne Vj"H/ 2 le long de Zj”“/ 2 (voir la relation (3.24)).

e Notons que I'emploi d’indices non bornés pour la géométrie spatiale (i < I,
Jj € ) évite de poser ici le probleme classique de la condition fluide. On renvoie
pour cela aux approches classiques, décrites par exemple dans [Du93]. La condition
initiale ne pose pas de probleme particulier et la relation (2.10) reste valable.

e La méthode des volumes finis introduit comme inconnue de base le champ W;"

)

des valeurs moyennes des variables conservées (3.36) dans la maille spatiale K ”j :

(348) M/i,j Kn+1/2‘ /Kn+1/2 ,I t )d

Le schéma numérique consiste a mtegrer la loi de conservation (3.42) dans la cellule
d’espace-temps V;”jJrl/ 2 définie de maniere générale par les relations :

L K, . x [t T, i<I—-1, jeZL
(349) V;ZJF 2 = V7’7L+1/2 je v/
I,j ’ '
On a donc :

(3.50) /avnfl/Q (Wﬁt 4 (W), + g(W) ay>(x, t)dy(z, t) = 0.

Le bord de V”+1/ 2 est constitué de facettes L H1/2 et Z,”’,Lli 32 en plus des volu-

W) +1 27] 7',.7+
mes spatiaux K I Elles sont définies par :
n n+1 . o .
(3.51) ;e = T R B A
+1/2, ] EJ’?“/Q (c.f(3.45), i=1, jeZk
n 4n+l LT — .
(3.52) w12 o X [T, s I, jeZ
i, j+1/2 ynti/2 ., i=1, jeZ
j+1/2
avec pour les facettes transversales :
G [Mf—l/2,j+1/2 ’ M.f+1/27j+1/2} » JEZ, n=0

n+1/2 _ n - n+1 n
(354)  xH {(gszm + (-l Lt +(At>,0§§§1}.

Avec des notation naturelles pour les directions normales, a savoir :

v, o (cf(312), i<I—-1, jeZ
(3.55) w2 — { 12,

i+1/2, ] yj"+1/2 (c.f(3.24)), i=1, jeZk
- f.(3.14 i <I—-1, jeZ
(3.56)  pntl/Z = gy (LB, s e
' i, j+1/2 uj?”fll/f (c.f(3.25)), i=1I, jeZ
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les flux normaux (P ev) dans les deux directions du maillage ont une définition tres
simple :

ntt/2 1 n+1/2
E5n) (@)~ /2 e ®(W 0) eu Y2 (o) dr
i+1/2, ]
n+1/2 i n+1/2
(3.58) (@ V)i,j+1/2 = % /En+1/2 (W (z, t)) AN dy(x)dt.
i, j+1/2

e Nous développons maintenant I'intégrale de bord de la relation (3.50). Il vient :

/K; ;_1 dz — /K,“, dz + /Z)"+1/2 d~y

ij i+1/2,j

(3.59) /a iy Ao D) =
4, ] - /E”+1/2 dy + /En+1/2 dy — /En+1/2 dy

i—1/2, 4 i, j+1/2 i, j—1/2
et appliquant 'opérateur (3.59) a la quantité sous le signe ”"somme” du membre de
gauche de (3.50), a savoir (W, + f(W) v, + g(W)vy)(z, t), il vient, compte-tenu
des définitions (3.48), (3.57) et (3.58), dans le cas ol les mailles sont fixes (i < I—1)

1 ntl 1 1 nt+1/2 n+1/2
At (Wi’j Wi’j) ! v [(q}.y)m/z,j ((I).V)i—l/lj i

— (Cbou

(3.60) o

)n+1/2
i,j+1/2

i j—1/2
Dans le cas d’une maille mobile (i = I), I’écriture de la loi de conservation (3.50)

est un peu plus compliquée car les facettes X"H1/2 et £7T1/2  ont une normale
I+1/2,5 I,5+1/2
extérieure v qui a une composante temporelle 7; (relation (3.22)) non-triviale. Nous

détaillons dans la proposition suivante 1’algebre relative a ces différents termes.

+ (Dov }:(L i<I-1, jeZ.

Proposition 3.3 Flux au bord du volume mobile V}”j“/z .

Etant donnée une famille {I/Vl”m, [<I,me Z} fixée d’états fluides, on suppose

que le schéma numérique de volumes finis permet I’évaluation d’états interpolés

Wntl/2 of Wntl/2 gurles facettes X712 o ¥ 1/2  comme fonction de ces
i+1/2,j i,j+1/2 i+1/2, i, j+1/2

seules variables, prenant en compte également les données aux limites (i = I).
On a alors les quatre relations suivantes :

Wo + fWV) 0 + g(W)Ty) (2, t) dy =

n-+1/2
(3.61) T+1/2,
= . 7’L+1/2 _ n+1/2. n+1/2 n+1/2
At [(i‘b V>I—|—1/2,j <sj v ) Wle/zJ
v, v v — n+1/2
(3.62) n+1/2 (W v+ fW) Uy + g(W) Vy) (x,t) dy = —At (<I> . V)I—l/Q,j
T-1/2,j
(3.63) T,j+1/2

= At [(@.V)n+1/2 _ 1(8n+1/2.yn+1/2> Wnt1/2 ]
I,j+1/2 2 \ j+1/2  j+1/2 I,j+1/2
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e (W74 V)7 + (W), (1) dy =

(3.64) 1,j—1/2

_ _ n+1/2 1 n+1/2 n+1/2 n+1/2
- At[ <(I>'V)1,j_1/z * 3 (Sj—l/z Y > Wm—l/z} ‘

Preuve de la proposition 3.3.

e Nous montrons d’abord la relation (3.61) en détail. Nous avons :

n+1/2 (Wﬁt + fW) v, + g(W) ﬂy)(aj, t)dy =

1+1/2,35

— _ApHL/2 (Sn+1/2.l/n+1/2) At
I+1/2,5 \J J

f(Wn+1/2 )I/?l+1/2’m+

I+1/2,5 i

+g(VVIT:;g2j) an+1/2,y] compte tenu de (3.26)

= At [(CIJ-y)nJrl/Q — (s”+1/2oun+1/2> Wntl/2 }
I+1/2,j J J I+1/2,5

compte tenu de (3.43) et (3.44), ce qui montre la premiere identité.

e Les autres relations résultent du calcul des intégrales des normales extérieures
(relations (3.27) a (3 29)) mené a la proposition 3.2 et de l'orientation relative de la
normale extérieure 7 au volume mobile V";Fl/ 2 d’une part et des normales v, +1/2,5

et Y, iv1/2 qui courent le long des lignes de maillage d’autre part. O

Remarque 3.1
e Dans le cas de la maille mobile K, I c’est-a-dire du volume dans l’espace-
temps V”+1/ 2 Iéquation de bilan (3.50) prend la forme suivante, compte-tenu de

la deﬁnltlon (3.48), du calcul (3.59) et des relations (3.61) a (3.64) que nous venons
d’établir :

1
n+1 n+1 n
At (‘K ‘W ‘KI,J W,J)
)2 < nt+1/2 n+1/2> n+1/2 }
+ [<<I) V)I—|—1/2,j Sj VJ I/V1T4r1/2,j

®.I/)’I’L+1/2
I1-1/2,5

(3.65) —(
+ [((I).V)n—l—l/Z — % <s”+1/2o1/n+1/2> Wwntl/2 }
[

I,j+1/2 J+1/2 0 j+1/2 I,j+1/2

o ((p.l/)n-i—l/Q . 1(5n+1/2.yn+1/2> Wn+1/2 i| = 0
j—1/2  j—1/2 )

I,j—1/2 2 I,j—1/2

e Lorsque le volume K; I (t) est une perturbation d'un volume K, . de référence,
restent voisins de sommets

s ey . n+1/2
fixes JWI+1/2 120 la définition du flux limite de paroi mobile (F . V)I—|—1/2,j

siste & rendre identiques les relations (3.65) et (3.60) avec i = I. Ceci est possible

c’est-a-dire lorsque les points mobiles M, J2.j41 /2( )

con-
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. n+1/2 o, . . . .
car l’expressmn [¢5o v — (So I/) W} // ne fait intervenir qu’une pression paroi
I1+1/2,5

p"t1/2  facilement calculable, comme le montre la proposition suivante.
I1+1/2,5

Proposition 3.4 Flux sur la paroi mobile et pression paroi.
On se place dans les mémes hypotheses que pour la proposition précédente :
le schéma numérique de volumes finis est associé a un calcul préalable d’états

aux interfaces de la forme W"t1/2 et Wntl/2 i I'état W"t1/2 sur la paroi
i+1/2,5 i,j+1/2 I+1/2,3

mobile Z}:"ll /22 _ satisfait la condition limite (3.47) de non pénétration a la paroi
J
n+1/2

et admet une pression notée p}fll/; , alors le flux (Pev) )
) J I+1/2,5

mobile est calculé par I'expression suivante :

((I).V)n—i—l/Q _ <8n+1/2.yn+1/2>Wn—|—1/2 4
I+1/2,5 J J I+1/2,5

(3.66) t
n+1/2  n+1/2 . n+1/2 ( nt+1/2 n+1/2>
+ (O’p1+1/2,jyj ’p1+1/2,j % Y ) '

sur la paroi

Preuve de la proposition 3.4.
e Le flux normal a la paroi, compte-tenu de (3.40), (3.41) et (3.44) s’écrit :

Pl eV
Doy — (puev)u + pv*
(puev)v + pv¥
(puev)E + p(uev)
P 0
= (uev) zZ + pv
o E p(uev)
0
= (57+1/2.V,”+1/2) w2 oy p}zjll//;j an+1/2
J J I+1/2,j n+1/2 (s"+1/2oyn+1/2)
I+1/2,5 % J J

compte-tenu de la relation (3.47), ce qui établit completement la relation (3.66). O

Proposition et définition 3.5 Flux limite de paroi mobile.

Sous les mémes hypotheses que pour les propositions précédentes, on définit par

(Fov)"t/?
I1+1/2,j

loi de bilan (3.65) sur maillage mobile par une expression algébrique de type

(3.60) relative a un maillage fixe :

I’expression algébrique qui permet de remplacer 1’éécriture de la

1 n+1/2 n+1/2
— (Wt —w Fe — (D
(3.67) At ( I,j I,j) + |KI j | {( V>I+1/2,j ( V)I—1/2,j
+ (@er)"? —(@er)"? | =0, i=1, jez.
I,j+1/2 I,5-1/2
Le flux limite de paroi mobile (F .1/)?4—11//22 est donc défini par ’expression
+ 7-j

suivante :
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/ 0
(F.u)n+1/2 Tlhf ?:11//223 JnH/Q +
14+1/2,j IJ pn+1/2 n+1/2 nt1/2
1+1/2, Y
n+1 n+1
+ |57 ‘( |57 > /2 <‘—KI”' ‘—1) (@)™ 2
(3.68) At B i/ ‘ |}+<1,‘J| I=1/2.1
1 n+1/2 K" ——
+ ((q)"/) - §(S'V)W> _(q> )14'—4—1/2
I,j+1/2 | L.J | N
1 n+1/2 ‘Kn+1 ‘ nt1/2
_ ((cp.y) - §(S.V)W)I | e
L ,J—1/2 J

Remarque 3.2

On veillera a ne pas confondre d’une part I'expression (3.66) qui représente le
flux sur la paroi mobile et d’autre part I'expression (3.68), nommée ici flux limite de
paroi mobile. Cette confusion possible consiste a ne pas écrire la loi de conservation
(3.65) qui représente le bilan physique dans le domaine mobile V”]“/ 2 mais le

schéma usuel (3.60), non valable en toute rigueur dans cette région d’espace-temps

si on ne modifie convenablement le flux sur la paroi mobile. Une difficulté vient du
)TL+1/2

I+1/2,]
~ tel que défini ici est simplement

fait que ces deux objets portent a priori le méme nom (<I>.y . Rappelons

que le flux limite de paroi mobile (F . I/)n+1/2

)

un artifice algébrique pour donner a la loi de conservation en domaine mobile les
apparences d’'un bilan en maillage fixe. Nous ’avons présenté pour la premiere fois
sous cette forme en 1998 [Du98].

Preuve de la proposition 3.5.

en le tirant de la

° )n+1/2

On explicite le flux limite de paroi mobile (F oV
1+1/2,5

relation (3.67) ; il vient :

n+1/2 |K,J| n+l _ prn n+1/2

(3.69) (F.V)Hl/lj B At (VVIJ VVI’J' +((I).V)I—1/2,j
N (@.I/)n+1/2 —l— (@.I/)n+1/2
I,j+1/2 I,j—1/2

puis on remplace ’état V[/I”jl par sa valeur tirée de 1’expression (3.65), c’est-a-dire,

compte-tenu de la relation (3.66) :

n 0
ntl _ ‘Kl,j‘ noy At B ?:11//22,1/@“/2
Lj | gntt J Kntl n+1/2 ;LJ+1J/2 n+1/2
a e Privya.; <8jl " +172
(3.70) + (q).y)nH/Q‘ — [((I)ou) — —(s.u)W}
1=1/2,3 2 1,j+41/2
1 n+1/2
+ [(@oy) - —(s.u)W] .

2 I,j+1/2
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On reporte l’expression (3.70) au sein de la relation (3.69). Il vient :

( (Fov)"™/2 — |Kl’j|(1—

5, |
1

G

5 |

n+1
575

_|_

\

N <1_ | K |
‘K

{(@.u) — Slsen) W

‘ 1,3
Kn—|—1
1,35

p

n+1/2
1+1/2,

)(@u

{(@.y) ~Lsenyw

(S@+1/2 . V_n+1/2)

— (Dor)"

I,j+1/2

n+1/2
+ ((I).V>I,—"j_—1/2 .

Cette relation est, a la présentation algébrique pres, identique a la relation (3.68),

ce qui montre la proposition 3.5.
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4) Développements algébriques

e 4.1 ¢« Introduction

e Larelation (3.68) définit le flux limite de paroi mobile et permet un calcul a priori
exact du bilan de masse, d’impulsion et d’énergie dans une maille K, i (j € ZZ)

variable dans le temps par I'intermédiaire de ses sommets M, 11/2,j41)2 (j € ZZ),

tout en n’utilisant prés de la paroi mobile que le schéma (3.67) valable a priori au
point courant seulement. Nous détaillons dans ce qui suit I'expression algébrique de
diverses grandeurs en vue du développement limité de I’expression (3.68), sous les

hypotheses de points M, L1/2,541/2 lentement variables au cours du temps c’est a

dire dont la vitesse s.”_:rll/2 2 est petite devant la vitesse locale du son.
J

n+1/2 .
(4.1) ‘sj+1/2 ‘ << GG, JEL
4 : n P .
et tels que I’élongation 53 12 définie par
n _ n .
(4'2) MI+1/2,j+1/2 o MI+1/2,j+1/2 + (5j+1/2’ JEZL
reste petite devant les distances typiques au sein de la maille K; i (jeZ) :
n + - + - :
(43) ‘5341/2‘ == ‘61,3' " 5I,j " ‘5I,j+1 " ‘51,j+1 " JeL.

Nous devons donc évaluer en fonction de ces deux (!) infiniment petits le volume

|K1 i | de la maille a la paroi au temps n At, la normale spatiale I/jn+1/2 le long
de la paroi mobile et la normale spatiale VI";Ti/l 32 le long de la facette transversale
d’indice (I, 7+ 1/2) ; ces données sont utiles pour développer ensuite les champs
)7‘L-|-1/2

physiques tels que la pression paroi p”t1/2 | le flux numérique (<I> oV

iy ) le long

)

des faces transversales ZI”;LJlr/l 2/2 et le flux dynamique [(®ev) — 5(3 o) W];ji/l 2/2

le long de ces mémes faces. Nous détaillons dans la suite le calcul de chacun de ces

termes au premier ordre de précision par rapport a S‘n++11//2 2 et 5;:%2 avant de les
j

regrouper pour expliciter une expression approchée du flux limite de paroi mobile

(F o 1/);:11//227 ; (relation (3.68)).

e 4.2 ¢ Volume mobile

Proposition 4.1 Développement limité du volume de la maille mobile.
Le volume |K[ i | de la maille mobile K, i a l'instant n At est développé au

premier ordre par l’expression suivante :

1
n _ (st n Y n
(44) K| =K | 2(5173, X=X 5j_1/2> + (ordre > 2)
ol 67 et d~ ont été définis aux relations (3.16) et (3.17), 6™ a la relation
Ij I, j j+1/2

(4.2) et le produit vectoriel de deux vecteurs de IR? énoncé en (3.15).
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e Remarque 4.1
1
e Compte tenu du calcul (4.4), on établit que le terme AL (1 —‘ ‘/‘ K”Jrl D

en facteur devant I/VI"], dans la relation (3.68) est donné par le developpement qui

suit :

1 K 1
4.5 = J — |:5+ n+1/2 6_ n+1/2:| d > 9.
49 5l = o <t =] e

Preuve de la proposition 4.1 et de la remarque 4.1.

e  On part de 'expression (3.18) (proposition 3.1) qui permet le calcul du volume
|KI i | et on remplace les bras 6I+j et 51_3' par leur valeur a l'instant courant. Il

vient :

‘ I,j‘ - §<MI+1/2,j—1/2 B MI—1/27j+1/2> x <MI+1/2,j+1/2 N MI—1/2,j—1/2>

= (5” + 5:],) x (6" 46 )

j—1/2 j+1/2 1,5
1 n — n n n
- |K j | + 1,5 5j+1/2) N (61,3 X(Sg 1/2) 55‘7 12 % 6]’—1—1/2
ce qui montre la relatlon (4.4) compte tenu de ’hypothese (4.3).

e La relation (4.5) s’établit de fagon analogue ; on a :

1 " _ R
‘ I,j‘ 1+2|T1,j|(6:jx5j+1/2_5[,3><5] 1/)+Ol"dr622
‘Kn+1‘ =
Ij

1 + ntl  _ §— n+1
1+ 2|K1,j |(617j X 5j+1/2 51,3 ><6J 12 ) + ordre > 2

1 + n oen4l 0\ s— " et ]
2|K1’j |[5I e (5j+1/2 53’+1/2) 5I7j X (53‘*1/2 5];1/2) + ordre > 2

-1+

At
=1- o g2 ey gntl)/2
-1 2|Klj|[51,j><8j+1/2 -, X s HL2] 4 ordre > 2

et cette relation démontre le développement (4.5). a0

Proposition 4.2 Vecteur normal le long de la face transversale.

La normale v"t1/2 le long de la face transversale £"t1/2 a par définition un
Jj+1/2 Jj+1/2

module égal & la longueur ‘ 27-1:11/2 2 ‘ de cette face. Son expression algébrique est
j

donnée par les relations suivantes :

(4.6) o2 = %(5“ + 6™ )

j+1/2 J+1/2 1 i41/2
nt1/2 _ n+1/2
(4.7) Ve = Vi + (k x 5+1/2 ),

ou k est le vecteur de IR? qui pointe normalement au plan du domaine §2
(k: = (0, 0, 1)t) et x désigne le produit vectoriel habituel.

Preuve de la proposition 4.2.

e On part de la relation (3.14) qui prend ici la forme :

t
n _ _ n _ n _
VI,j+1/2 o ( <yI—|—1/2,j—|—1/2 yI—1/2,j+1/2>’ <$I+1/2,j+1/2 xI—l/Z,j+1/2>>
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t
= Ve T <_§j+1/2,y ’ 5j+1/2,x>

— n
Vi 412 T (k x 5j+1/2)
et la fin résulte de la relation (3.24) qui permet de faire la demi-somme entre les
instants " et t"T1. O
Proposition 4.3 Vecteur normal le long de la paroi mobile.

La normale V],”H/ 2 le long de la face de paroi mobile Ej’_”l/ 2 a par définition

un module égal a la longueur ‘Z;LH/ 2‘ de cette face. Son développement est
calculé grace aux relations suivantes :

(4.8) ejﬁ“/Q = Y2 _gnHl2 0 e, n>0

j+1/2 j—1/2 "’
(4.9) Vj”+1/2 = Yo, T (ej@H/Q X k:) , JEX, n>0

avec les mémes notations que pour la proposition précédente. Si on introduit la

normale unitaire fixe ou mobile avec le symbole ”tilda”, c’est a dire

~ v
4.10 = — =
@) v =

on a alors a ’ordre 1 de précision :

— ,mn+1/2
Yreij2, O0 Y T Y !

n+1/2
(411) ’D'rH—l/Q _ (1 _ VI+1/27j 5 % 6'n,—|—1/2> g] 1/2 + ( Ej < k)
. Sk B e B
’ Yy ’ | Yry1/2,5 |

comme illustré Figure 4.2.

Preuve de la proposition 4.3.

e De méme qu’a la proposition précédente, la relation (3.12) prend ici la forme :

t
/2 (yn+1/2 _ 12 _gnt1/2 L H1/2 )
I1+1/2,j 1+1/2,j41/2  “I+41/2,j—1/2°  “I1+1/2,541/2 ' TI14+1/2,5-1/2
t
— ' gn+l/2 _gnH1/2 _sn+1/2 sn+1/2 )
1+1/2,7 <j+1/2»y i=1/2,y 7 j+1/2,% + j—1/2,z
t
_ n+1/2 _ _n+1/2
Uiz T (%-,y "G >
— n+1/2
= Yo + (ej X k),

ce qui établit la relation (4.9).

e Le calcul de la normale unitaire demande d’évaluer au préalable le module de
I'expression (4.9). On a :

n+1/2 |2 _ 2 n+1/2
‘I/j ‘ = Vo |t 2<VI+1/2J X e )—I— (ordre > 2)
donc
1 1 v ,
= 1 - HURTent1/2) 4 (ordre > 2)
n+1/2 3 . D 27
v ez I\ Y]

et la relation (4.11) résulte du produit de cette derniére relation par l’expression
(4.9). O
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e 4.3 ¢ Décomposition de flux

e [’évaluation de la pression paroi p}fll/; . demande d’entrer dans le détail de la
2J

méthode numérique "Muscl” [VL79]. Rappelons qu’a partir des états {I/an . k<

I1,leZ } , la méthode Muscl propose de calculer des états extrapolés au bord des

différentes faces ; nous notons W™ et Wn les deux états de part
7‘7]—’_1/27_ Zv]+1/25+
’ n n 7 .
et d’autre de la face Zi,j+1/2 alors que Wi+1/2,j,— et W;+1/2,j,+ désignent les
deux états de part et d’autre de la face % 412, Dous renvoyons a la figure 4.1
pour une illustration de ce point. Les flux (<I>.V)n+1/2 et (<I>.1/)n+1/2 sont
i,j+1/2 i+1/2, 4
calculés en utilisant une résolution approchée du probleme de Riemann entre les
états W et W™ le long de la normale v t1/2 - Qune part, entre les
27]4’1/277 Z7]+1/27+ Z7.7+1/2
états W™ et WM . lelong de la normale p" /2 Pautre part. Comme
i+1/2,j, — i+1/2,j, + i+1/2,j
pour la relation (2.24), nous avons donc :
n+1/2 n n+1/2 n
(4.12) ((I)w)z',jﬂ/z N \II(W/;,J'Jrl/Q, RNV Wz‘,j+1/2,+
n+1/2 n n+1/2 n
(4.13) ((I).V)i+1/2,j N \II(Wz'+1/2,j, k12,50 Wz’+1/2,j,+

et le choix du flux splitting de Van Leer pour évaluer la fonction \If(% , U, VVd) est
explicité dans le sous-paragraphe suivant.

e Le calcul du flux de Van Leer & deux dimensions d’espace (relations (4.12) et
(4.13)) prend la forme simple

(4.14) (W, v, W,) = @F(W,)ev + & (W,) ev
et compte tenu de la définition (3.44), on a, pour

t
1
(4.15) W = (p,pu,pv,pEEp<e+§(u2+02)>)

416) M, = WU e, &= 1P
c v p
la relation suivante
0 si M, < -1
+ _ v =
(417) T (W)er = { O(W)ev si M, >1.

Lorsque | M, | < 1, I'extension bidimensionnelle des relations (2.28) a (2.30) s’écrit :

t
(418)  @FW)ev = v | (LEW,0), L5, v), [V, ), 1, 0))

avec

(@19) £ ) pc(M“;1)2

Y

(4.20)  fFW,v) = LW, v)
(4.21)  fFW,v) = fX(W,v) (weT)
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(422)  frWw) = [HW, ) (Y= 1)Te7 + 2¢)

2(v*-1)
- 1
UelU = —(uux+vyy) = wucosf +vsinb
(4.23) |’f|
UeT = ﬁ(—uvy+vym) = —wusinf + vcosf
v

(4.24) fEW,v) = fH(W,v)cos0 — fH(W, v)sind

(4.25) frw vy = fH(W, v)sing + f5(W, v)cosf.

De méme, le flux "négatif” ®~ (V) e v est une généralisation naturelle des relations
(2.33) a (2.35). 1l vient :

O(W) ev si M, <-1

v | (£, (Wov), fm (W), 7 (Wov), £ (W, v)
(4.26) T (W)ev = ( si |MV|>§1

t

L 0 si M,>1

v

avec, compte tenu de (4.23), les relations

42n)  f(Ww) = —pc(MV_1)2

2
(428)  fr(W,v) = f (W, v) i 1)177.5 =
(429)  fT(W,v) = f7(W,v) (We7)

) . (y=1Daew — 2¢)°
(4.30) L (Wov) = f (W, v) 2(Z 1)

(4.31) LW, v) = f-(W,v)cost — f~(W, v)sind
(4.32) fWov) = fm(W, v)sing + f~(W, v)cost.

qui permettent de généraliser la relation (2.26) sous la forme
(4.33) O(W)ev = T (W)ev + & (W)ev, VW, Vv.

e 4.4 « Pression paroi.

e La pression a la paroi s’obtient par une approche analogue au cas monodimen-

sionnel ; on évalue d’abord la pression a vitesse nulle p*”fl/ 2(0), avec une notation
7]

quasiment analogue a celle du cas monodimensionnel, puis on la corrige avec d’une
part effet di a la vitesse de la paroi et d’autre part I’effet dii a la variation du vecteur
normal. La pression paroi a vitesse nulle se calcule en utilisant dans le probleme de

Riemann relatif a la face X _ la donnée a gauche égale a W" et pour

donnée a droite son état miroir :

430 wWn = u(w )

(4.34) ivi2, 5+ P\ Mis1y2,5, -

qui a méme thermodynamique que |’état Wil J2.g, méme vitesse tangentielle
7 5Ty —

u, I 7 mais une vitesse normale u_ I v opposée. Nous avons :
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p(M(VV;—H/?,j,—)) ~ A= p(v,z/iﬂ/m,—)
ﬂ(#(W.n ' )),g:_gn.,M
i+1/2,5, — *J v .
(4.35) |12
(W, ))eF = @ e (xS ) =g 7
41/ SN )
| 0B (“(Wi+1/2 J —)) = WEYWT ), )
de sorte que le flux décomposé entre WL /2.5 et son miroir M(W;L /2.5 ) est

toujours de la forme

n+1/2 n+1/2 .
(4.36) (<1>.V)I+1/27j = (0,72 0) v p ;50) s JEZ, n=0
avec
(v=1) (@™ ev) + 2¢"
Tl+1/2 — + *, ] *, ]
(437) g0 = 24 (W AP Yrjos ) .
lorsque le nombre de Mach normal MV” ; défini par les relations
v
~ T+1/2, 5
(4.38) A = —
+1/2,
T P
u  ev :
(439)  Mr o= oI THRI ri1/2.
V7*7j Cn .
*, J
est inférieur ou égal a 1 en module.
Proposition 4.4 Pression paroi a vitesse nulle.
Lorsque I’élément de surface discrete 2 112, est immobile dans sa position
n+1/2 _ n+l/2 _ n _ sn _ )2
initiale (i.e. A iy 0, 5,+1/2 53 12 0), le flux (@ V)I+1/2,j

définit, grace a la relation (4.36), une pression paroi p”“/ 2(0) qui se calcule &
partir du nombre de Mach normal M "* e de la celerlte du son et de la

*,

vitesse normale u* ;i v de I'état extrapole W" 1/, pres de la paroi, a 'aide
b .77

de la relation (4.37) lorsque | M ; ‘ <1

Preuve de la proposition 4.4.

e [Elle a essentiellement été faite ci-dessus ; comme la vitesse normale ﬂ*” Y2
i

change de signe, on a

f+( i+1/2, 5, — ) + f”:<M(M/;7jrl/2,],*)> =0

donc les flux de masse et d’énergie totaux sont nuls compte tenu de la relation
(4.14). Le flux d’impulsion tangentiel global est nul également, compte tenu de
(4.21), (4.29), (4.35) et de la relation précédente. Le flux d’impulsion normal de
I’état miroir, compte tenu de (4.28) et (4.35) est exactement égal au flux d’impulsion
normal de I’état extrapolé W™ , ce qu'exprime finalement la relation (4.37),

i+1/2, j,
compte tenu de (4.20) et de la rotation d’angle 6 (4.24)(4.25) qui permet de le
calculer. La proposition est établie. O
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Proposition 4.5 Calcul approché de la pression paroi.
La pression p"t'/2  présente dans la relation (3.68) qui définit le flux limite

I+1/2,j
de paroi mobile (F . y) n+11//22 admet au premier ordre de précision par rapport
I+1/2,5
a la vitesse s”+1/ 2 de l’interface mobile et par rapport aux écarts (SJ”T/Q 2 et
5;1“/ 2 le developpement limité suivant :
( n+1/2 _ , n+l1/2 . on .n n+1/2 ~n+1/2
p1+1/2a = 0) = (e )
n n+1/2
(4.40) + BG-1 <u*:J )+ +3)e J] [p*vj (0) (@ .5;n+1/2)
(@ ev)+er J[(y =)@, ev)+2cn | Fni
\ + (ordre > 2)
ou
( ~n ~n+1/2 VI+1/2:j n+1/2 ~n ~
u*’joéyj = — ﬁx% (u ,oV[Jrl/Q,j)
| "41/2,5 |
(4.41) < ent1/2
+ <ﬂ*nj X J—) + ordre > 2,
y Y M2, |

p”;rl/ 2(0) est la pression paroi & vitesse nulle calculée & I’aide du schéma numé-

rique (4.37), ,0*”3, la densité de 1’état extrapolé WZLH/2 ; c*”j la célérité du

son de ce méme état, u*”j sa vitesse et 6j,”+1/ 2 Dinfiniment petit calculé a la
relation (4.8).

Preuve de la proposition 4.5.

e Comme pour le cas monodimensionnel, il faut évaluer la pression non a vitesse

nulle, mais sur le point de la 1-onde issue de Wil/z et de vitesse normale
-77

égale a sj”+1/ 24" +1/2 Le premier terme complémentaire est donc di & cet effet et

J
I’analyse monodimensionnelle effectuée a la proposition 2.3 est encore valable. Nous
renvoyons le lecteur aux relations (2.54) et (2.55).

e Le terme suivant, du a la géométrie, tient a la distorsion de la paroi liée a
I’ensemble du mouvement des points mobiles qui change la direction de la normale.
La pression a vitesse nulle est a prendre pour une normale déformée I/J,”“/ 2 et

on doit développer au premier ordre par rapport a 5V"+1/ 2 (calculé & I'expression

+1/2
(4.11)) une pression p:j (6v) donnée par :

*,J *J

(v = 1) (@" v F1/2) 4 2¢
n+1/2/ 5>\ _ +( ~n+1/2> J ;
(4.42) p (ov) = 2f 12— Y
Compte tenu des relations (4.19) et (4.23), on a :
2 f* —1)(uev)+2 -1

*J (wev)+c g ™oy
2 —1
_ n+1/2 0 g o ST T1/2

- b (){(ﬂ.§)+c+ (7—1)(6.17)—#20}(” j )

avec une notation quelque peu simplifiée pour ne pas allonger les expresions algébri-
ques. La relation (4.40) est donc établie.

Y
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e Il reste a préciser (4.41) ; compte tenu du développement (4.11), il vient :

UedV = —( 1/2 Xe) (Wev) + (ﬂ, - Xk)—l— ordre > 2
| v | v ]
v ~ ~ ~ €
= —( xe) (uoy)+<u><—>+ ordre > 2
| v [? v
et, aux notations pres, la relation (4.41) est établie. a0

e 4.5 ¢ Flux transversal.

e La relation (3.68) qui permet de définir le flux limite de paroi mobile fait ap-
n+1/2

1,j+1/2
expression dynamique issue de ce flux, a savoir

1 1
(4.43) \I'(2 (s V)j—|—1/2 - ((I) V)[,j+1/2 2 (s V)j+1/2 VVI,J'-H/? ‘

11 faut préciser que dans ’expression (4.43), I’état VVI”T{ ?2
k) j
1, -
direction d’espace-temps de vitesse normale égale 3 3 (se 1/)”:11/2 2
j
) n+ 1/2

I,j+1/2

paraitre un flux transversal (<I>.1/) qu’il convient de calculer ainsi qu’une

est un état vivant sur la

dans la résolution

du probléme de Riemann (voir la figure 4.3) et le flux (®ev est a prendre

le long de cette méme direction d’espace-temps de vitesse normale 3 (se 1/)]_":11/2 2,
e La décomposition de flux de Van Leer a les inconvénients de ses avantages ;
I'expression (4.14) qui permet le calcul approché de la solution du probleme de Rie-
mann est simple mais il est impossible, dans I’état actuel de nos connaissances et
malgré une tentative infructueuse menée lors de cette étude (mai 1997), de proposer
une décomposition "naturelle” de 'expression ¥U(sev) de la relation (4.14) qui per-
mettre de retrouver les relations (4.17) a (4.33) lorsque sev = 0. Nous optons donc
pour la modélisation numérique qui suit, approche qui étend ce qui a été proposé
plus haut pour le champ de pression.

e Nous nous placons d’abord a une dimension d’espace et supposons le probleme
de Riemann entre W, et W, résolu exactement grace au schéma de Godunov. Alors
I'expression (4.43) a un développement qui s’exprime simplement en fonction du flux
numérique (a vitesse nulle), de la vitesse de mobilité infiniment petite s et de 1'état
W (0) présent a 'interface lors de la résolution exacte de ce probléme autosemblable.
La proposition qui suit précise ce point.

Proposition 4.6 Flux numérique a vitesse variable.

Soient W, et W, deux états monodimensionnels (relation (2.5)), V(I/Vg , &, W;l)
la solution entropique autosemblable du probleme de Riemann entre W, et W,.
Alors on a les deux résultats suivants : (i) le flux du schéma de Godunov
\I!(T/Vg , VVd) est calculé simplement par la relation

(4.44)  w(W,, W) = F(V(W,,0, W)

ou f(e) est définie a la relation (2.8), (ii) pour ¢ € IR infiniment petit, I’'expression
w(W,, &, W,) définie comme en (4.43) par la relation
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(4.45) (W, &, W) = f(V(W,, &, W) — EV(W,, &, W,)
admet le développement suivant :
(4.46) U(W,, &, W) = W(W,, W,) — V(W,,0, W,) + ordre (£?) .

Preuve de la proposition 4.5.

e Nous supposons le lecteur familier de la résolution du probleme de Riemann pour

la dynamique des gaz et renvoyons dans le cas contraire a 'ouvrage de Courant et

Freidrichs [CF48] ou & nos notes de cours [Du93|. La figure 4.4 illustre une configu-

ration typique pour le probleme de Riemann : 1'espace-temps (z, t) € R x [0, +o0]
x

est divisé en secteurs angulaires ou la variable £ = n permet de paramétrer I’état

V(I/Vg , &, I/Vd) solution entropique du probleme de tube a choc. Dans ce cas de fi-
gure, quatre valeurs de & sont critiques : la valeur { = A (%) qui permet de ”com-
mencer” la 1-onde de détente, la valeur £ = X (W'l*) du premier état intermédiaire
qui termine cette 1-onde et débute la plage du premier état intermédiaire, la valeur
¢ = u* ou u* est la valeur commune des vitesses de I/Vl* et VVQ* et enfin la valeur
§ = oy de la célérité d'un 3-choc entre le second état intermédiaire I/VQ* et I’état de
droite W, de ce probleme. Nous avons donc (dans ce cas de figure au moins) :

(f(W) = EW,, £ <A (W)
f(V(%,f,VVd)) —fV(%,f,VVd),

(4.47)  WW,, &, W,) = (W) <& < A (W)

fWS) = EW, NWH) < €& <ut
JOV) = W), ut < €< g
f(W) — &, §>0y .

e Dans la 1-onde de détente (A (W,) <& < )\l(I/Vl*)), la fonction & — W(W, , £,

W) est dérivable et on a :
0
En effet, le long de cette onde de détente, I'état V(W , £, W) vérifie :
oV
(149)  [AF(VOW,, € W,) — €] G, 6, W) = 0

et la propriété (4.48) résulte d’'une dérivation par rapport a £ de la relation (4.45)
et de la relation (4.49). Si la 1-onde de détente contient le point d’origine £ = 0, la
relation (4.46) résulte alors du développement de Taylor a I'ordre 1 de W(W, , §, W)
et de la relation (4.48).

e Pour un état constant V', 'expression (4.45) est une simple fonction affine de
€ (c.f. (4.47)) et si c’est le cas autour de & = 0, alors le développement (4.46) est
en fait exact.

e Pour la 3-onde de choc (avec § = o, ) ou la 2-discontinuité de contact (§ = u*),
on a deux états constants W_ et W_ de part et d’autre de la discontinuité¢ et la

relation de Rankine-Hugoniot s’exprime sous la forme
(450) f(W+) - f(?W_) = J(W+ - W_)

qui entraine clairement la continuité de la fonction W(W,

0 ) au voisinage de
£ =o0:

» Wy
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451)  U(W,,E=0-0,W,) = U(W,,E=0+0,W,).

g

Compte tenu de I'expression affine de W(W, | o, W,

g
qj(%aaa%)_<5_0)W_’ €<U

4.52) YW W) =
(4.52) W, &, W) {‘1’(%,0,%)—(5—0)%, £>0,
nous concluons que le développement (4.46) est valable si ¢ = 0, a cette réserve

pres que la dérivée de W(W, , o, W) ayant un saut, I'état V(W , 0, W,) dépend

du signe avec lequel ¢ tend vers zéro. La propriété en résulte. O

) au voisinage de £ = o:

e La proposition 4.6 permet de calculer le flux de paroi transversal (4.43) lorsqu’on
utilise le schéma de Godunov. Le premier terme de la relation (4.46), noté dans a

suite (<I>”JT1/ 2 gpntl/ 2) correspond au flux classique lorsque la vitesse est nulle
I,5+1/2  j+1/2

(ce qui n’exclut pas une modification de la direction normale !) et le second permet

d’utiliser un état V}"J:_ll/ /22 présent a l'interface (de vitesse nulle) dans le probleme
¥

de Riemann, au lieu de I’état I/Vlnti{ 32 présent sur une direction d’espace-temps de
7‘7
célérité non nulle. Nous avons donc :

1 1
“(se n+1/2 _ n+1/2 o n+1/2\ _ =~ . n+1/2 yn+1/2
(4.53) { \II(Q (s V)j+1/2> ((I)I,j+1/2 Vj+1/2 ) 2 (s V)j+1/2 Vl,j+1/2 +

+ (ordre >2).

e Le développement limité se poursuit clairement : il faut d’une part développer

le premier terme, flux de Van Leer qui approche le schéma de Godunov lorsque la
n+1/2 : :

normale AVYA est issue de la normale fixe Y ji1je DA la relation (4.7). Ce calcul

est possible car le flux de Van Leer est une fonction dérivable ; nous le présentons

au paragraphe suivant. Il faut d’autre part évaluer le second terme de la relation

(4.53) : comme s]',’““l/ 2 est un infiniment petit du probléme, on néglige au premier

ordre la variation de la normale Vj”“/ 2. De plus, 'état de vitesse nulle VI”TI//Z
’-7

dans le schéma de Godunov peut étre obtenu en prenant pour direction normale de ce
probleme de Riemann la direction fixe v, 120 négligeant une nouvelle fois la vari-
ation (4.7) de cette normale. Nous effectuons aussi I'approximation (modélisation
numérique !) qui consiste a utiliser la résolution approchée de Roe [Roe81] notée

ici et plus loin V7 a la place de la résolution exacte de Godunov entre les

I,j+1/2
états W™ et W™ de part et d’autre de l'interface > . . Le flux
I,j+1/2,— I,j+1/2,+ I,j+1/2

transversal W(sev), défini a la relation (4.43) admet donc le développement suivant :

1 1
Z(se n+1/2 _ n+1/2 o n+1/2) _ = . n+1/2 1R, n
(4.54) { \I/<2 (s V)j—|—1/2> (CI)I,j—H/Q Vj+1/2 ) 2 (s V)j—|—1/2 V;,j+1/2 t
+ (ordre >2).

(I)n—|—1/2 o
I,j+1/2
oy’fll/z 2) pour prendre en compte la variation (4.7) de la direction normale ; le

J

paragraphe 4.7 explicite le calcul de la moyenne de Roe VIRerl /

e Le paragraphe 4.6 est consacré au développement du premier terme (

) dans le cas bidi-

mensionnel.
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e 4.6 ¢ Sensibilité du flux de Van Leer a une variation
de la direction normale.

e Le flux numérique transversal (<I>”JT1/ 2 gyntl/ 2) est calculé selon Bram Van
Ij+1/2  j+1/2

Leer ([VL79], [VL82]) avec le schéma (4.14), joint avec une extrapolation, c’est a
dire :

n+1/2 R n+1/2 — + n R n+1/2 — n R n+1/2
(4.55) (I)I,j—i—l/z I/j+1/2 ® (VVI,j+1/2,—> I/j—|—1/2 +o (VVI,j+1/2,+) Vj+1/2 '
Dans la suite de ce paragraphe, nous explicitons la variation d®* (respectivement
d®~ ) du flux numérique @ (W) e v (respectivement ®~ (1) e ) dans une variation

v =k x (5;::1/2 2 de la direction normale (relation (4.7)), afin de développer le flux

oy L3N . 7’L+1/2
(4.55) lorsque la position du sommet frontiere ]\414_1/2’3,4_1/2 varie de 53'+1/2 au

cours du temps.

e Nous commencons par évaluer la variation dr de la normale unitaire lorsque la

normale non unitaire v de mesure égale a celle de la facette )28 it1/2 varie de dv.

Proposition 4.7 Variation de la normale unitaire.

Lorsque la normale v varie de Jv, la normale unitaire v définie par
_ v

(4.56) v = —

v
varie de dv, avec

1 1
(4.57) ow = —ov — —= (v, dv)v.

1% TP
Dans le cas de la relation (4.7) ou dv s’écrit dv"t1/2 = k x 6"+1/2 on a

j+1/2 j+1/2
simplement
(VI i+1/2 ° nH/Q)

(4.58) 5Vj+1/2 e (k x VI’j+1/2).

Preuve de la proposition 4.7.

e Larelation (4.57) est une simple dérivation de (4.56), compte tenu de la définition

de la norme | v | en fonction du produit scalaire (v, v). Lorsque v = k X 5’”:“11/2 2
j

on a alors

~ 1 2 2 —6y Vg
oV = I [(yaj —|—yy) ( 5 ) — (—vg 0y + 1y 0z) (Vy)]
_ 1 —V§ Oy — Vg Vy Oy
v [3 Vi 0p + Vi vy
N n+1/2
(V 5j—|—1/2) —vy
WE o\

ce qui montre la relation (4.58). O
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Proposition 4.8 Sensibilité de la contribution positive du flux.

Soit W un état (relation (4.15)) pour la résolution des équations d’Euler de
la dynamique des gaz, v une direction normale de l'espace et v = v/ | v |
la direction unitaire associée. On suppose que le nombre de Mach normal M,
défini a la relation (4.16) est plus petit que 1 en module :
(4.59) Mo=2Y<q,
c
Alors le flux @ (W) o v, défini aux relations (4.18) & (4.25) admet le développement
suivant :
(460)  S(@T(W)ev) = (587, 607, 50+, 60+)"
avec
2 UXu

4.61 6o = W, Ved
461 0 = o HW) T (e0)

( 1 o

opT = [ v— —(UeT) Vx> fEW, v)+
(4.62) ) @) N (545)
W, v) — |44
| e T P U A UY)
( 1 o
6<I>y+ = —<u+ —(ueT) I/y> W, v)+
(4.63) + +(ny ) + 2 (ao 7~') f+(W ) (ﬂ. 5)
v v

( v 1+M, ¢ v | v

(4.64) SO+t = {—7 frw, v) + 2z frw, 1/)} (WeT) (7+9)
€ y+1m (UWeD) +c¢ V7 | v |

lorsque, toutes choses égales par ailleurs, la normale v subit une variation dv
donnée par
(4.65) ov = kx34.

Preuve de la proposition 4.8.

e Compte tenu de la relation (4.58) et de la forme algébrique particuliere des flux
fr(Wov), fFW,v), fH(W,v) et f7(W,v) a dériver (relations (4.19) & (4.25)),
on commence par dériver le nombre de Mach normal. On a :

M, = L§(@eD) = Ltuedp
c c
= ﬁ (ved) (We(kxv)) compte tenu de (4.58)
c v
VXU UXU
= m(yoé> = C|V|(l/05)
(4.66) oM, = —1 (v xu)(ved) = —1 (weT) (Ved)
. V_C’I/| u ° _C|I/‘U.T ° .

e 1l suffit ensuite de dériver l'expression (4.19) par rapport au nombre de Mach
normal :

1+ M
5@; = 2pc—( +M,)

ce qui montre la relation (4.61).
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e  On dérive ensuite le flux d’impulsion normal fF (W, v) calculé & la relation
(4.20) ; il vient

SEH W, v) = ot 0D (Z‘g)”c ) T (@)

m

B 2 4 (v—=1)(uerv)+2c + v—1 }
= |2 sy - AR P

(4.67) SfF(W,v) = {1 +2M fEW, v) + 7;1 cfH(W, y)} SM,

14

m {3(7—1) (uev) + (7—1—3)0] FHW, v) 6M, .

e Il est également utile de maitriser la dérivée de la vitesse tangentielle ne7T =
UXu :

(4.68) SfF(W,v) =

~ ~ ~ ~ Ved ~ Vel
5(1/><u):(51/)><u:’V‘S(kxy)xu:—‘yyg(u.)
(469)  8(@e7) = 6(Fxd) = — 2 (@ep)

La dérivée du flux d’impulsion tangentiel (relation (4.21)) est donc simple :
SfEW,v) = 608 (WeT) + [ (W, v)d(UeT)

2(ue7) Uel
= W) [Ty oM - 1y +0)]

(@470)  SfTWw) = 1+2M FHOW, v)6M, — £ (W, ») “V| (7e6) .

e On combine ensuite les relations (4.67) et (4.70) pour dériver, a I’aide de (4.25)
et (4.26), les deux composantes cartésiennes du flux d’impulsion. Il vient :
Sof = 507 — £V 0)7,)

— (LW ) 7 + £1(W,) (07,) — (857 W, ) 7, — £5 (W, ) (o7,)
Compte tenu de (4.58), on a
@) o = 205 e = 2205

. P TIE

et le calcul se déroule, suite a (4.61), (4.67), (4.70), (4.71), (4.23), (4.24) et (4.25) :

SoF = [I—I—M W, v) —}—’YT_lcfnj(Wy)}éMVCOSH
+ fF(W, v) (—T%T sin 9) — frw, V)ETM;T Ccos 0)
[ T 0L W, v)yoM, — fHW, I/)—V| (5.6)} sin 0
~ o L e, - f+(W,V)T;T
+ (W, v )T;T( ’y (u-?)cos@ + (e D) sin@)
- PO A B - )+ v (o 25 |
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ce qui établit la relation (4.62). On procede de méme pour la seconde composante :
§F = (LW v)y, + fF(W,0)7,)
= (BLEWV ), + LW, w) (57) + (LW, 0) %, + L5 (W, v) (57).

— [1 +2MV £rw,v) + PYT_l cfX (W, V)i| M, sin 0

—l—fn+(W, V) Gﬁ% cOS 9) — Jff(W, V) (% sin&)

+ [1+2J% £r(Wov) oM, — £5 (W, v) TVT (5.5)} cos 6
_ 1+2M L, ,,)?77?"’7”(’5 L) ‘DVT
+ LW, )‘Vﬁ (7;1(17.%) sing — (o) cos )
= POV P W BT ) (s T i)

et la relation (4.63) en découle.

e La dérivation du flux d’énergie positive est menée par dérivation de la relation
(4.22). il vient :
(=1 aer+ 20)2
22— 1)
2(y=1) ((y = D)uev + 2¢)
22— 1)
2 UeT Vel Y ~ o~ Vel
= (W, v + TW, v) (TeT
1+Myfe( ) v 7+1fn( )(')|u|
et I’établissement de la relation (4.64) achéve la preuve de la proposition 4.8. O

SOt = ofH(W,v)

+ (W, v)

m

5(e7)

Proposition 4.9 Sensibilité de la contribution négative du flux.

Sous les mémes hypotheéses qu’a la proposition 4.8, le flux &~ (W) er défini aux
relations (4.27) a (4.32) admet, lorsque la direction normale v subit une variation
dv de la forme (4.65), c’est a dire dv = k x §, le développement au premier
ordre suivant :

(472) 8@ (W)ev) = (58,00, 50, 50 )"

_ 2 _ UXU

(4.73) 0b - = M1 (W, v) ] (Vo)

(50 — [ v— l(a.%)%) F-(W, )+
(4.74) 2\ @er) (745)
\ +M_1 c fm(W7V)_f(W7V) ‘1/‘

50 = |~ (u+—(@e)vy) L1 (W, v)+

(4.75) ! 2 (He7) (740)
L)+ g e |




fo W v) + foWov) | (ueT)

‘ (4.76) 60 = o

[7+1

Preuve de la proposition 4.9.

e On commence par dériver la relation (4.27) relative au flux de masse :

50 = 6 [—pc(MVQ_l)Q]

= (~pe) 3 2(M, ~1)6M,
2 _
= M_lfm(W, v)oM,

ce qui établit la relation (4.73).

e On dérive ensuite le flux d’impulsion normale (relation (4.28)) et le flux d’impulsion
tangentielle (relation (4.29)) ; on obtient :

—1)&0/5—26

Sf (W, v) = 6@ 4l + 7;1 (W, v)6(teD)

2

= =T W) (W, )M,
(4.77) tm«mu>:[M%4ﬁJWw>+ I (W.v)] a0,
et
Sf-(W, ) = 6@ (we7) + [ (W, v)d(v x 1)
_ 2 N _ Vel
(4.78) of (W, v) = M —1 fm(W,v) oM, — [~ (W, v) (ueD) R

e Jointes a (4.31), (4.32) et (4.71), on déduit des relations (4.77) et (4.78) la
dérivée des deux composantes cartésiennes du flux d’impulsion. Pour 'axe des =,

5B = Sf (W, v)cosd — [ (W, u)|” Tsmﬁ

—8f7(W, v)sing — £~ (W, v) TVT cos
=[M/1¢<, ) T e W] 6, cost — g (W) T
(W, v) M, — f‘(W,u)(ﬂ.iJ)T—;ﬂsinH
T
I (W, y)% (- %) (e 7) cos0 + (iie¥)sind |

et la relation (4.74) s’en déduit. Pour l'axe des v,
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~ = 5L (W, v)sinb + £ (W, ) 220 o3

| v ]

+6f (W, v)cost — f~ (W, v) TT.TsiHH

:[% lf(,) f(,)}(SMsme+f(W,y)ﬁ
+[M (W, v)6M, — £ (W, v) (TeD) T;ﬂcose

_ My = f (W, v) M, + (W, )TVT
+Eo(W, V)% (- %) (e 7)sing — (e 7) cost |

et la relation (4.75) est établiee.

e La dérivation du flux d’énergie négative se mene sans difficulté ; on a :

(O=D @D =) | gy ) 207D (0 1) @) —26) eoM,

0% = O 2(v* =1 2(v*-1)
— 2 W) M, + S (W) e,
MV _ 1 e ) 14 ’}/—I—l n )
et la relation (4.76) résulte alors simplement de (4.66), ce qui termine d’établir la
proposition 9. O

e 4.7 ¢« Moyenne de Roe bidimensionnelle.

e Le paragraphe 4.5 relatif & I’étude du flux transversal (4.3) nous a montré
qu’on peut le développer au second ordre sous la forme (4.53). Au paragraphe
4.6 qui vient de s’achever, nous avons explicité I'outillage technique qui permet de
développer le premier terme du membre de droite de la relation (4.53), c’est a dire

(@nt1/2 ¢y *1/2) lorsque la normale 1/”+1/ 2 est une perturbation du premier
15+1/2 * Vi1 Iy

ordre de la normale "fixe” v, _ donnee a l’aide de la relation (4.7). Il convient
,J+1/2

maintenant de s’intéresser au second terme du membre de droite de la relation (4.53),
lequel se présente déja sous la forme d’une perturbation du premier ordre et peut
donc étre approchée par la relation (4.54). Le probleme qui reste a résoudre est de

calculer la moyenne de Roe, notée V57 sur l'interface X transverse a la
I,j+1/2 T,j+1/2
paroi mobile, entre les états W" et W" de part et d’autre de cette

interface (voir la figure 4.1 pour une exphcitation de la géométrie).

e Pour éviter des notations trop lourdes dans le corps de ce paragraphe, nous cher-

chons donc a évaluer la moyenne de Roe entre deux états W, (W, = wr 412 ici)
»J s T
et W, (W, =W dans notre cas de figure) séparés par une interface de nor-
d’"'d I,j+1/2,+
v,
male unitaire v (v = Lz pour le calcul de VR J’:l /2 ). Nous posons donc :
| VI, 412 |
R,n _ n ~ n
(4.79) VI i+1/2 R <Wl,j+1/2,— Vg2 Wl,j+1/2,+>
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et nous explicitons a la proposition suivante le calcul de la moyenne de Roe bidi-
mensionnelle R (W;] , U, I/Vd) entre deux états W, et W, séparés par une normale
unitaire v.

Proposition 4.10 Moyenne de Roe bidimensionnelle.
e Solent W, et W, deux états fluides a quatre composantes scalaires (ex-
plicitées génériquement a la relation (4.15)) et 7 une normale unitaire fixée. On
définit I'état d’interface W* (W'g , W;l) a l'aide de sa densité p*, de sa vitesse
u = (u*, v*) et de son enthalpie totale H*, calculés par les (célebres) relations
de moyenne [Roe81] :
1 2 1o o

(480) I{b = ﬁ(cb) +§(Ub+vb)’ b:goud
(4.81) =\ Py

U, + U
(482) ut = \/@ g \/@ d

VAR
VY T VY
VP TPy

H, + H
(4.84) H* — \/@ g \/’O_d d .

NORNG
e Lamatrice de Roe A(W* (I/Vg , V[/d), ﬁ) est calculée en posant W = W* (I/Vg ,
I/Vd) dans I’expression de la matrice jacobienne A(VV, ﬁ) des équations (3.42) de
la dynamique des gaz. La matrice A(W, V) est définie par la relation suivante

(485)  A(W.D) = df(W)7 + dg(W)7,

a partir des flux f(e) et g(e) et qui a une expression explicitée ci-dessous :

*

(4.83)

(AW, D) =
0 v, v, 0
(Wv-DHy —cy 2-yuy,  —(y-1vy (-1,
(4.86) —u (Tev) +(uev +u,
G-NHR, -, wh @i, (-DF,
:—U ()ﬂf}lz) | —(7}—11) uy, + (Hu’y. V) 7( )
-2 Uel v, v, Uel
\ 7—02(6.5) —(7—1)U(ﬂo;) —(’y—l)U(ﬁ.ﬁ)fy

e La famille de matrices A(W* (I/Vg , VVd), 5) vérifie les relations constitutives
de Roe :

@8T) AF(W) = df(W,) = AF(WA(W, W) e (W, — W)
(488)  dg(W,) — dg(W,) = dg(W*(W, . Wy)« (W, ~ W)
et par linéarité toute relation de la forme

(489)  ®(W,) e — O(W,) i = A(W*(W,, W), 7) e (W, ~W,).

e L’état R (VVg , U, W;l) est par définition la solution stationnaire du probleme

de Riemann linéarisé de matrice A(W*(VVQ W), 5) Son expression est para-
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métrée par les valeurs propres de cette matrice, a savoir les ”trois” ondes de
célérité A, (W*, v) (j =1 a 4!) qui s’explicitent ainsi :

(4.90) NW* D) = wev —c”

(4.91) AW o) = (WD) = uev

(4.92) ANWH V) = uev+c*

ou ¢* est calculée en cohérence avec les relations (4.80) a (4.84) :

1 «\2 _ *_1 *\ 2 *\ 2
On a:
(R(W,, v, W,) =
'qu si wev—c* >0
1 ~
W, + *2[(17 p*c udou) —(pg—p*c ug.u)}rl(W,y)
(4.94) 2(e*)
’ . Si uer—c" <0< ue
%—2(*) [(pd—l—p U, D) —(pg—I—p*c*ugoﬁ)}Q(W*,ﬁ)
si ﬂo§§0<ﬂo;+c*
W si uev+c* <0

\ \ d
ol les vecteurs propres ; (W*, v) vérifient bien stur

X

(4.95) A(W* , ﬁ) e, (W5, 0) = N (W*, D) r (W, D)
et ont une expression qui se calcule sans difficulté :

(4.96) (WD) = (1, u* —c"5,, v — ", , H* — (e p)c*)"

(497) TQ(W*, 'ﬁ) = (1, UOV ,(u.ﬁ)%,%(ﬁ.ﬁf—%(ﬂ.?ﬁ)t
(4.98) (W5, v) = (0, ="y, 1, (ﬂ-?)c*)t
(4.99) r,(W*, v) = (1,u + g, v+, H 4 (wev) )t

Preuve de la proposition 4.10.

e Le calcul de la matrice jacobienne demande simplement de dériver les flux f(e)
et g(e) des relations (3.40) et (3.41) relativement a ’état W explicité en (3.36) et
a l'aide des équations d’état (3.37) et (3.39). On a par exemple

1
p =G0 |0E) — 5+ (p0))]
donc

(4.100) ;—VZ;/ = ((’}/—1)H—02, —(y=Du, —(y—1)wv, (’y—l)) )

De fagon analogue,

0 B D 0 [pu dp u 1

o ) U8W+p8W(p) ow " ( p’p’o’o)
0 0 pu 0

g (Pu B +pu) = g (0B £2) + o (ow)



= (-Fu,FE,0,u) +u—= + E(—u,l,O,O)
)

_ p P o P
aW(puE+pu) = (—(H—p)u,H p’o’u>+u8W+p( u,1,0,0)
0
(4.101) GW('OUH> = <(7—2)Hu—u02,H (y— 1) —(y-— l)uv,'yu>

compte tenu de (4.100) et de l’expression de la dérivée de pu. Il vient alors, par
dérivation tres élémentaire de la relation (3.40) :

0 1 0 0
(4.102)  df(W) = (7—1)51;12%2—02 (3—U'y)u (1—u7)v (761)

(v—2)Hu—uc® H-—(y—1)u?> (I-y)uv ~yu
et un calcul tres anaogue, avec l'aide de (4.100) et (4.101), permet d’expliciter la
dérivée de la relation (3.41) :

0 0 1 0
—Uv v U 0
(4103) dg(W) = | g _w2_ @ (—yu B-mo  (—1)

(v—2)Hv—-vc® (1-y)uv H-—(y—1)v? v
La relation (4.86) résulte alors de (4.85) et de 'explicitation (4.102)-(4.103) des deux
contributions.

e La vérification des relations (4.87) et (4.88) qui sont constitutives de la matrice
de Roe demandent un peu de travail algébrique que nous explicitons ci-dessus pour
la seconde ligne de (4.87).

A= [(y=DH = W)= ()] (p,

p,) + B =) u (p,u, —p,u) +
+(1=y)v (pdd 0, g)

)

)

(vy=1(p, E, — p, E,)

B * Y
- W) (g =) = (V=3 (g = o) + = (pyu) — py ) +

v—1 2
+ 5 [(v*) (0, = py) — 20" (py v, —py u,) + (o, 07 =, v;)] + DD
Nous calculons alors séparément les termes en v et en u dans cette derniere expres-
sion. On a en effet

'Od ,UdZ - pg ’ng - 21)* (pd Ud _pg Ug) + (v*)Q (pd - pg)

= dedQ - pg”; = 207 (0 = Py ) F (\/@_\/p_g)v* (\/@Ug+ P %)
Udz Py vg2 + v [(pg /00 ) Yy — (0 /P ) Ud]
;—pgv;—I—v*( Py + pd)(\/gvg_\/@vd)
:pd;_pgng—F(\/@vg—'_ pdvd)( pgvg_\/@”d) =0

compte tenu de (4.83). Nous retenons
(4.104)  p v = puf — 20" (pyu —py ) + (V) (p, —p) = 0

Il
&

I
N
<

<
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et de maniere analogue pour la premiere composante de la vitesse :
(4.105) p, uj -0 ugZ = 2u* (p,uy, — p, ) + (u*)? (p, —np) = 0.

Quand on injecte les relations (4.104) et (4.105) dans le calcul qui explicite la seconde
ligne de la relation matricielle (4.87), il vient alors facilement :

A

= (,Odus -i-pd) - (pg ugz +pg>

c’est & dire le résultat recherché.

B

ce

On étudie maintenant la troisieme ligne de la relation (4.87). On a

—u*v* (pd_pg) + v* (pdud_pg ug) + u* (pdvd_pg Ug)
= v oy — (Vo =B (Vo + )]+ (= a )

= 00y Py (Fug ) At (o0 — py )
1

- [ (V) +
(o) (Vo /o) |
1

= Tt um (Pa g vy = pa g ) (V/Po + /o)

= P T Pty Y

qui établit également la seconde ligne de la relation (4.88). Il reste a traiter

I’équation de I’énergie :

C

= (v=2)H* = (")) u* (o, = p) + (H* = (v—=1) (")?) (pu, — py uy) +
—(y=Durv” (pdvd — Ug) + yu” (pd E, —p, Eg)

= (77_1 ((w)? + (07)?) - H*) u* (o = py) +
+ (H* —(y—-1) (u*)2) (pd u, — p, ug) — (y=1Du*v* (pd v, = py vg) +
+ (=0 (0, By = py By) + w (o, Hy =1y — oy Hy + 1)

= ’yglu* [(U*)Q(pd_pg) — 2u* (pdud—pgug) Ty (ud)2_p9 (u9)2] *

T [ 0, ) = 20 (g ) ey )~y ()]

- H* " (p, —p,) + H” (pdud_pgug) + u” (ded_ngg)'

+

Les deux premieres lignes de cette expression de C' sont nulles compte tenu des
relations (4.104) et (4.105). La troisieme se simplifie ; nous avons en effet

D

= —H*u"(p, —p,) + H" (p,u, — pyy) + v (p, H, — p, Hy)
= —u (/o Hy /0 Hy) (Vg =/P) + H (0w —py vy) + v (p, Hy—p, Hy)
= u /oy py (Hy = Hy) + H* (g = Py 1)

1
= o VAR ) (B )+
(7 Hy o ) (o~ )
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1
- m (pdud Hy —p, Hg) (\/E+ 'Od)

= Uy Hy = py uy H
ce qui établit la quatrieme ligne de la relation (4.87). La quatrieme ligne de la
relation (4.88) s’obtient par un calcul analogue. Nous retenons la forme algébrique
simple pour ’expression de D :
(4.106) { —Hu" (g, — ﬁg) + H* (p,u, — pyuy) + (o, H, — p, Hy) =

- pdude _pgugHg

et une expression analogue obtenue en changeant partout la lettre u en la lettre v
dans (4.106).

e Le calcul de I'état R (VVg LU, w,

mann linéaire entre W, et W, avec comme opérateur la matrice A(W*, ﬁ). Il

) demande de résoudre un probleme de Rie-

suffit pour cela d’expliciter les vecteurs propres y (W*, D) de cette matrice, les
composantes ” caractéristiques” ©; de la différence W, — W, dans cette base :

4
(4107) W, —=W, = > o r (WD)
j=1

et de remarquer que dans le cas d’un systeme linéaire, la solution autosemblable

W) (&= %, —00 < { < o0) du probleme de Riemann entre W, et W, s’explicite
par :

W, + Z o (W*, 7)
(4.108)  W() = PN v <
Wy - )3 o1y (W, 7)

j7 AJ(W*’ D) > 6
sauf pour les valeurs exceptionnelles de & égales aux valeurs propres )\j (W*, v) de
la matrice A(W*, v) ou la matrice autosemblable est discontinue. L’état R (I/Vg )
v, I/Vd) est égal & W (& = 0) et la relation (4.94) résulte alors simplement d’une
part de 'explicitation des variables caractéristiques ¢, et ¢, de la relation (4.107)
et d’autre part de (4.108) appliquée avec £ = 0 (voir la figure 4.5).

e On calcule dans un premier temps I’expression des vecteurs propres T (W*, 1/)

de la matrice A(W*, ) de la relation (4.86), en se contentant en fait de vérifier

les relations (4.95) pour j = 1 a 4 lorsque 7 (W*, 17) prend successivement les

expressions (4.96) a (4.99) et A (W, ) celles proposées en (4.90) a (4.92). Livrons

nous a cet exercice de style [ est dans la suite une normale unitaire] :

o 1 composante de Aer, (W*, v) = 1, (u—cy,) + v, (v—-cy,)
W),

= (uev)—c = )\ (liére composante de 7,

o 2ime composante de Aer (W*, v) = [(('y—l)H—u2 — )y, — uvyy} +
+ [(2—7)1“43 + (ﬂoy)] (u—cy,) + [—(’y—l)vym + uyy}(v—cyy) +

+(y—-1y, [H—ucux —vcyy}
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[(7—3)uc— (y— 1)ua} (1,)? + [—cv + (y—1cv—(y— l)cv} vy, +

— @) + 2 -DH—w? = + B-y)u = (y= 1)y + (uo)y,

2

= —2uc(y) —coyy, — uc(uy)2 + (W + Ay, + uvy,

= —uc —cuy, (Wev) + (W2 +cAy, + uvy,

Yy

Y

= —uc —cy, (Gev) + u(Uev) + Py, = ((Wev) —c) (u—cy,)

A (Qiéme composante de r, (W*, v)).

3ime composante de Aer, (W*, v) = [—uvux + (-1 H - V¥~ 02) Vy}

+ (vy, — (= Duy,) (u—cy,) + (uy, + B=7)vy) (v——Ccy,) +
+(v-1)y, (H —ucy, —vcy,)

Y
—ve(y)? —ucey, Yy, — 2UC(Vy)2 + uvy, + (v2—|—02)uy
—ve —cy, (uev) + v(uev) + c21/y = ((wev) —c) (v—cy,)

A, (3™ composante de 7 (W*, v)).
4i¢me - composante de Aer (W*, v) = [(7 —2)H - 02} (wev) +
+ [y — (= Du@en)] w-cn) +

+ [Huy — (fy—l)v(ﬂou)] (v—cy,) + v (wev) (H — (wev)c)

= H(uov)(y=1+47) = He = (y=1) (@ev) (W +v°) + (@ev)?c(y —1-7)
= H(Uev) (27y—1-2(y=1)) — Hc + ¢ (Uev) — c(tev)’

= ((Wev)—c) (H — (uev)c)

A (4™ composante de r, (W*, v)), donc Aer, (W*, v)) = X 1 (W5 v)).

On continue avec la valeur propre (double) \, = A, = wev. On a

1 composante de Aery (W*, v) = 1, (Wev)y, + vy, (Uev)y, = UWov

y
A, (1iére composante de 7, (W*, V)) )

21me composante de Aer, (W*, v) = [((7 -)H—u’—¢*)y, — “UVy} +

+ [(2—’y)u1/m + (ﬂol/)] (Wev)y, + [—(7—1)111/30 + uyy} (Uev)y, +

+ 7;1% (o) = (ier)?]

77_1 [(ﬂou)z —|—(ﬂo7’)2] v, —uty, — uvy, + (Tev) [u + (2—7) (wev) I/m:|
+ 77_1[(27-1/)2 — (@e7)?]

(Wev)’y, = A (2™ composante de ,(W*, v)).

3ieme composante de Aer, (W*, v) = [—uv v+ (V=D H —v* =) Vy] +
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+ (vy, —(y—1Duy,) (@ev)y, + |:(2—’}/)1)Vy —|—(ﬂ.y)] (wev)y, +

+ 2 S Ly, [(a.y)Q - (a.T)Q]

—1, [(@ev)? — @er?] +

—(uev)v + -1 [(ﬂol/)Q—l—(aoT)Q} y, + 72 2

2
+ (@ev) (v+(2—7) (ev)y,)

(wev)? y, = A\ (3'™¢ composante de 7,

(W*, V))

4ime composante de Aeor, (W*, v) = [(7 —2)H — cz} (Tev) +
+ [HVI—(W—l)u(ﬂou)] (wev)y, + [Hyy—(y—l)v(ﬂou)} (wev)y, +

+ %(a.u) [(@:.y)? - (a.T)Q]

(@ov) [(Y=2) H =+ H—(y=1) (@er)* + 3 (@ev)? = 2 (wer)?]
(i ov) [%(a.yf - %(am)ﬂ = ), (4% composante de 7, (W*, 1))
Aar,(W*, ) = A, (W, v)).

1 composante de Aer, (W*, v) = 1, (—cy,) + y, (cy,) = 0

A (1iére composante de 7, (W*, 1/))

2iéme

composante de Aer, (W*, v) = [(2 —y)uy, + (ﬂoy)} (—cy,) +

3
+ [—(*y—l)vym—kuyy} (cy,) + (’Y—l)VmC(—UVy +v,)
cy, [(7_2)1‘% —(uev) + uy, —(7—1)uux} + 0(1,)?

—c(uev)y, = N\ (Qiéme composante de 7, (W*, v))

Y 3

3ieme  composante de Ao (W*, v) = [v v, —(y—1) ul/y] (—cy,) +

+ [(2—7)1}1/@/—1—(&-1/)} (cy) + (v =Dy c(-uy, +vy,)
(cu,) [—vyy +@2-7vy, +(@er) + (v — 1)UVy] + O(Vy)2
(W’ﬂu))

cy, (uev) = N\ (3'me composante de Ty

4ieme - composante de Aery (W*, v) = [H v, — (v — 1)“(77'”)} (—ey,) +

+ [Huy—(v—l)v(ﬂoy)} (cy) + v(wev)c(~uy, +v1)
c(uev) [(’y—l)(uuy—vym) —I—’y(ﬂoT)] = c(uev)(ueT)

A (4iéme composante de 7, (W*, V)) et Aer, (W*, 1/)) =\

(W*, v)).
1 composante de Aer, (W*, v) = 1, (u+cy,) + y, (v+cy,)
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(Wev)+c = A

Y (1iére composante de 1 (W*, V))

4
2ime composante de Aer, (W*, v) = [(7 —-1)Hy, -y, —u (ﬂ”/)} +

+ [(Q—V)uz/x —i—(ﬂ.y)] (u+cy,) + [—(7—1)0% +uyy} (v+cuy) +
+ (y=1) 1 (H+ (@ev)c)
2uc(y,)? + coy, y, + uc(yy)2 + (W +)y, + uvy,
uc + cy, (Wev) + Py, + u(Uev) = ((Wov)+c) (u+cy,)

o (Qiéme composante de 7, (W*, v))

3ieme composante de Aer, (W*, v) = [_“U’jx +((v=DH=-v=¢) Vy] +

+ (v, —(y—Duy) (utcy) + (uy, +B—=7)vy) (v+cy) +
+ (y—1)y, (H+ucy, +vcy,)

ve(y)? +ucy, Vy+2vc(uy)2+uvux+(02+02) Y,

ve + cy, (uev) + czyy + v(uev) = ((Wev)+c) (v+cy,)

A (Siéme composante de 1, (W*, 1/))

4iéme

composante de Aer, (W*, v) = [(7 —2)H — 02} (Wev) +

n [Hyw—(y—l)u(ﬂoy)] (utcw) + [Huy—(fy—l)v(fi.y)] (vtey,) +
F (@) [H+ (a.y)c]

H(uev)(2y—1) — Z(uev) + He — (y—1) (Wev) (v* +v%) + (Tev)’c
H(ev) + He + ¢ (Wev) + c(uev)® = ((Wev)+c) (H+ (uev)c)

o (4iéme composante de 1, (W*, V))

Aer, (W, v)) = X\ 1, (W*, 1)), ce qui établit finalement la relation (4.95).

Pour terminer la preuve, il sufit d’expliciter les variables caractéristiques ©; qui

sont les composantes de la différence W, — W, sur les vecteurs propres ; (W*, 17)
de I’état intermédiaire de Roe :

4
(4.109) W, =W, = > ¢ r (W*, »)
j=1

Compte tenu des expressions (4.96) a (4.99) des vecteurs propres, les variables

caractéristiques @; sont donc solution du systeme linéaire suivant :

(4110) 2 =+ @y + © = pd _pg
(4.111) { (“*_C*D;:)Qpl + (W o)y, p, — ¢ U, 0 t+ (u*+c*ﬁx)<p4 =

*

= Pl T P Yy

(4.112) {(“*—C*%)% + @)y 0 + g + (V) e =

= LY T PY
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(H* — (@ o) ¢*) ¢ + % (@ e0)” = (@ 07)?| g, + (@ o) "y +

+ (H* + W ev)c*) g, = o B, —p By

On multiplie 'équation (4.111) par 7, (4.112) par 7, et on additionne ; il vient

(@e0) =)oy + @ed) g + (@) +c) 0 = 0, (@) = p, (G 7)
on recommence avec (—u*) en facteur de (4.111) et (—v*) en facteur de (4.112).
Apres addition avec (4.113) , on obtient 1’équation suivante :

(18 = @7+ 7)) = 5 (W +097) s +
N <(c*)2 1((u*)2+(v*)2>>¢4 _

v—1 2
= p,E —p B, —p, (u,u"+v,0*) + p, (u, u* +1,0v").
Compte tenu de (4.81), (4.82), (4.83) et (4.110), la premiere relation peut s’écrire

(4114) (g —5) = p* |(@e7) — (i@ +7)]
et a l'aide de (4.104), (4.105) et (4.110), la seconde prend la forme plus simple

2
(4.115) (") (g, +¢) = P, =D, -
On en tire immédiatement une expression des variables caractéristiques sur les deux
ondes non-linéaires :

(4.116) ¢ = ﬁ{(pd—p*ff*(%ﬁ)) - (n, —P*C*(ﬂg';)”

1 - - ~ o~
(4117) Q04 = W{(pd—kp*c*(ud-y)) — (pg+,0*c*(ugoy)>] .
e L’expression de ¢, et ¢, n’est pas stricto-sensu indispensable a la preuve de la

proposition 4.10. Nous achevons tout de méme ce calcul. On tire ¢, de (4.110) et
(4.115) :

(4.113)

(4.118) gzz—a%g“%—%_ﬁﬂ%%—%ﬂ

et on reconnait au membre de droite de (4.118) le saut d’entropie linéarisée entre les
deux états W, et W . On exprime enfin la variable ¢, & partir de (4.111) multipliée
par —(1,) et (4.112) multipliée par (7, ), compte tenu de (4.115) une nouvelle fois.
Il vient

(4.119) @, = Ci*[pd(ad.?) -0, (5, 7)) - pfé(;)fg (@ o 7).

La proposition 4.10 est démontrée. O

Comme l'exprimait Laurent Schwartz dans son Cours d’Analyse de I’Ecole Polytech-
nique (Hermann, Paris, 1967) : ouf ! Et il ajoutait : ouf ! ouf !
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5) Linéarisation du flux limite de paroi mobile.

e 5.1 ¢ Introduction.

e Rappelons que 'on étudie la résolution numérique des équations d’Euler de la
dynamique des gaz dans un domaine {2 variable au cours du temps. Seuls les nceuds
]\41—1—1/2,3'4—1/2 (pour j entier positif ou négatif) de la paroi (située a I'indice I+ 1/2)

sont mobiles et ’on suppose d’une part que 1’élongation 5?11/2 des noeuds au temps
J

n At est petite devant la dimension caractéristique de la maille et d’autre part que
la vitesse
1
1 n+1/2 - ( n+l _ sn ) . 7, N
(5 ) Sj+1/2 At 53'+1/2 (sj+1/2 v JE , ME
du n‘oeud M, 112, 541)2 est petite devant la célérité du son du fluide proche de la
paroi.

n+1/2
)[+1 /2,4
la facette mobile a la paroi afin qu’une écriture classique (c.f. (3.67)) du bilan de
masse, impulsion, énergie prenne en compte la variation (imposée) de la géométrie.
L’expression (3.68) qui est exacte peut étre approchée au premier ordre par rapport
aux deux infiniment petits rappelés ci-dessus.

e Le flux limite de paroi mobile (F oV permet de calculer un flux sur

e 5.2 ¢ Flux linéarisé de paroi mobile.

e Avec des notations que nous allons expliciter dans la suite de ce paragraphe, le
flux limite de paroi mobile calculé en (3.68) selon 'expression algébrique

(F.V)n+1/2 o |K1,j| 0 n+1/2 Vn+1/2 n+1/2 (sn+1/2.yn+1/2) ’
R D o AN j
[ 57| |57 | 57|
A (1 B \Kf"fjl \> Wiy T (1 B \K}”.jl \> LAY LU
5 J »J

+ |K1,j| [@( n+1/2 18n+1/2> o tL/2 _
I,j+1/27 2 j+1/2 J+1/2

1 <Sn—|—1/2.yn+1/2> WntL/2 _ @ntl/2  nHl/2
2 172 *Tiv1y2 ) UL g41y2 Ij+1/2 j+1/2

|K | 1
_ I,j n+1/2 1+ n—|—1/2>. n+1/2
‘Kfﬂ‘ ® <W1,j—1/2’ 2 %i-1/2 ) *Vj-1y2
7.7

+ q)n—|—1/2 .Vn+1/2
I,j—1/2 " j—1/2

1
- n—|—1/2. n+1/2 n+1/2
2 <Sj—1/2 Yic1/2 ) Ly

admet au second ordre de précision le développement limité suivant :
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( )n—|—1/2

I+1/2,5
(0 5pn—|—1/2

(Fov = (o0, p"+1/2(0)u

I+1/2

I+1/2] *, J

L0)!

) J

+ p"+1/2(0) 5uj”+1/2 . 0

>t

(5.3)

\

)

0)" -

n+1/2 n41/2
+ <O,O,p*7j (0) (sj L.
K™
o
n+1/2

1,5
|K17j |
.VTL+1/2 o 5 d
+1/2 1,j-1/2
n+1/2 I Sn+1/2 n
+1/2 Ivj j_1/2 I:j

+ 5[@
v V 4 l Sn+1/2
*Uni+1/2 ) 1 9

+ = 5+
i—1/2
ordre > 2 par rapport & 67+1/2et S’Z+1/2:| ,

p:—;l/2(0> n+1/2

VI+1/2,j ’

n+1/2
I,5— 1/2

o Vn+1/2:|

n+1/2
+q)I j+1/2

VI, 412

n+1/2

I,j+1/2 j—1/2

21 1,7

_ l(sn+1/2 R.n
2

j+1/2 ,j+1/2

.
I-1/2,5

V14172,

Y i—1/2

‘”Lj—l/z) Y

_I_

R,n

e Il y a dans l'expression précédente des variables géométriques statiques

comme d’une part le volume | K,

p | de la maille de numéro (I, j) :

1
_ Lt -~
(5.4) |K1,j| o 25173‘ 1,5
ou 5i _ sont les vecteurs représentés figure 3.5 et calculés explicitement aux relations

(3. 16) (3.17) ou d’autre part les normales (de module égal a la mesure de l'aréte
afférente) Y12, et v, it1/2 orientées par les lignes de maillage (voir la figure
4.1) et évaluées algebrlquement aux relations (3.12) et (3.14).

e Il importe également de remarquer les variables fluides statiques comme
la pression paroi de vitesse nulle p”+1/ 2(0) évaluée par la relation (4.37) dans

le cas le plus courant pour le schema de Van Leer, les flux <I>”+1/ 2

I-1/2,j VI—1/27J' ’
onti/2 oy et dnti/2 . sur les trois autres faces du volume K.
1, j+1/2 * 1, j+1/2 i—1/2 V1, i-1/2 1,j

pour lesquels les relations (4.12) et (4.13) donnent le point de départ en vue de leur
calcul numérique et 1’état VVI” dans la maille qui touche la facette frontiere.

yJ

e Les variables géométriques dynamiques sont induites par la variation 6" 172
i+
des points de la paroi. Rappelons d’abord quelles sont les notations utilisées. Elles

partent toutes de la donnée des vecteurs 57:_1 , pour n >0 et 5 € Z et uniquement
J

de ces variables. Nous avons ensuite :

1
n+1/2 _ -~ n n+1 .
(5:5) Oz T 2 (53‘+1/2 j+1/2) n20, jei
n+1/2 _ ¢n+1/2  en+1/2 .
(5.6) € = (5j+1/2 (5j_1/2 , n>0, jel
n+1l/2 _ n+1/2 __ n+1/2
(5.7) Visr2 = Mgt + 5V'+1/2 = Mgty + <k 5+1/2>
n+1/2 _ n+1l/2 __ n+1/2
(5.8) v = Yje T 51/ = Ve T <e] X k:)
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Ces dernieres relations, explicitées en (4.7) et (4.9) utilisent le produit vectoriel avec

une direction k perpendiculaire a la direction du plan d’étude. Les vitesses sffll/é 2
J

des points de paroi sont naturellement définies a la relation (5.1), mais on utilise
aussi le long de la facette la vitesse

j—1/2 j+1/2
La variation relative du volume | K, j | a une expression simple :
ot x o — 0" xo"
(5.10) (5K1,j Y & AR ES V) 1,57 j—1/2
. = " —
|K17j | 51,]' x 51,;'

ainsi qu’annoncé a la relation (4.4). On a également vu en (4.5) 'expression dévelop-
pée du préfacteur de VVI”j pour la relation (5.2) :

|K17j| ‘K:j‘ _ Loy n+1/2 - n+1/2
(5.11) (1 - e (5“_ xS g s )
7]

e On trouve enfin les variables fluides dynamiques comme la variation 6p*”4jfl/ 2

de pression & la paroi, la sensibilité § [CID”Jfl/ 2 gyntl/ 2] du flux numérique de Van
I,j+1/2  j+1/2

Leer dans la variation (5.7) de la direction normale et les états de Roe VIR,’L/Z
’-7

définis sur les facettes transverses a la paroi mobile (ces facettes sont mobiles elles
aussi !). Dans le cas ou l'on emploie le flux de Van Leer et dans I'hypothese ou

le nombre de Mach normal de I’état extrapolé VVI’j’H/2 i est plus petit que 1 en

module, c’est a dire

n ~

ﬂ R Z .
(5.12) Mr o= I TR o
vk, ) Cn,
*, 7

la linéarisation de la représentation (4.37), développée aux relations (4.40) et (4.41),
prend ici la forme intermédiaire :

v
~n ~n+1/2 _ I+1/2,j n+1/2 ~n ~
Ul e ov; B ( y X Ui aye) T
(5 13) | I+1/2,5 |
: €
+ | u' % —2 | + (ordre > 2)
T Vg, |

ou (517;,”“/ 2 est la variation de la normale unitaire a la paroi. On en déduit

Pexpression de la variation 5p*”JT1/ 2 de la pression paroi (voir aussi la relation
 J

(4.40)) -

( n+1/2 _ _n n < n—|—1/2.~ )
o Pey Gi % Vriie,) T
3(y—1)M" +(y+3 )
(514) + pn—|—1/2(0) o ( (fY ) Uk, ] (’}/ ) (an . .5'])'?1+1/2)
7 7 (1+Myn*j) (2+(7—1) +Myn*j) R
L + (ordre >2).

La sensibilité du flux § [@"fl/ 2 gyntt/ 2] dans la variation de la direction normale
I,541/2 j+1/2

est donnée par
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5|:q)n+1/2 .Vn—|—1/2:| _
I,5+1/2° j+1/2

(5.15) 5 (I)+(Wn ) n+1/2 + 5l (Wn ) n+1/2
. ol i+1/2, + (% y

I,j+1/2,— j+1/2 j+1/2

oll les sensibilités 0[®T er] et §[®~ o] sont calculées aux relations (4.60) & (4.64)
et (4.72) a (4.76) respectivement.

o Les états de Roe VIR ”1 /2 (j € Z) sur les facettes transverses a la paroi
i+

s’écrivent simplement

(5.16) VT, = R<W1nj+1/2 Vi W, +>  JEZ

et cette fonction (assez classique) est calculée aux relations (4.80) a (4.99) de la
proposition 4.10 : on évalue d’abord (& I'aide de racines carrées) une densité, une
vitesse et une enthalpie totale intermédiaires entre les deux états de part et d’autre
de la facette numéro (I, j+1/2) avant de calculer les vecteurs propres de la matrice
jacobienne associée (c’est la matrice de Roe), lesquels donnent une base naturelle
pour résoudre le probleme de Riemann linéarisé (relation (4.94)).

e 5.3 ¢« Preuve du développement limité.

e La relation (5.2) met en évidence cing termes, & savoir

K . t
(5:17) /"= ‘|Kliil|‘ (07}9?:11//22,3' an+1/2 p;irll//;g <S'n+1/2 ]n+1/2))
J
sy g2 = Ll (o By
' At ‘ Kn+1‘ I

(519  fF = (1~ il grare
’ J_rl‘ I—-1/2,5 I-1/2,j5
J

( K
4 _ | I,j| ( nt1/2 L n+1/2>. n+1/2
"o ‘K”ﬂ‘ Wi 252 ) e
(5.20) L.
1
- n—|—1/2. n+1/2 n+1/2 _ dn+l/2
\ 2<Sj+1/2 Vj+1/2>Wz,j+1/2] TPy
( K
5 _ _| I,J| < n+1/2 L n+1/2>. n+1/2
/ 5 S\ 2 2552 ) Y
(5.21) 4 Lj
1
- n—|—1/2. n+1/2 n+1/2 n+1/2 .
\ D) <Sj+1/2 Vit1/2 > Wf,j+1/2] + (I)I,j—1/2 VI j—1/2
et 'on a
n—|—1/2 k
5.22 Foev
( ) ( I+1/2,J Z !

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous concentrons successivement sur ces divers
termes.
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e Nous remarquons qu’au sein de la composante ”énergie” (la troisieme en partant

de la gauche) du vecteur f!, le facteur (s;f‘“/ 2 ijn_H/ 2) est un infiniment petit

d’ordre supérieur ou égal & 1 & cause du terme s”t1/2 ; ceci permet de ne considérer

les autres facteurs qu’a l'ordre zéro de précision (puisqu’on cherche un résultat a
lordre au plus 2). On en déduit :

|K1,j| n-+1/2 (Sn—|—1/2

(5.23) { |K Privys,j

n+1/2
y )

— pn+1/2(0) (Sn+1/2 ol

S I+1/2’j) + (ordre > 2)

et nous venons de mettre en évidence le troisieme terme de la relation (5.3). Nous
avons par ailleurs :

|K1j| n+1/2 o n+1/2 _

‘K”“ ‘ 1+1/2,5 j -
a]

0K,
= (1 — —I]|) (p”+1/2(0) + 5p”+1/2) <VI+1/2 i+ 6]7,1+1/2 X k:) + (ordre > 2)

LA
= 0RO vy s T OB Ry s+ TR0 B
I+1/2,5 *, ] I+1/2,j *, 7 J
_ (SK# Y20y + (ordre > 2)
|K[j|p*,j I+1/2,3 -

ce qui entraine
( |K | t t
n+1/2 n+1/2 . n—|—1/2
‘Kn+1 ‘ (O p1+1/2 i O) o <0 P, (0) Yivi/2,5° O)
I,j

t
5.24 n+1/2 n+1/2 n+1/2
(5.24) + (O, 5p*7j (0) Vivijo; TP (0) (5Vj , 0>

*5J

0K ”J e
n
|K | (0 Sy (0) V12,50 O) + (ordre > 2).
I,j

Les trois premiers termes du membre de droite de la relation (5.24) sont identiques
aux deux premiers termes de la relation (5.3). Le quatrieme terme (en 0K/ | K |)
se retrouve comme le premier des quatre sous-termes du quatrieme terme du second
membre de la relation (5.3).

\

e Le second terme f? s’explicite tres simplement compte tenu de la relation
(5.11). On le retrouve comme sixieme terme de (5.3). Pour I’étude du troisieme
terme (relation (5.19)), on remarque une nouvelle fois que la présence en facteur
d’un infiniment petit simplifie le calcul. On trouve :
3 5K1nj +1/2

S ] n

(5.25) °o= |—KI y <I>1_1/2’j V1 T (ordre > 2)
’J

et cette expression constitue le second sous-terme du quatrieme terme du second
membre de la relation (5.3).

e L’étude du terme transversal a été commencée a la relation (4.54) et nous la
réexplicitons :
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1
nt+1/2 L n+1/2>. n+1/2 _ ( n+1/2 1\, ,n+1/2
q)<WI,j+1/2’ 2 %4172 ) * Y12 q) WI,j+1/2) Vj+1/2)

1 n+1/2 R,n
-5 (st/Q . Vj’j+1/2) Y/I7j+1/2 + (ordre > 2)

(5.26)

et linsertion de cette derniére relation au sein de 'expression (5.20) conduit au
calcul suivant :

SK .
I . J | $ <Wn+1/2 ).Vn+1/2 4 5|:(Dn+1/2 .Vn+1/2:|

KI j | I,541/2 j+1/2 1 +1/2 * Y12
1
_ n+1/2 N R,n . n+1/2 .
2 <Sj+1/2 VI’j“/?) Vigee = Ui s T (ordre > 2)
4 5K1ﬂj +1/2 +1/2 11/2
(5.27) "o K |q)1’j+1/2 Ve 5{(1)1,3'“/2 "V }

1 n+1/2 R,n
-5 <8j—|—1/2 oijH/Q) Vl,j+1/2 + (ordre > 2).

Le premier terme du membre de droite de (5.27) se retrouve comme troisieme sous-
terme du quatrieme terme du membre de droite de la relation (5.3). Le second terme
de (5.27) est égal au premier terme de la cinquieme ligne de (5.3) et le troisieme de
(5.27) (avec 1’état de Roe Vllzjf:l /2) constitue le premier de la septieme ligne du

développement (5.3).

e Le développement de f5 est analogue & f*, au changement de signe et a la
modificationn de (j+1/2) en (j —1/2) pres. Il permet de clore le quatrieme terme
de (5.3) ainsi que la fin des cinquiemes et septiemes lignes. La relation (5.3) est bien
identique a (5.2), au second ordre de précision pres, ce qui acheve la démonstration
de la propriété. O

e 5.4 ¢« Une autre linéarisation de la pression paroi.

e On pourra trouver que 'expression (5.14) qui permet d’évaluer I'incrément de
pression a la paroi est trop compliquée algébriquement et de toute fagon limitée a
I’emploi du flux de Van Leer pour résoudre le schéma fluide. Nous proposons ici
une autre expression approchée qui n’est pas obtenue par linéarisation rigoureuse
du flux numérique mais par une analyse du probleme de Riemann, ainsi que menée
aux relations (2.39) et (2.40) de la proposition 2.2.

e Rappelons que, si on utilise le schéma de Godunov, la pression p"t1/2  de la

14+1/2,j

relation (5.2) est ’état situé sur la 1-onde issue de 1’état VV;-LH J2.j et de vitesse
normale égale a
(5 28) O,n+1/2 — 8n+1/2.fyvn—|—1/2

’ J J J )
On pose donc
(5.29) w” = " e Tl/2

*, *J J
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et séparant le cas d’une détente (0J_"+1/2 — w*”j > 0) de celui d’un choc (Jf‘“/z —

wfj < 0), les relations (2.39) et (2.40) dans notre contexte bidimensionnel expriment

que la pression plnj'll //22 _ est solution de 'une des deux équations suivantes
2J

e ) prtl/2 ==
(5.30) J “ioy—17 P
si o2y >0
J *, ]
4
9 n+1/2 R ¢
s V2 (p1+1/2,j P
f X, T1/2
(5.31) \/pf (v+1) p?+1//2,j +(y=1pp)
si o"TYVZ <0,
\ J o

e Nous résolvons le systeme (5.30)-(5.31) de fagon approchée grace au raison-

nement suivant : lorsque sj”“/ 2=0et I/j”“/ 2 = Yit1/2, 50 la solution est celle du

schéma numérique associé & une vitesse nulle pour la paroi, c’est & dire p*"j;l/ 2(0).
Cette pression paroi est, par hypothese de travail, supposée correctement calculée
grace au flux de Van Leer (relation (4.37)). Lorsque la paroi est mobile, le mouve-
ment reste modéré et ’écart de pression (5p*”74;1/ 2 est obtenu en linéarisant 1'une des

deux relations (5.30) ou (5.31). Comme ces deux courbes de choc et de détente ont
mémes ¢léments de contact au second ordre inclus [CF48], il vient
1

(5.32)  S(o"M2—w" ) + —— 5"t =0

J *5J pf cf *5 7
compte tenu des relations classiques entre densité, pression et vitesse du son de I’état
extrapolé a la paroi. On déduit de (5.28), (5.29) et (5.32) :

nt+1l/2 _  _ n . n n+1/2 ~ n n [~n ~n+1/2
(5.33) (5p*’j = —p'c <sj QVI+1/2’j) + pl'c] (u*’j oéyj ) :
Cette relation permet un autre calcul de I’écart de pression a la paroi et ne differe

de la relation (5.14) que par le coefficient de 27*”], . 57/;_"“/2 .

e 5.5 ¢ De une a deux dimensions.

e La comparaison des relations (5.3) (cas bidimensionnel) et (2.60) (cas monodi-
mensionnel) montre 'extension de la structure quand on change de dimension. Le
premier terme correspond toujours au flux limite de paroi fixe, c’est a dire au flux
initial et il convient d’y rajouter le flux d’énergie correspondant induit par le travail

de cette pression lors du mouvement de la paroi. Le terme —s"t1/2 (O, prc, O)t
de la relation (2.60) donne naissance au second terme de la relation (5.3) qui est

une simple linéarisation du flux d’impulsion ¢ (pf";l/ 2 yj”ﬂ/ %) ; notons que cette

variation comporte deux termes dont un ((5Vj”+1/ 2) est bien entendu invisible a une
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dimension d’espace alors que le second (relations (5.14), (5.15) et (5.33)) doit pren-
dre en compte la variation de la normale pour une évaluations correcte dans le cas
bidimensionnel.

e Leterme s"t1/2 T/VI” donne naissance aux trois dernieres lignes du développement

(5.3), avec un couplage géométrie-cinématique non trivial pour le terme en W™ et
la nécessité d’évaluer correctement un état intermédiaire sur les facettes 2, i1/2
(j € ZZ) transversales a la paroi.

e Enfin, le dernier terme de (2.60) et le quatrieme de (5.3) représentent tous deux
la variation
Wx —Wwnr.
Ry x I,j I,j
(5.34) (WVL J = oK, I,j At
ol W* _est I’état qu’on obtiendrait dans la maille K . en utilisant une paroi fixe.
En effet ces deux termes forment un bilan de flux qu 11 est facile ensuite d’interpréter

ensuite comme une dérivée temporelle.

e 5.6 ¢« Lien avec la condition de transpiration classique.

e L’approche discrete que nous avons suivie est différente de celle, continue,
suivie par d’autres auteurs de la communauté (voir par exemple Mortchélévicz
[Mo89] ou Piperno [Pi95]). La proposition qui suit fait le lien entre ce travail
et I'expression du flux utilisé comme condition de transpiration dans les travaux
antérieurs a I’Aerospatiale [RC96].

Proposition 5.1 Simplification extréme.
Si, dans la relation (5.3) qui permet le calcul du flux limite de paroi mobile au
premier ordre de précision, on fait les hypotheses suivantes :

(5.35) 5p:;1/2 =0

(5.36) 0K =0

(637 W, = Ve = il =W
(5.38) Sffll/f = s;‘jll/; = s

(5.39) PV = p(Wr) = p

(5.40) u' o= u(Wwr) =

alors I'expression (5.3) du flux limite de paroi mobile (F . V)Inﬂ// ?  se calcule
+1/2,5
par les relations algébriques suivantes :

n+1/2 n+1/2 . * n+1/2
(5.41) el Lyt~ e(Wr) wovmil

n+1/2 n+1/2| __ n+1/2
(5.42)  8|@rtU2 2] — (W) eoul

n+1/2 __ o n+1/2
(5.43) q = SeV i, u*oéyj

(5.44)  (Fer)"™% = g2 W* 1 p* (0, v

I+1/2,5 j qn+1/2) +ordre > 2.

Yiv1/2,5°
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L’expression (5.44) est, au second ordre pres, analogue a ’expression algébrique
utilisée dans [RC96], & savoir

(5.45) q(t) = 3-Vj”+1/2 — ﬂ*.(;uj”H/Q

n+1/2 « « t
(5.46) ((I)oy)l+1/27j = qt)W* +p (O,VIH/Q’j,q(t)) .

Preuve de la proposition 5.1.

e On évalue d’abord avec soin le coefficient A qui figure explicitement devant
I’état W* par regroupement des trois derniers termes de la relation (5.3). On a :
1 1 1
= —|6F — 0, — — Se — Se
A= g [5173‘ X8 =0 X 5] SR S TSV I A SRy
1 1
_ (st _s§— (st s e _
9 (51,j 61,j>m 5y 2 (5I,j 5I,j)y St 2° (VI,j71/2 VI,J‘+1/2>

1
9 S <y1—|—1/2,j+1/2 Y12, 5172 " Y412, 5-1)2 + yI—1/2,j+1/2>
1
T 9 Sy <331+1/2,j—1/2 T 12,412~ Yrv2, 4172 + yI—1/2,j+1/2>
1
+ 2 se (Vl,j—1/2 - VI,j+1/2>

compte tenu des expressions (3.16) et (3.17) de (5I+j et o, ;

1

9% <V1+1/2,j T Y 1y T Yy T I/I,j+1/2)
compte tenu de la relation (3.12)

R B A

car I'intégrale sur le contour de K; i de la normale extérieure est nulle et s’exprime
par ’
(5.48) = 0.

+

Yive,s ~ Yicuye,s T Ve T M1y

e Quand on prend une variation finie de ces normales associée aux hypotheses
géométri-ques de flux limite de paroi mobile (les noeuds M, | /2,412 (j € Z) ne
bougent pas), il vient

n+1/2 n+1/2 n+1/2 —
(5.49) 5Vj + 5Vj+1/2 6’/]-_1/2 0.

Compte tenu de 'hypothese (5.41)(5.42), nous en déduisons

n+1/2 . n+1/2| n+1/2 o n+1/2 _ *\ o n+1l/2 n+1/2
5{(131,”1/2 ”j+1/2] 5{(1)1,3‘—1/2 ”j—l/z] UM CAWARLZAvA)

= —(W*) e /2 au vu de (5.49)
J

t
- —(a*.(sw“ﬂ) W pt (0, =02 (@ ey ))
J j j

On reporte cette derniére expression, jointe a la relation (5.47), au sein de (5.3). 11
vient, compte tenu des hypotheses (5.35) a (5.40) :

t
n+1/2 « n .
(F.V)I+1/2,j = (0, D (VI+1/2,j + 51/j +1/2) ,p* (se 1/1+1/2’j)>

t
. (a* .5an—|—1/2) W* — p* (07 5an+1/27 T .5yjn+1/2>
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tsel W* 4 (ordre > 2)

t

_ n+1/2 * n+1/2

= q ZwW* +p (0, Visrja 0 @ / ) + (ordre > 2).

ce qui montre la relation (5.44). La seule différence entre les expressions (5.43)(5.44)
et (5.45)(5.46) tient a I'unique point suivant :

(5.50) q(t) — qj’”l/2 = sedy /2

J
lequel est un infiniment petit du second ordre compte tenu des hypotheses faites
pour établir la relation (5.3). La proposition en résulte. O

6) Conclusion, remerciements.

e Nous avons montré que si un fluide considéré comme non visqueux est limité
par une structure lentement variable et qui se déplace d’une faible amplitude dans
I’espace, il est possible au premier ordre de remplacer une modélisation géométrique
de ce mouvement par un flux limite de paroi mobile sur les facettes qui relient le fluide
et la structure. L’évaluation numérique du flux limite de paroi mobile demande, dans
le cas ou ’on utlise la méthode Muscl de Van Leer avec les choix faits aux Mureaux
d’un maillage structuré, une évaluation précise de la normale au cours du temps,
une mise en mémoire de 1’état extrapolé a la paroi, une évaluation de la dérivée de
la pression paroi, la maitrise de la dérivée du flux de Van Leer par rapport aux états
fluides et une résolution approchée de la discontinuité sur les facettes transversales
avec un schéma de Roe. Il s’agit de calculs de mise en ceuvre délicate mais qui ne
doivent entrainer qu’un surcotut modique a ’exploitation.

e La suite naturelle de ce travail pourrait étre la suivante : (i) mise en ceuvre
du flux linéarisé de paroi mobile dans une maquette logicielle jointe a une exten-
sion tridimensionnelle des développements algébriques formels contenus dans ce
mémoire, (ii) validation par rapport a lexpérience détenue par Aerospatiale aux
Mureaux, (iii) insertion du module ainsi développé au sein d’un logiciel tridimension-
nel opérationnel comme Fludmi ou Elsa. De facon plus générale, ce travail s’insere
dans une réflexion globale sur le couplage aéroélastique et le besoin opérationnel de
disposer pour les études systemes d’un logiciel de simulation couplant aérodynamique
et élastodynamique.

e Cette recherche a été soutenue par Aerospatiale Espace & Defense et la Jeune
équipe de recherche n® 2140 du Conservatoire National des Arts et Métiers. 1l est
issu de conversations approfondies et fructueuses avec Frangois Coron et Fabrice
Ruffino aux Mureaux et I'auteur les remercie ici tres chaleureusement. La dacty-
lographie de ce mémoire est le fruit d’une collaboration avec Pierrette Foulon du
Conservatoire National des Arts et Métiers a Saint Cyr I’Ecole, qui regoit ici tous
les encouragements fraternels du responsable de ces mots.
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8 - Figures

Figure 1.2 Probléme couplé d'interaction fluide-structure :
la frontiere I" est mobile.
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Figure 2.1. Discrétisation spatio-temporelle d'une paroi lentement mobile
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1-onde issue de 3-onde aboutissant a

n ] n
W1+1/2, ~ |

Figure 2.2. Probléme de Riemann avec un état miroir.
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Figure 2.3. Volume de contrdle (ABCD) dans I'espace-temps.
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Figure 2.4. Probléme de Riemann partiel a la frontiere.
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Figure 2.5. Variables utiles pour le calcul de la condition limite
de paroi mobile linéarisée, 2 une dimension d'espace.
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1+1/2, j+1/2
i~1/2, j+1/2 3 .
i, j+1/2 172, )
| Vv
K {-/' i+1/2,
i, ]
oM
i+1/2,j-1/2
i-1/2, =172
Figure 3.1. Quadrangle structuré  K; ; avec les quéfre sommets

Mi 112, 5-1/2 - Mit172, j-172 - Mig12, j+1/2 et M2, j41/2 dont il est
lI'enveloppe convexe et deux faces Z; 4 12,j et z; +172 parmi les

quatre de la frontiere JK; ;.
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M
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1I-¢) M t
( E”) I+1/2,j—1/2( )

— + t

( E“) MI—I/Z, =172 L E"NII+1/2, j+1/2( )

+EM_
I-1/2, j+1/2
' & ‘ MI+1/2 ' 1/2(0
M1—1/2 ~1/2 © (1-6) M (t) ’
’ I-172,j-1/2
+0M NG
I+1/2, j-1/2
Figure 3.2. Paramétrage par le triplet (6, &, t) des points du

quadrangle mobile K; HOR
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1-1/2, j+3/2

I+1/2, j+3/2

n

I+1/2, j43/2

n

-1/2, j+1/2 & 1+1/2, j+1/2

1+1/2, j+1/2}

n

1+1/2, j—1/2

1-1/2, j-1/2 X

1-1/2, j-3/2 @

Figure 3.3. Paroi mobile d'indice 1+1/2 & deux dimensions d'espace ;
les points d'indice supérieur n sont mobiles au cours du temps.
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Figure 3.4.

Cellule VE‘}“ 2

est composé p‘ar les six faces CBFG, BCDA, GFEH, ADHE,
BAEF et DCGH. Elle est paramétrée par les variables

6 (direction i du maillage), & (direction j) et { (direction
temporelle) toutes trois entre 0 et 1 grice 4 une interpolation
polynomiale transfinie de degré partiel inférieur ou égal a 1.

dans I'espace-temps. Son bord BV?EI/Z
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i+1/2, j+1/2

i-1/2, j+1/2

oM
M i+1/2,j-1/2
i-1/2, 172

Figure 3.5. Le volume de la maille K, j est calculé a I'aide de la

. 1 -
relation 1K ;1=7506;;x 5:3' '
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Ensemble des états extrapolés pour le calcul des flux

(Dev).

1
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172 et ((D'V)'rtl 12, autour du volume Ki, i
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V14172,
\ ~ n+1/2
V.
J
n+1/2
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Figure 4.2. L'€cart sur les normales unitaires dans le mouvement des

points de la paroi contient un terme colinéaire & la normale
unitaire et un second terme orthogonal 2 la différence .SIJ”U 2
des perturbations entre les deux points de la facette Z

, j+172
(relation (4.11)).
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Figure 4.3. Dans le probleme de Riemann entre les états
W12, - €t WL ja1s0, 4 » il faut évaluer le flux (4.43) au point

: 1~ n+12
de vitesse normale 5 (s-y)r;
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Figure 4.4. Solution typique du probléme de Riemann.
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Figure 4.5. Solution W(§) du probléme de Riemann pour la

matrice de Roe A(W*,V).Ona

WE) = We+ 3 ojnW5 §) = We— 3 g (W5 ©)
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