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1 Introduction

En 2008, M. Filaseta, A. Granville et A. Schinzel [II] ont montré qu’il
existe un algorithme qui permet de calculer le pged de deux polynémes f,
g € Z[z] de degré au plus D > 2 en (5N7h(10g D) opérations binaires sous
I’hypothése qu’au moins 'un des f et g n’ait pas de facteur cyclotomique.
La constante implicite dans O dépend du nombre N des coefficients non
nuls de f et ¢ et du maximum H de la valeur absolu de leur coefficients.
L’hypothése que f ou g n’est pas divisible par un polynéme cyclotomique
est cruciale, comme a été déja remarqué dans [I1), p. 157]. Soient a et b deux
entiers naturels premiers entre eux. Alors on a :

(x% — 1) (2 — 1)'
z—1

pged (:c“b —1, (% = 1)(2® - 1)) =

Ensuite 2015, F. Amoroso, L. Leroux et M. Sombra [4] ont précisé 1’algo-
rithme de [L1]. Tls ont montré qu’il existe un algorithme qui permet de déter-
miner la partie non-cyclotomique du pged de f et g en au plus Oy (log D)
opérations binaires, méme si f et g ont des facteurs cyclotomiques. On va
énoncer leur résultat. On note V' (f, g) 'ensemble des racines communes de
f,g dans Q. Le symbole p, désigne I'ensemble des racines de I'unité de Q.

Théoréme 1.1. [, Theorem 4.5] Soient f, g € Zlx]. Il existe un algorithme
qui permet de calculer deux polynomes pi,p2 € Zx] tels que :

p1 | peed(f,g), V(p1) \ Boo = V(pged(f,9)) \ Hoo et

1. Pour deux fonctions de la variable réel ' > 0 et G > 0 on utilise la notation
= O(G) dés que F < c1G(log(1l 4+ G))°? avec c; > 0 et c2 > 0.
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en au plus (5N7h(log D) opérations binaires.

L’algorithme correspondant au théoréme se compose de deux procé-
dures :

1) la recherche de la partie non-cyclotomique ps ;

2) la recherche de la partie cyclotomique po.

L’algorithme est décrit et analysé dans [4, Algorithm 4.3]. Sa complexité
est de au plus Op j,(log D) opérations binaires. Sila dépendance en N et h de
la complexité de la recherche de la partie cyclotomique est explicite et peut
étre déduite du théoréme 2.2 de L. Leroux dans [13], celle qui concerne la
recherche de la partie non-cyclotomique utilise une estimation non explicite
qui provient d’une ex-conjecture de Schinzel [I8, Conjecture 1].

Théoréme 1.2. Soit n > 1 un entier. Soient F,G € Z[x1,--- ,xy,] tels que
pgcd(F, G) = 1. Alors il existe B(F, G) > 0 satisfaisant la propriété suivante.
Soient a = (ar,- -+ ,an) € 2%, € = (C1y-+ 1 Ca) € plt et € € Q' \ oy, Si

F(<1§a17 U 7C’rl§an) - G(Clgala T 7<n§an) =0

alors il existe un vecteur non nul b € Z"™ orthogonal & a de norme Lo
satisfaisant :

bllee < B(F,G).

A. Schinzel [I8, Theorem 45| avait énoncé et donné une preuve de cette
conjecture dans le cas particulier n < 3 (et pour (; = -+ = (§, = 1).
Ensuite, elle a été démontré pour n quelconque (mais toujours pour (; =
- = (, = 1) par E. Bombieri et U. Zannier [I8, Appendix| et, avec une
méthode partiellement différent et en toute généralité, par E. Bombieri, D.
Masser et U. Zannier [7, Theorem 1.6]. Ces preuves sont effectives mais
pas explicites (voir la discussion aprés [11, Theorem 2|). Une preuve qui
explicite la dépendance de B(F, G) permettrait de rendre effectif 1’algorithme
du théoréme pour la partie non-cyclotomique.

On présente ici une nouvelle méthode pour démontrer le théoréme [1.2
en explicitant la dépendance en le degré et en la taille des coefficient de F
et G. Le résultat obtenu n’est cependant pas explicite en n. Cette méthode
s’inspire de l'approche de S. Checcoli, F. Veneziano et E. Viada dans [§],
ol les auteurs ont démontré un théoréme analogue au théoréme dans le
cas de produit de courbes elliptiques. L’idée principale consiste & utiliser le
théoréme de Bézout arithmétique de P. Philippon et une version fonctorielle
du théoréeme de Dobrowolski généralisé.

Pour F € Z[x™!] on note || F'||1 la norme L; de son vecteur des coefficients.
Notre résultat principal est le théoréme suivant :



Théoréme 1.3. Soient n > 2 et s > 2 deux entiers positifs et ¢ €]0,1].
Soient Fy,--- , Fy € Z[xT'], a € Z"\{0}, ¢ € Q et¢e pl . On suppose que
la sous-variété V. de G}, définie par Fy = --- = Fy = 0 soit de codimension
au moins 2 en o = C&2. Alors il existe un vecteur non nulb € Z™ orthogonal
a a tel que :

¢@P) =1 et |bllo < c(n,e)max(hy /D", 1) <D,
ot ¢(n,e) >0,

D= max deg(F;) et hy = max log || Fil|1-

Pour expliciter la dépendance en n et € de ¢(n, ), il faudrait expliciter la
méthode de transfert de G. Rémond [17] qui permet de déduire cette version
fonctorielle du théoréme de Dobrowolski généralisé a partir de la version
relative de E. Delsinne [10].

2 Hauteurs, théorémes de Bézout et de Dobrowolski
généralisé

Dans cette section on énonce les définitions et les résultats de géométrie
diophantienne qui nous serons utiles. Dans la sous-section [2.1| on rappellera
la définition de hauteur projective, et dans la sous-section [2.2] le théoréme
de Bézout arithmétique. La sous-section [2.3] sera consacrée au rappel de la
définitions de hauteur normalisée. Dans ces trois sous-sections, on suivra
lapproche développé par P. Philippon dans [14], [15] et [16]. Enfin, dans la
sous-section 2.4] on donnera une version effective et fonctorielle du théoréme
de Dobrowolski généralisé (théoréme qui provient des travaux de F.
Amoroso, S. David, E. Delsinne, G. Rémond et U. Zannier.

2.1 Hauteur projective

Rappelons d’abord la notion de hauteur de Weil dans ’espace projectif
P™. Soit &« = (ap : a1 @ +++ : ) € P" et soit K un corps de nombre qui
contient les ;. On pose :

he) = [K%Q] Zn log |a, (2.1)

ou la somme est sur les places (finies et infinies) de K, n, = [K, : Q,] est le
degré local et |a|, = max(|aoly, - -.,|an|y). Cette definition ne dépend pas
du choix de K ni du choix de coordonnées projective de a.

Soit V' une sous-variété geometriquement irréductible de P". P. Philippon
dans [14], [I5] at [16], définit & 'aide de la théorie des formes éliminantes, une



notion de hauteur de V', notée hp, (V). La définition de hauteur d’une variété
s’étend par additivité a un cycle de Chow S = > [l;]V; (V; irréductibles) a
coefficients l; € N, par : hp, (S) =, Lihp, (V3).

Nous remarquons que dans [16] 'auteur considére des sous-variétés pro-
jectives définies sur un corps de nombre K et qui sont implicitement supposée
K-irréductibles (au moins on peut se réduire a ce cas en considérant le cycle
des conjugués galoisiens de chaque variété). Ici, nous utiliserons le mot sous-
variété de P pour se référer & une intersection ensembliste de sous-variétés
géométriquement irréductibles de P". Comme on le fait usuellement, nous
noterons aussi par V N W lintersection ensembliste de V et W. Soient I et
J les idéaux homogénes définissant V' et W ; on peut alors identifier cette
intersection au cycle ZR(I+J) (voir [16], derniére paragraphe a p. 347) sup-
porté sur les composantes irréductibles de 'intersection et avec coefficients 1.
Remarquons que dans op. cit. en revanche le cycle VW = Z(I + J) n’est
pas en général réduit et qui peut méme avoir des composantes immergées.

Pour un point @ = (g : g @ - -+ : ) € P", la hauteur de la sous-variété
projective V' = {a} coincide avec la hauteur "Ly" de o, définie en prenant
dans (2.1)

leello = (lawof? + -+ + | 3) /2

au places archimedienne a la place de |a|,. Comme pour les points, on dispose
également d’une formule explicite pour la hauteur hp, (V') d’une hypersurface
V. Soit K un corps de nombres et soit F' € K[x]|. En suivant P. Philippon
([16], p. 346, en particulier le derniére paragraphe en prenant p = 1 et my =
m) on définit une hauteur de F' par

h<F>—mZ[K Q. log I, (F) Zf (2:2)

ot M,(F) est le maximum des valeurs absolues v-adique des coefficients de
F siv est finie, et M, (F) = M (0,(F)) si v est infinie associée au plongement
o, de K dans C, o, pour un polynéme homogéne P € Clxo, ..., x,],

log M(P) = / log | Plom,. (2.3)
n+1

Ici o, désigne la mesure invariante de masse totale 1 sur la sphere Sy,,4+1 de
rayon 1 de C* ~ R"*! Soit maintenant Z une hypersurface de P, définie
par l’équation F' = 0, ou F' € Q|xo,...,zy] est homogeéne. On a alors (|16,
p. 347]),

e, (2) = h(F) + 2B ZZ* (2.4)

21]1



2.2 Théoréme de Bézout

Nous utiliserons la version suivante du théoréme de Bézout (géométrique
et arithmétique) de P. Philippon (|16, théoréeme 3|).

Théoréme 2.1. Soient V et W deuzr sous-variétés de P, définie sur un
corps de nombre K et K-irréductibles. Notons X1,... X, les composantes
irréductibles (isolées) de lintersection ensembliste V. NW. On a alors :

Z deg(X;) < deg(V) deg(W)

Z hp, (Xi) < hp, (V) deg(W) + hp, (W) deg(V) + cdeg (V) deg(W)

ol

1 Ay dim IV log 2
=5 Z; jz_: +j+1 + 5 (codim (V') 4 codim(W)).

Démonstration. On considére le cycle intersection V.W, son degré et son
hauteur (voir [16 sous-section B), p. 353]). Toute composante irréductible
(isolée) de V' N W apparait comme composante isolée du cycle intersection
V.W (cf. op. cit., paragraphe avant ’énoncé du théoréme 3), et donc, par dé-
finition de degré et hauteur du cycle intersection, > 7, deg(X;) < deg(V.W)
et hp, (D 7, deg(X;)) < hp, (V.W). On applique alors [16, théoréme 3|.

On pourra également se référer a [12, Theorem 3, p. 455], ou cependant
la valeur de la constante ¢ est moins précise. ]

Le corollaire suivant permet de majorer la hauteur d’une variété en fonc-
tion de la hauteur et du degré de ses générateurs.

Corollaire 2.2. Soient | > 1 un entier et Z1,--- ,Z; des hypersurfaces dé-
finies sur un corps de nombre K . Soit V une composante K-irréductible
(isolée) de Zy N ---N Z;. Alors,

deg(V) < DCOdim(V)

th (V) < nthodlm(V Dcodim(V)7
=1 j= 1

ol

D = max deg(Z;) et h= max h(Z;).

1<i<s 1<i<s



Démonstration. On applique [16, Corollaire 5, p. 357| avec S = P,, d = D
et 7 = h, en tenant compte des notations introduites au milieu de op. cit.
p- 347. Notons cependant que dans op. cit. Z; est supposée définie sur un
corps de nombre K et K-irréductible; on peut se réduire & cette situation
par linéarité et en négligeant les éventuelles multiplicités. On a alors, en
tenant compte du fait que deg(P,) = 1 et hp, (P") = 231", Z;Zl ]l (cf [16],
avant-derniére paragraphe),

d(S;; D) < d(Pp; D) = D™

1 n
h(Si; D) < h(Pp; D) + nhd(Pp; D) = ZZ D™ 4 nhD".
=1 j= 1

Les composantes irréductibles V; de Z1N- - -NZ; sont des composante irréduc-
tibles du cycle intersection .S;. En particulier, en négligeant les multiplicités
d’intersection et les composantes de codimension # k,

d(Sy; D >Zdeg Vi) De(Vi) > deg(V) DIV,

Sla > Z hIP’ Ddlm(V)+1 > hIP’ (V)Ddim(V)+1

2.3 Hauteur normalisée dans G], — P"
On consideére le plongement ¢y, : GJ} — P™ défini par
t(ar, o) =(1:ag: - ay).

Soit V' une sous-variété de G},. Par abus de notation, on note hp, (V) la
hauteur de la cloture de Zariski de ¢, (V') dans P™. D’aprés [16], on définit la
hauteur normalisée de V' (par rapport au plongement ¢,,) par :

he, ([m]V) deg(V')

hV) = i 2.5
V)=t —o deg([m]V) (25)
ot [m] est le morphisme de multiplication par m. définie par [m](z1, -+ ,xy,) =
(7, -+ ,zp")). On peut vérifier que la hauteur h( ) de @ € G}, coincide avec

la hauteur de Weil h(c,(cx)) de I'image de o dans P,,. Rappelons également
([21]) qu’'une variété géométriquement irréductible est de hauteur normalisée
nulle si et seulement si elle est une variété de torsion, i.e. un translaté d’un
sous-tore de G} par un point de torsion.

D’aprés |9, Proposition 2.1, p. 497], on a la relation suivante entre h(V)
et h]}»n(V) .

~

WV) — he, (V)] < g (dim V + 1) deg(V) log(n + 1). (2.6)
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On définit ensuite le minimum essentiel de V', noté (V) par :
i5(V) = inf {9 >0|V(0) = v}

ot V() = {a € V(Q") | h(c) < 6}. Le minimum essenticl de V est donc le
seuil de la hauteur & partir duquel les points de V' deviennent denses dans V.

La hauteur normalisée et le minimum essentiel sont liées par des inégalités
de S. Zhang [22], théoréme 5.2] :

h(V)
deg(V)’

h(V)
(dim(V) + 1) deg(V)

< (V) <

(2.7)

2.4 Théoréme de Dobrowolski généralisé

Le probléme de Lehmer et le théoréme de Dobrowolski se généralisent en
dimension supérieure. On dit que V est une variété de torsion si V est une
réunion finie de translatés de sous-tores de G} par des points de torsion.
Rappelons que i*°(V) = 0 si et seulement si V' est une variété de torsion.
Le probléme de determiner de bonne minoration pour le minimum essentiel
d’une variété qui n’est pas de torsion a donne lieu & plusieurs travaux.

Dans ce but, F. Amoroso et S. David (|3, Définition 1.1, p. 337]) ont
introduit la notion d’indice d’obstruction :

Definition 2.3 (Indice d’obstrgction). Soient V. C W deux sous-variétés
irréductibles de G}, et soit K C Q un corps. On appelle indice d’obstruction
de V relatif a W sur K, noté wg(V, W), le minimum deE|

deg(Z) 1/ codimy (Z)
deg (W)

ol Z parcourt les sous-variétés strictes de W définies sur K et contenant
V. Lorsque K = Q, on omet lindice Q et lorsque W = G, on notera
simplement wg (V') Uindice d’obstruction wg(V,G).

On peut maintenant énoncer une des généralisations de la conjecture de
Lehmer en dimension supérieure.

Conjecture 2.4 ([3], Conjecture 1.10 , p. 342). Soit V une sous-variété irré-
ductible de G}},. Soit W C G}, la plus petite sous-variété de torsion contenant

V. AlorsPl on a :

c(n)
~ ess
AT
WQ( ) )
2. ou codimw (Z) = dim(W) — dim(Z)
3. Dans op. cit. V' est supposé Q-irréductible et W est une réunion de variétés de
torsion. On vérifie facilement que les deux énonces sont équivalents.




Dans le cas d’une sous-variété irréductible V' faiblement transverse (i.e.
qui n’est contenue dans aucune sous-variété de torsion stricte de GJ,) cette
conjecture est démontrée a un € prés ([2, corollaire 1.2 p. 239|). En géné-
ralisant I’approche de [1] et [5], E. Delsinne [10] a montré (toujours a un e
prés) une version relative de la conjecture toujours pour V faiblement
transverse, en remplacant I'indice d’obstruction sur Q par celui sur Q®, ex-
tension maximale abélienne de Q. Nous énoncons une version simplifié de
son résultat principal (op. cit., Corollaire 1.7) :

Théoréme 2.5. Soit V une sous-variété irréductible de G',. On suppose que
V' est faiblement transverse. Alors, pour tout € > 0, on a :

c(e,n)

~ €SS V >
2 )—wQub(V)Hs

ot c(n,e) > 0 est explicite.

On s’intéresse maintenant & la version fonctorielle du théoréme qui
consiste & enlever ’hypothése faiblement transverse, quitte & faire intervenir
dans l'indice d’obstruction la plus petite variété de torsion contenant V. Le
théoréme suivant a été déduit par G. Rémond & partir du résultat de E.
Delsinne :

Théoréme 2.6 (|[I7], Théoréme 3.7, p. 261). Soit V' une sous-variété irré-
ductible de GI,. Soit W C G}, la plus petite sous-variété de torsion contenant
V. Alors, pour tout € > 0, il existe une constante c(n,e) > 0 tel que :

c(n,e)
woer (V, W)TFe deg (W)e

(V) 2

3 Reésultats auxiliaires

Dans cette section on démontre les résultats auxiliaires dont nous aurons
besoin pour la preuve de notre résultat principal.

Comme conséquence du théoréme et du corollaire on obtient une
majoration de la hauteur de I'intersection d’une sous-variété de G}, avec une
sous-variété de torsion de G}, i.e. un translatés d’un sous-tore par un point
de torsion.

Proposition 3.1. Soient Fy,--- , Fy € Z[x*!] et notons

D = lrg?;deg(ﬂ) et hy= g%xslogHFiHl-

Soit V' une composante Q-irréductible de la sous-variété de Gl définie par
Fy = .- =F;, =0 et soit BC G} une sous-variété de torsion. Notons



par X1,...X, les composantes Q-irréductibles de Uintersection ensembliste
VN B. On a alors :

9
Zdeg(Xi) < pedin(V) deg(B)

Z hp, (Xi) < (nhy/D + ¢) DP(V) deg(B)

ou
1 mV dim B 1 10g2 ‘ .
c=3 Z; z:: P + 5 (codim(V') + codim(B))
+n ;;J —|—§(d1mB+1)log(n+1).

Démonstration. On applique le théoréme [2.I] en choisissant comme K le
corps de définition de B. On en déduit : Y7 ; deg(X;) < deg(V') deg(B) et

th ) < hp, (V) deg(B) + hp, (B) deg(V) + co deg(V) deg(B) (3.1)

ou
dlm V dim B

Z Z +jl+ _ log (codim(V') 4 codim(B)). (3.2)

7=0

On majore deg(V) et hp, (V') al’aide du corollaire On peut supposer les
polynoémes F; dans Z[x]; en choisissant comme Z; les hypersurfaces définies
par les homogénéisés des F; on obtient alors :

deg(V) < Deodim(V) (3.3)
et
hIP’ (V) < nthodlm(V ZZ Dcodlm 7
=1 j= 1

ol h = maxj<i<s h(Z;). On en déduit en particulier la majoration annoncée
pour la somme des degrés des X;. Pour montrer celle pour la somme des
hauteurs, on remarque que, pour P € Clzy,...,x,] et en notant hP son
homogénéisé, M ("P) < ||P||1 (cf définition (2.3))). Donc, en tenant compte
des définitions , et du fait que F; est & coefficients entiers,

deg(F;) - 1
h(F;) < log || F||1 + Y z_; 7



et

n—1 1 n 7
deg(F;) 1 D 1
hs e | ME)E TR0 D G st D g
=1 j=1 =1 j=1
On a alors :
th (V) < nthcodlm(V)fl +n Z Z - Dcodlm(V). (34)
im1 =17
Par ailleurs E(B) = 0 et donc, par (2.6),
7
hp, (B) < 3 (dim B + 1) deg(B) log(n + 1). (3.5)

En mettant ensemble les inégalités (3.1)), (3.2)), (3.3), (3.4) et (3.5 on déduit

la majoration annoncée pour la somme des hauteurs des Xj. O

Le lemme suivant permet de déterminer explicitement les équations de
translatés de sous-tores contenus dans une sous-variété de G},. La preuve
repose sur [19, Lemma 4]. Soit F € Q[x*!]. On note Supp(F) C Z" le
support de F'i.e. ’ensemble des exposants des mondémes de F' correspondant
aux coefficients non nuls. On note également :

D(F) = {A1 — A2 | A1, A2 € Supp(F)}.

Lemme 3.2. Soient Fy,--- , Fy € QxT'] et V la sous-variété de G?, définie
par Iy = --- = Fy, = 0. Soit &T un translaté de sous-tore contenu dans V., de
codimension codim(T') = r < n, mazximale par rapport & l'inclusion parmi
les translatés vérifiant cette propriété . Alors il existe py,--- , p,, formant
une base de Z" telle que py,- - , p, est une base du réseau définissant T et :

pourk=1,---,r :

Bi = CliA1 + CpoA2 + -+ Cp_1,1Ak—1 + CL AL,
(3.6)
pourk=r+1,--- ,n :

B = CpiX\ + - F A b o F e p—1fi—1 + ety
0u A, ..., A\ €U, D(F;) etf41,.... 5, sont des vecteurs de la base standard
(1,0,...,0),...,(0,...,0,1) de Z"™, et ou :

lescri (k=1,---,n;i=1,---,k—1)etlescy (k=1,---,n)
sont des nombres rationnels tels que c; € [—1/2,1/2[ et ¢, €]0,1].

(3.7)

Démonstration. Le fait que aT C V est maximal implique que T' C o'V
est maximal. La variété a~!V est définie par les équations G;(x) = 0 avec
Gi(x) := Fij(ax) pour i = 1,--- ,s. On a alors Supp(G;) = Supp(F;) pour

10



tout i = 1,--- ,s. Soit A le sous-groupe saturé de Z" de rang r qui définit
T. Comme T C o 'V est maximal, d’aprés [19, Lemme 4], A est engendré
par Ap, -+, Ay € Z" avec A; € D(F;;) pour un certain i; € {1,---,s}. Par
le théoréme de la base incompléte, ils existent des vecteurs f,11,...,f, de la
base standard de Z" tels que A1, Ao, -+ , Ap, fr41, ..., £, soient linéairement
indépendants. D’apres |20, Theorem 18], il existe des vecteurs py, - , i, €
Z" formant une base de Z" tels que et soient satisfaites.

Le sous-groupe M de Z" engendré par les vecteurs gy, - - - , i, est primitif
car les vecteurs pq,- - - , i, forment une base de Z". Les vecteurs pq, - , i,
appartiennent & QA car les vecteurs Ay, --- , A, € A et les coefficients ¢, ;, ¢,
sont des nombres rationnels. On a alors M C A%" = A. Comme rang(A) =
rang(M), on en déduit que A = M. O

4 Preuve du résultat principal.

Soient n > 2 et s > 2 deux entiers. Soient Fy, -+, Fs € Z[zfl, o,
On note W la sous-variété de G}, définie par F} = --- = Fy = 0. Soient
a € Z" un vecteur primitif et ¢ € p . On note 77 le sous-tore de dimension
1 définit par :

le{fa:(£a17_“ 75(1”)6@71;’ geGm}' (41>

On s’intéresse aux points o« € W N T qui ne sont pas de torsion et tels que
W est de dimension au plus n — 2 en . On se propose de montrer que pour
tout tel point a, il existe un vecteur non nul b € Z™ orthogonal & a et dont
la norme est majorée par une constante ne dépendant que de n et des F;.
On note W* la réunion des translatés de sous-tores de GJ}, contenus dans W
et Wo =W \WwWe.

Pour démontrer théoréme[I.3] on suppose d’abord, dans la proposition 4.1}
a € W°. On se réduira ensuite a ce cas dans la preuve du théoréme par un
procédé qui reprend 'approche de [7, preuve du théoréme 4.1, p.21].

Proposition 4.1. Soient n > 2 et s > 2 deux entiers positifs et ¢ €0, 1].
Soient Fy,--- , Fs € Z[x*']. On note W la sous-variété de G, définie par
Fy=-..=F,=0. Soienta € Z"\{0}, ¢ € p, et € Q. On note o = C€2.
Si W est de codimension > 2 en o et oo € W alors il existe un vecteur non
nul b € Z" tel que :

@b =1 et |b]le < ¢(n,e) max(hy/D, 1)1t D>,
ot ¢(n,e) >0 et ou l'on a noté :

D= deg(F; t hy= log || Fsl;.
max eg(F;) e 1= max og || F3ll1
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Démonstration. On définit 77 comme dans (4.1]) et on note V' la composante
Q2b-irréductible de W qui passe par a, qui est de codimension k& > 2. On
a alors a € V N ¢T1. On note dans la suite ¢y, ... des fonctions strictement
positives qui dépendront des variables indiqués.
Soit {by,---,b,_1} une base réduite de a' telle que ||byllz < ||ball2 <
- < ||bp=1ll2. Pour i € {1,--- ,n — 1}, le sous-groupe de Z" engendré
par les vecteurs by, --- ,b; est primitif. On note 7% le sous-tore de G?, de
codimension ¢ défini par :

TP ={xecG |xP=...=xP =1}
On pose aussi T = G%. On a donc la suite de sous-tores suivante :
n=T"'tcr"?c...cT'cT'°=G".

D’aprés [6], le degré de T est égal au maximum des valeurs absolues des dé-

terminants des mineurs ¢ X ¢ de la matrice formée par les vecteurs by, - - - , b;.

Comme {by,--- ,b,_1} est une base réduite, pour i =1,...,n—2on a :
) T 155l < deg(T") < catn H Il (4.2)
7j=1

ou || % ||2 désigne la norme Ls. Pour U sous-variété de G} on note aussi
dim, (U) la dimension de la réunion des composantes irréductibles de U pas-
sant par a. Pouri € {0,1,--- ,n—2}, on adimq (VN¢TH) < dim(¢TH!) =
n—i—1.Si dimg(V NETH) =n —i— 1 alors (T C V et ceci contredit
le fait que @ € V°. Ainsi, pour i € {0,1,--- ,n—2}, on a:

dime (VN ET ) <n —i — 2. (4.3)

En particulier pour i = n — 2, on a dimg(V N¢T" 1) =0=n—4—2. On
peut donc définir m € {0,--- ,n — 2} comme le plus petit entier vérifiant :

dime(V N ¢T™ M) =n —m — 2.

Par minimalité de m, on a dimg(V N ¢TY) <n —i—2pouri € {1,---,m}
et cela est aussi vrai pour ¢ = 0 car dim(V) < n — 2. En particulier,

dime(V N ¢T™M) = dimg (VN CT™) =n —m — 2. (4.4)

Soit Y une composante Q-irréductible de V N¢T™ ! de dimension n—2—m
et contenant . D’aprés 'égalité , Y est également une composante
irréductible de VN ¢T™. On note Q*(Y) le corps de définition de Y sur QP
et [Q*(Y) : Q*] son degré sur Q*P. Pour tout o € Gal(Q/Q?) on a :

o(Y)Co(VNCT™ CVNET™

12



car V et T™ sont définis sur Q et ¢ € Q. On obtient alors :

v= |J oeo)cvnerm (4.5)
oeGal(Q/Q2P)

D’aprés et la Proposition ona:
deg(Y) = [Q*P(Y) : Q*P] deg(Y) < D* deg(T™)
hp, (Y) = [Q* (V) : Q*"]hp, (V) < (nh1/D + c3(n))D* deg(T™).  (4.7)

On va minorer °*°(Y") en utilisant le théoréme et ensuite appliquer
les inégalités de Zhang pour majorer 1°°(Y") en fonction de hp, (V).

Soit T' C G7, la plus petite sous-variété de torsion contenant Y. On a
alors Y C T C ¢T™"!. De plus, dim(Y) = n — m — 2 par choix de Y et
dim(¢T™*!) = n — m — 1 par définition de T™*!. Par ailleurs, Y n’est pas
de torsion car e € Y et a € V°. On en déduit que 7 = ¢T™

Par définition, Iindice d’obstruction de Y par rapport a ¢T™F! sur Q2P
est :

deg(Z) 1/ codim pm1 (Z2)
)

m—+1\ .
WQab (Y, CT ) = mZIH <W

ol Z parcourt les sous-variétés strictes de ¢!, définies sur Q2P et conte-
nant Y. La variété Y définie dans est une sous-variété de ¢ +! définie
sur Q* et de dimension = n —m — 2. Comme dim(¢T™*) =n —m — 1,
inclusion Y C ¢T™F1 est stricte. On a donc :

deg(Y)
(Y, Ty < —2 /|
w@ b( ’C ) — deg(Terl)

On pose :

;L £
1+ (n—-2)(1+e)

€ (4.8)

Soit € €]0, 1] comme dans I’énoncé. D’apres le théoréme il existe une
constante ¢4 (n, €) strictement positive telle que :

m+1
C4 (na 8) >y (7’L, 5) deg(Tj ) )
deg(Y)H'E'

~€ss Y >
pey) 2 wae (V, CTH) 1 deg (Tm+1)e =

En utilisant les inégalités de Zhang ([2.7]), on majore le minimum essentiel de
Y en fonction de la hauteur normalisée :

m+1 7
deg(Y)1+e deg(Y)

cq(n,e)

13



A Tl'aide de la relation , on majore h(Y) en fonction de h(Y) :
deg(T™1) _ e, (1)
deg(V)1+e" ~ deg(Y)
On majore hp, (Y) a l'aide de l'inégalité (4.7) :
deg(Tm+1) - (nh1/D + c3(n)) Dk

deg(Y)1+e" ~ [QaP(Y) : Q*P] deg(Y)

En simplifiant par deg(Y) = [Q?P(Y) : Q?P] deg(Y'), on a :

cq(n,e)

7
t3 (dimY + 1) log(n + 1).

ca(n, €) deg(T™) + g(n —2)log(n+1)

ca(n,e) deg(T™ ) < (nhy/D+c3(n))DF deg(Y)F deg(T™)+ ;(n—2)10g(n+1).

On majore ensuite deg(Y) par I'inégalité (4.6) :
deg(T™) < ¢5(n,e)(h1/D + 1)D(1+5,)Dk deg(T™)' ¢,
Par 'inégalité (4.2) on a :

m+1
deg(T),) < ca(n H Ibll2 et deg(T™) > ¢i(n H Ibil|2-

En simplifiant par [}~ ||b;||2 et en majorant ensuite [[;~, [|b;||2 par |[bp+1]/5"
on obtient donc :

Bt ]|5~™ < co(n,e)(h1/D + 1) DFIF).

Comme m < n — 2 et par définition (4.8) de ¢’ on a

1
1—me' >1—(n—2) = n .
me 2z l=(n=2)¢ = —5a5e 0

Donc :
l|bm+1\|2 "2 < cg(n,€) (b /D + 1) DI,

Toujours par définition de ¢/, on a :

1 n—2 14¢
S S <1 S L )
—m—2e Tpoitstte T T tES

Donc

A 1/(1—(n—2)¢")
Ioslla < er(n, ) (/D + 1)DHI)

k(1+5 )

cr(n,e)(h1/D +1)1- DT DI-(n-2)
< c7(n,e)(h1/D + 1)1+5D2",

Enfin, puisque ¢£2 € ¢Ty C ¢T™F! on a €2 € T™H! et donc £@bmi1) =
On choisit donc b = by,11. O
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Démonstration du théoréme Soit ¢ € (0,1). Si & € V? alors,
d’aprés la proposition il existe ¢(n,e) > 0, et un vecteur b € Z" ortho-
gonal & a tels que :

blloc < ¢(n,e)(h1/D + 1)1+ D?".

ce qui donne une majoration plus précis de celle annoncé.

Supposons donc a« € V¢ On note dans la suite c¢1,... des fonctions
strictement positives qui dépendront des variables indiqués. Par hypothése,
il existe un sous-tore T' de G}, de dimension non nulle tel que a7 C V. On
choisit un tel T" de maximale et on note r sa codimension. On va construire

un automorphisme ¢ de G}, tel que ¢(T) ={y € G}, |1 =--- =y = 1}.
D’apreés le lemme [3.2} il existe n vecteurs py,- -, ,, formant une base
de Z" tels que T est défini par x*1 — 1 =---=xHr —1=0cet
- < F;) <nD. 4.
1ax pilleo < nlrgggsdeg( j)<n (4.9)
On note M la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs pq, - - - , iy,

Par construction, M € GL,,(Z). On considére 'automorphisme ¢ de G}, dé-
fini par :

p: G — G,
x i xM = (xh1, ... xHn),
On a alors, toujours par construction,
p(T)={yeGuly ==y =1}.

Maintenant, on effectue le changement de variable x = ¢~ (y) = y™ -

et on écrit pour i € {1,--- ,s}:

t

_ (e 0;n
Fi(e™' (¥) =Y Figyn o9y 30™ o (4.10)
=1

pour certains F; ; € Z[yfcl, -+ yFY, pour certains 0,41, - ,0j, € Z et
t € N. On renomme les polynémes F; ; par :

{FiJ | 1€ {17"‘ ,8},j € {17'” ’t}} :{Gla"' 7Gs’}‘
On consideére la sous-variété W de GJ, définie par :

W:{(y17 7y7’) EG:H|G](y17 7y7“):01 Vje{lv 78/}}'

On vérifie que :
W={(, - yr) € G [ V(yr+1,- s un) €G "y (1, ,ym) € (V)1

15



On note ensuite B I'image de a par p i.e. B = p(a) = (CH1E2H1 ... (Hng2Hn)
et on pose B = (CH1£a3k1 ... (HrEaHr) On a alors :

{B'} x Gy " = Bp(T) = p(aT) C (V).

Donc B € W.

Supposons qu’il existe un sous-tore 7" C G/, de dimension non nulle tel
que 3T CW.Onaalors B(T"xG%") CW xG% " C (V). Cela implique
que « est contenu dans un translaté de sous-tore de dimension > n —r + 1
contenu dans V' et contredit le fait que T C V est maximal dans V. Donc
B € We. Par ailleurs W x G" C (V). D'ou :

dimg (W) +n —r = dimg(W x G, ") < dimg(p(V)) = dima (V) <n —2.

Cela implique que W C G”, est de codimension k¥’ > 2 en 3.

On remarque également que si ap; = 0 alors on a la conclusion de la
proposition avec b = p; car ||p]|co < nD d’aprés ([(£.9). On suppose doré-
navant que ap; # 0. Ainsi le vecteur (apq,--- ,ap,) est non nul. Puisque
B = (¢H1&aH .. [ (HrE2Br) et € n'est pas une racine de l'unité, d’aprés la
Proposition il existe une constante c;(n,¢), qui ne dépend que de € et
n, et un vecteur non nul n € Z" orthogonal & (ap;,--- ,au,) tels que :

Inll2 < c1(n, ) max(hy/D'", 1) D/ 201 (4.11)
ou

D' = 12852' deg(G;) et hj= lréliag;, log ||Gil|1-
On consideére ensuite le vecteur b défini par b = np; + - - - + 1y p,.. Puisque
(m,---,nr) est non nul et py,-- -, p, sont linéairement indépendants, b est
aussi non nul. Comme (71, --- ,7n,) € Z" est orthogonal & (ap,--- ,ap,), on
a ab = 0. On va déterminer une majoration de la norme de b en fonction de
D et h.

Les exposants des monomes de G; sont donnés par les vecteurs M ~ly
ou v parcourt Supp(F;). D’aprés U'inégalité de Hadamard, la valeur absolue
des coefficients de M ! est majorée par :

(n — 1)(77'_1)/2 max ||l’l'z||go_1 < n3(n_1)/2Dn_1.
1<i<n

Par suite, on a :

D’ < n(3n71)/2Dn.
Par ailleurs :

hi < max [|F|l1 = ha.
1<i<s
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En remplagant D’ et h| par ces majorations dans (4.11)) (on remarquera
que le membre de droite dans (4.11)) est une fonction croissante de D) on
obtient :

Inll2 < ca2(n,e) max(hy/D", 1)1+ED2n(n—1).

Par définition de b et par (4.9),

Ibllz < [[mll2 - llellz < n*2D]n]l2.

Donc, en majorant 2n(n — 1) + 1 par 2n?,

Ibll2 < es(n, €) max(hy /D", 1) D>,
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