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Résumé :

La méthode du maximum de vraisemblance est bien
connue et constitue I’'un des piliers de I'inférence sta-
tistique. Elle suppose des données précises. Mais quand
les données sont imprécises ou incompletes, il n’est pas
trivial de définir une fonction de vraisemblance. Cela
dépend du probleme qu’on veut traiter. Cette article
discute plusieurs définitions possibles et les difficultés
qu’elles peuvent engendrer.

Mots-clés :

Maximum de vraisemblance, données imprécises,
fonctions de croyance
Abstract:

Maximum likelihood is a standard approach to com-
puting a probability distribution that best fits a given da-
taset. However, when datasets are incomplete or contain
imprecise data, depending on the purpose, a major issue
is to properly define the likelihood function to be maxi-
mized. This paper compares several proposals in terms of
their intuitive appeal, showing their anomalous behavior
on examples.

Keywords:

Likelihood maximization, incomplete data, belief
functions

1 Introduction

Edwards ([6], p. 9) rappelle qu’une fonction de
vraisemblance est proportionnelle a la probabi-
lité d’obtention des données observées, calculée
selon un modele probabiliste. ’axiome fon-
damental stipule que la probabilité d’observer
I’un parmi deux résultats de tests statistiques est
la somme des probabilités d’obtention de cha-
cun de ces résultats. En particulier, le résultat
d’une observation au sens d’Edwards est en-
tendu comme un événement élémentaire (une
réalisation), et non un événement au sens large.
Seuls les événements élémentaires peuvent étre
observés. Par exemple, si on lance un dé, le
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résultat obtenu sera par exemple 1, 3 ou 5,
et non “impair”’. Si on accepte ce point de
vue, comment définir la fonction de vraisem-
blance quand les données sont imprécisément
observées, ou incompletes ? Pour répondre a
cette question, il faut d’abord comprendre ce
qu’est le résultat d’une épreuve statistique dans
ce contexte. En particulier, si on s’intéresse a
modéliser un certain phénomene aléatoire, les
observations qu’on obtient alors ne nous in-
forment pas directement sur la variable aléatoire
représentant ce phénomene. A cause de 1’in-
terférence avec un processus d’observation im-
parfait, les observations seront ensemblistes.
Pour tirer le meilleur parti des observations
imprécises, il faut clarifier ce qu’on souhaite
modéliser :

1. le phénomene aléatoire au travers du
processus d’observation ;

2. ou le phénomene aléatoire malgré le
processus d’observation imparfait.

Dans le premier cas, les observations
imprécises sont considérees comme résultats
d’épreuves statistiques, et on va construire alors
la fonction de vraisemblance d’un ensemble
aléatoire, dont les réalisations contiennent les
réalisations précises mais mal connues de la
variable aléatoire sous-jacente que nous vou-
drions modéliser. En fait, la plupart des auteurs
envisagent 1’autre point de vue, et considerent
que les vrais résultats sont les réalisations de
cette variable aléatoire. Mais alors, on peut
définir autant de fonctions de vraisemblance



qu’il y a de résultats précis conformes aux
observations imprécises. Plusieurs approches
pour contourner ce probleme on été proposées
dans la littérature. La plus répandue utilise
I’algorithme EM, qui revient a construire un
échantillon fictif, conforme aux observations
imprécises, de la variable aléatoire mal ob-
servée, et a maximiser la vraisemblance par
rapport a cet échantillon fictif. Dans cet article,
on analyse cette approche en la replacant
dans le contexte de 1’approche épistémique
du raisonnement statistique décrite dans [1]
et en la comparant avec d’autres propositions
plus récentes de Denoeux [5], Hiillermeier [8],
and Guillaume [7]. On ne considere pas ici le
probleme de I'imprécision due a un nombre
trop faible d’observations précises (voir par
exemple Serrurier and Prade [10]).

2 La variable aléatoire et sa mesure

Soit un ensemble d’éventualités (2 et une va-
riable aléatoire X : (2 — X qui représente
un certain phénomene répétable. Par simplicité,
supposons que X = {ay,...,a,} est fini. De
plus, il y a un outil de mesure, qui suit une
loi associée a une autre variable aléatoire Y
a valeurs dans ) qui fournit des informations
imprécises sur les réalisations de X. A savoir,
chaque réalisation Y (w) correspond a 1’infor-
mation ['(w) € p(X),oul : Q — p(X),
est une fonction multivoque qui représente la
mesure (imprécise) de X. Donc, on suppose
que X est une sélection de I', soit X(w) €
MNw), Vw € Q[3].Si Im(T) = {Ay,..., A}
est I’ensemble image de I' (la collection des
résultats de la mesure) et ) = {by,...,0b.}, il
y a une bijection entre /m(I") et ) telle que :

Y(w)=0bssil'(w)=A4,, j=1,...,r

C-a-d, on peut identifier b; au singleton {4;}
dans I’ensemble p(X') des parties de X'. On
peut envisager deux facons de représenter 1’in-
formation sur la distribution jointe du vecteur
aléatoire (X,Y).

Le point de vue de la génération de
Pimprécision. Dans ce cas, on insiste

sur les réalisations de X et le processus
d’“imprécisiation” qui fournit des observations
imparfaites de X, a I’aide de la matrice (M |p) :

— pjk. = P(Y = b;|X = a;) est la pro-
babilité d’observer A; si le vrai résultat
est ay, et

— pr. = P(X = ay) est la probabilité que
le vrai résultat est ay,.

Cette matrice determine la probabilité jointe qui
modélise le phénomene aléatoire sous-jacent et
lien entre ses réalisations et les observations
incompletes. Voici quelques exemples et leurs
matrices caractéristiques :

— Partition [4]. Supposons que Im(I") =
{Ay,..., A,} forme une partition de X
Donc, on peut facilement calculer les
probabilités P(Y = b;|X = a;) = 1
si a € A; et 0 sinon, pour tous j, k.

— Hypothese du sur-ensemble [9].
Im(T) coincide avec p(X) \ {0}. Pour
tout £ = 1,...,m il y a une constante
cr telle que P(Y = b;|X = ai) = o,
si A; > a, et O sinon. De plus
pour chaque & € {l,...,m} ily a
2m~1 gous-ensembles de X qui le
contiennent. Donc la constante vaut
1/2m 1 soit : P(Y = b;|X = ai) =

1/2m1 si A2 ay
0 sinon.
d’hypothese d’absence au hasard, ou le
processus d’imprécisiation est totale-
ment aléatoire. On la présente souvent
comme capturant 1’idée d’absence d’in-
formation sur le processus de mesure,
ce qui est contestable.
Le point de vue de la désambiguation On peut
aussi caractériser la probabilité jointe de (X, Y)
a l'aide de la distribution marginale de Y (la
masse de Mobius m(A;) = Py = b;) =
pj, J = 1,...,r d’une fonction de croyance)
qui décrit les observations imprécises [3] et la
probabilité chaque résultat X = ay, condition-
nelle a ’observation I'(w) = A;, pour tout
j = 1,...,r. La nouvelle matrice (M'|p’) a
pour coefficients :

C’est une sorte



probabilité que la vraie valeur de X est
ay, si on sait qu’elle est dans A; ;

— pj =PI =A4;) = P(Y =b;)estla
probabilité que le processus de mesure
fournit A;.

Cette matrice détermine aussi la probabilité
jointe de la variable aléatoire sous-jacente et le
lien entre ses réalisations et les observations in-
completes. A savoir, le vecteur (py,...,p. )"
caractérise le processus de mesure et la matrice
M'" = (Pr.|.j)k=1,.,m;j=1,..r représente la proba-
bilité conditionnelle de X sachant Y (observa-
tion). Voici un exemple :

— Probabilité conditionnelle uniforme
Sous cette hypothese, la probabilité
(marginale) Px induite par X est la
transformée pignistique [12] de la fonc-
tion de croyance associ€ée a la masse
de Mobius m. La distribution condition-

NS 1
nelle s’écrit : py, | ; = gyl ifa, € Ajet
0 sinon. Et la distribution marginale est :
_ 1
Pr. = 22 jin, 50, AP

3 Différentes fonctions de vraisem-
blance

Chaque matrice (M |p) ou (M’|p’) caractérise
la distribution jointe de (X,Y’). Pour chaque
paire (k,j) € {1,...,m} x {1,... 7}, soit py;
la probabilité jointe py; = P(X = ai, Y = b;).
Selon les notations utilisées ci-dessus, les mar-
ginales sur X’ et ) s’écrivent :
— D = Y py Dk; qui est la probabilité de
Y = b;, pourchaque j = 1,...,r, et
— pr. = P(X = a) = >0 pyj est la
probabilité de X = ay, pour tout k.
Supposons maintenant que cette distribution
jointe est paramétrique, avec un (vecteur de) pa-
rametre(s) 6 a valeurs dans un ensemble © (au
sens ol (M |p) et (M’|p’) sont des fonctions de
) qui la détermine completement. Clairement,
le nombre de composants of # est au plus égal
a la dimension des matrices, soit min{m(r +
1),r(m+1)}. Soit une suite de N copies iid de
Z = <X7Y)’ Z = ((Xb}/l)v Tt (XN;YN)>'

On note z = ((xhyl)? R (xNayN)) S (X X
V)N un échantillon du vecteur (X,Y). Donc,

y = (1, - .., yn) est I’échantillon observé (une
réalisation du vecteur Y = (Yi,...,Y},)), et
x = (w1,...,zn) représente un échantillon

artificiel arbitraire de X pour la variable X
latente non-observée, qui parcourt XV, Les
échantillons x soit choisis tels que le nombre
de répétitions n*/ de chaque paire (ax,b;) €
X x )Y = Z dans I’échantillon est en accord
avec les nombres n; d’observations A;. On
note XV (resp. ZY) I’ensemble des échantillons
x (resp. échantillons joints complets z) qui res-
pectent cette condition. On peut considérer trois
fonctions de log-vraisemblance différentes, se-
lon qu’on se réfere a

I’échantillon observé : LY(0) = logp(y;0)
N

= logT[;L; (v 0). En notant p’; = p(b;;6),

elle s’écrit aussi y°_, n ;logp’;. ot n; est le

nombre de répétitions of A; dans I’échantillon

de taille NV ;

I’échantillon caché : L*(0) = logp(x,0).
Elle sécrit aussi log [[X, p(xs;6) =
> N, logpg, ou ny, est le nombre d’oc-
currences de a; dans [I’échantillon fictif
x = (21,...,2y) € AV,

I’échantillon complet : L*(0) = logp(z,0)
= log[[Y,p(2;6). Elle sécrit aussi
D ket D e kg log P}, ol ny; est le nombre de
répétitions de la paire (ay, b;) dans I’échantillon
A AR

Dans la suite, on compare quelques stratégies de
maximisation de la vraisemblance, en présence
d’informations imprécises y = (y1,...,yn) €

NARE

1. L’estimation de maximum de vraisemblance
(EMV) standard : on calcule I’argument du
maximum de ¥ considéré comme une fonction
de domaine O, soit : § = arg maxgeo LY (0) =
arg maxgee [ [_; (p%)". Le résultat est une
distribution sur p(X) (masse de Mobius)
pourvu qu’il n’y ait pas de connaissance
supplémentaire reliant les distributions sur X et

sur Y. L’algorithme EM [4] est une technique



itérative EMV basée sur le recours a une va-
riable latente X, qui calcule un échantillon fictif
pour X afin d’atteindre un maximum local de
LY.

2. La stratégie maximax [8] : elle vise a
trouver (x*,0*) € XY x Q qui maximise
L?(f) ou L*(0), par exemple, dans le premier
cas : (x*,0%) = argmaxycxygeo L*(0), soit
arg maxyexy oco | [oey [ 11 (p1;)" . Le vec-
teur x* est un échantillon fictif.

3. La stratégie maximin [7] : trouver 0, €
© qui maximise L”(f) = mingexy L*(0) =
Millye vy Yy y o5y g log pl;. Ou alternati-
vement, on maximise L* (#) = minyeyy L*(0)
C’est une approche robuste qui présuppose
aussi un échantillon fictif x,.

4 Comparaison entre les fonctions
de vraisemblance

Sous certaines conditions sur les matrices M
and M’, certaines des fonctions de vraisem-
blance ci-dessus peuvent coincider. Nous don-
nons quelques exemples de résultats en ce sens.
Une premiere question concerne le parametre 6,
qui définit la fonction de vraisemblance de la
paire de variables (X,Y"), donc celles de X et
Y. Parfois, X, et Y dépendent de parametres
distincts 601, 0.

Définition 1. On dira que le paramétre 6 € ©
est séparable pour la matrice (M|p) s’il peut
étre “séparé” en deux composantes (peut-étre
multidimensionelles) 0, € O, 0, € Oy avec
O = O x O, de sorte que p?jw et p‘?. sont des
fonctions de 0, et 05, respectivement.

Proposition 1. Si 0 est séparable pour (M |p)
alors, étant donné un échantillon x € XN et
I’échantillon correspondant z € (X X y)N in-
duit par x and y, on a arg maxgee L*(0) C
arg maxgpeo L*(0).

Définition 2. On dira que le parametre 6 €
© est séparable par rapport a la matrice
(M'|p’)s’il peut étre “séparé” en deux compo-
santes (peut-étre multidimensionelles) 03 € O3,

0y € Oy telles que © = O, x O, de sorte que
Pi‘w et p?j sont des fonctions de 03 and 0, res-
pectivement.

Soit Z2¥ = {((xhyl)a SR (xN’yN)) S (X X
YN o x; € Gly),i = 1,...,N} la collec-
tion d’échantillons complets compatibles avec

I’échantillon observé y = (y1,...,yn), avec

Proposition 2. Si 0 est séparable pour
(M'|p'), alors U,ezy arg maxgee L%(0) C
arg maxgee LY (0).

Voyons les conséquences de I’hypothese de dis-
tribution conditionelle uniforme.

Proposition 3. Siy € YV est I’échantillon ob-
servé et H;:.l Hk:nkﬁo pZ"l’] a une }zaleur ¢ qui
ne dépend ni du choix de z € ZY, ni de 0, alors,
pour tout z € Z¥ on a p(z;0) = cp(y; ).

Corollaire 1. metre Sous [’hypothese de distri-
bution conditionelle uniforme, pour tout z €
2Y, p(z;0) = cp(y;0), ot ¢ ne dépend ni du
choix de z € ZY ni de 0.

Considérons les hypotheses relatives au proces-
sus d’imprécisiation :

Proposition 4. Siy € YV est I’échantillon ob-
servé et [ [, Hj:nkﬁéo'p?f,i. a une valeu{’ ¢ qui
ne dépend pas du choix de z € ZY, ni de 0,
alors, pour tout x € XV et I’échantillon corres-
pondant z € ZY on a p(z;0) = cp(x;0).

Corollaire 2. Si ['une des conditions suivantes
et satisfaite :
— {A4,..., A.} forme une partition of X
— [’hypothese du sur-ensemble tient
alors [Tz ITjin, 20 pZT}C est une constante c,
avec ¢ = 1 dans le premier cas.

5 Comparaison entre méthodes

d’estimation

Comparons les mérites et limitations de plu-
sieurs stratégies. Ici on ne donne que quelques
pistes a I’aide d’exemples.



Approches de type EM. Soit P*" l'en-
semble des mesures de probabilité P sur I’es-
pace mesurable (X7, p(X")). L algorithme
EM [4] cherche a maximiser la fonction F' :
P x @ — R: FP,0 = LY0) —
D(P,P(-ly;0)), VP € P*¥, 9 € O, ou
p(x|y;0) = %, pourvu que p(y;d) > 0.
De plus, D(P,P’) est la divergence de Kull-
back-Leiblerde P'aP, > ..~ p(x) log[l‘)’,((’;))],
ou p est la masse associée a P. Il est alors clair

que LY(0) > F(P,0) et que si P = P(:|y;0),
alors F'(P,0) = LY(0). Etant donnée la va-
leur 9™~ obtenue a la n — leéme étape M,
I’étape E calcule P(-|y;0™ ) (en fait, elle
détermine un échantillon fictif z € ZY), et
la neme étape M trouve une valeur de 6 qui
maximise F(P(-|y; 0™1), 9), soit LY (6) basée
sur I’échantillon fictif z. Donc I’algorithme EM
trouve itérativement un modele probabiliste pa-
ramétrique P? et une distribution de probabi-
lité¢ P(-|y; 0) sur X, en accord avec les données
y, de facon a ce que la divergence de P? a
P(-ly;0) soit minimale [2]. P’ est une EMV
pour I’échantillon fictif z € ZY en accord avec
P(:|y; ), qui fournit la meilleure imputation de
X en ce sens.

Exemple 1 ([4]). Un échantillon de 197 ani-
maux est réparti en 4 catégories, soient les
données :

ni, = 125,72,.2 = 18,71.3 == 20, e 34.

La premiere catégorie est un mélange de 2 sous-
catégories, sans qu’on sache le nombre d’in-
dividus dans chacune d’elles. Par ailleurs, un
modeéle génétique de la population impose les
restrictions suivantes sur la distribution entre
les 5 catégories : p11 = 0.5, p1a = pa, P2 =
p3. Avec un parametre m : p;p = 0.25m =
py et pp = 025(1 — m) = ps, la vrai-
semblance associée a un échantillon x com-
patible avec I’échantillon observé y est de la
forme : L*(0) = log[0.5™1(0.257)"2(0.25(1 —
7))18(0.25(1 — 7))2°(0.25m)34], ot nyy + nye =
125. Partons de 7% = 1/2, comme Dempster et
al.[4]. A la premere itération, I’ étape E trouve :

0 _ 125 05 100
P = 1970510125 197

© 125 0125 25
2197054 0.125 197

B = o Y = =

197 197 197

Cette distribution empirique est en accord avec
I’échantillon observé. Elle partage n, en ny, =
100 et nis = 25). Puis, I’étape M trouve
I’EMV de 1 pour un échantillon fictif x induit
par cette distribution empirique. Cet EMV vaut
71 = 0.608247423. Ce n’est pas un EMV pour
I’échantillon observé. En fait, cet EMV pour
I’échantillon observé est unique et vaut ™ =
0.6268214980. Il peut étre atteint en itérant la
procédure.

p

Dans cet exemple, le parametre § = 7 relatif
a Y détermine la distribution de X, et donc le
maximum de LY donne une distribution unique
pour X. Mais il y a des situations ou le résultat
de I’algorithm EM est loin d’étre unique [2] :

Exemple 2. Supposons qu’on lance un dé et
X décrit le résultat obtenu. La distribution de
probabilité de X est un vecteur (p1,...,ps) €
[0,1]°, avec Zle p; = 1. Supposons qu’apres
chaque lancer, on nous dit soit que le résultat
est plus petit ou égal a 3 (Ay) ou plus grand
ou égal a 3 (Ay). Pour chaque lancer ou le
résultat (X)) est 3, l'informateur doit décider
entre Ay or Ay. Supposons que la probabilité
conditionnelle P(y, = A,|X, = 3) soit une
constante o« € [0,1] pour tout lancer, n =
1,...,N. On lance le dé N = 1000 fois et
on nous dit n; = 300 fois que le résultat
était plus petit ou égal a 3. Soit 0 le vecteur
(p1, P2, P3, P4, P5; ). La fonction de vraisem-
blance basée sur I’échantillon observé y peut
s'écrire : p(y; 0) = (p1+p2+aps)®C-[1—(p+
P2 + ap3)]™. Cette fonction a son maximum
pour tout vecteur 6 satisfaisant la contrainte
p1 + p2 + aps = 0.3. Si on emploie l’algo-
rithme EM, on obtient un vecteur 0 satisfaisant
la contrainte ci-dessus des la premiére itération
apres I’étape M. On obtiendrait un vecteur ")
qui dépend du choix initial de 6. Si on com-
1111 1.1

mence avec 90 = (11 11 1.1y on ob-

tient 6V = (0.12,0.12,0.16,0.2,0.2; 2). C’est



aussi ’EMV de 0 basé sur un échantillon (fic-
tif) de 1000 lancers du dé ou la répartition
des résultats est 120, 120, 160, 200, 200, 200.
Mais ce n’est pas la seule EMV basée sur
[’échantillon observé.

Les stratégies maximax/maximin [’estima-
tion parametrique basée sur les stratégies maxi-
max or maximin ne coincide pas en général
avec ’EMV. De plus elles peuvent donner des
imputations de X discutables.

Exemple 3. Supposons qu’on lance une piéece
de monnaie N = 10 fois, et que Pierre an-
nonce 4 faces, 2 piles ne dit rien le reste du
temps, sur les 4 autres lancers. Le parameétre
0 est de la forme (p,, 3), o p = P(X = h),
a =PI ={ht}y|]X = h)ep =PI =
{h,t}|X = t). Il détermine la distribution de
probabilité jointe sur (X,Y) : P(h,{h}) =
(1 —a)p; P(h, {h,t}) = ap; P(t,{t}) = (1 -
B)p; P(t,{h,t}) = Bp; et 0 sinon. LEMV de
0 n’est pas unique. Elle est atteinte par tous les
vecteurs 0 = (p, o, 8) € [0, 1] qui satisfont les
contraintes : (1—a)p =04et (1—-5)(1—p) =
0.2, correspondant aux probabilités marginales
P(I" = {h}) and P(I' = {t}) respectivement.
En revanche, la stratégie maximax cherche une
paire (0*;x*) = (p*,a*, f*;x*) qui maximise
L#(0). On peut voir que le tuple qui maximise
L#(0) est unique. Il correspond au vecteur de
paramétres 0* = (p*,a*,3*) = (0.8,0.5,0)
et a l’échantillon ou tous les résultats in-
connus sont “face”. Autrement dit,la stratégie
maximax suppose que tous les résultats man-
quants sont les mémes que les résultats les plus
fréquemment observés (“face”). Dans ce cas, la
probabilité de face est estimée par la fréquence
correspondante (0.8). Selon cette stratégie, et
sans avoir la moindre information sur le com-
portement de Pierre, on prédit que le résultat
est en fait “face” chaque fois qu’il refuse de
I’annoncer.

Exemple 4. Considérons a nouveau I’example
1. En notant p1o = 0.25m = py and py =
0.25(1 — m) = ps, la matrice (M'|p’) est de

la forme
0-5365.257r 0.50%205;57r 00 0]0.5+0.257
0 0 1 0 0[025(1—m)
0 0 0 1 0]0.25(1—m)
0 0 001 0.257

et ne dépend que d’un seul parametre. La
famille { A1, A1, A, A3, Ay} forme une par-
tition de X (les 5 catégories d’animaux).
Donc, selon le Corollaire 2, L*(0) et L*(6)
coincident pour tout 0. Donc, les stratégies
basées sur leurs maximisations respectives
donnent les mémes paires optimales. Voyons la
stratégie maximax. Elle donne (x*,0%), avec
0 = 0.4722222. I’échantillon optimal cor-
respondant X* est le seul qui soit induit par
la distribution empirique (%, 0, %, %, %47).
Donc, selon ce critére, les 125 résultats ob-
servés du groupe 1 sont dans le premier sous-
groupe, encore un choix discutable. La stratégie
maximin mene au choix opposé, soit X, =
(O,%, %, %7%) car 0.257 < 0.5. Le pa-
rametre maximin optimal T, est 159/197 =
0.8071. Notons que ce parametre n’est pas
séparable pour M'. Il s’avere qu’aucune des
valeurs ©™ = 0.4722222, ., = 0.8071 ne
coincide avec I’EMV de 7 relatif a LY (0),soit
7 = 0.6268214980.

Exemple 5. Considérons le cas de la piece
dans ’exemple 3, et supposons de plus qu’on
sache que : « = 1 —a = 05andf = 1 —
B = 0.5. Autrement dit, indépendamment du
résultat (pile ou face) Pierre refuse de le donner
avec une probabilité 0.5 (le comportement de
Pierre ne dépend pas de ce résultat). C’est I’hy-
pothese du sur-ensemble [8] déja mentionnée.
Avec cette contrainte supplémentaire, ’EMYV de
0 = (p,0.5,0.5) est atteint pour p = 4/6 =
2/3. Cette EMV fournit la méme estimation que
si ’on avait lancé la piece six fois, car, comme
conséquence de [’hypothese du sur-ensemble
ici, les quatre autres lancers ne jouent au-
cun role dans nos statistiques. En conséquence,
la probabilité conditionnelle P(X = h|l' =
{h,t}) est supposée coincider avec P(X =
RT # {h,t}) et avec P(X = h) = p.



Cette probabilité est estimée a partir des six
résultats observés, dont 4 sont “face” et le reste
est “pile”. En revanche, la stratégie maximax
sans [’hypothese du sur-ensemble nous amene a
prendre en compte les lancers non observés en
les supposant conformes aux résultats observés
les plus fréquents, soit 'imputation de X cor-
respondant a un jeu de données comportant 8
fois face et deux 2 fois pile.

L’approche maximin considere toutes les fonc-
tions de log-vraisemblance L}(p) = (4 +
k)logp + (6 — k) log(l — p) avec 0 < k < 4.
Pour chaque valeur de p on doit trouver le
jeu de données complet qui minimise L*(p).

Comme L¥(p) est de la forme klog =~ + a,

1—

il est facile de voir que sip < 1/2, le(miprzimum
L~ (p) est atteint pour k = 4, et sip > 1/2,
il est atteint pour k = 0. Donc, c’est 8logp +
2log(1—p) sip < 1/2 et 4log p+6log(1—p) si-
non. On voit que L~ (p) est croissant sip < 1/2
et décroissant si p > 1/2. Son maximum est at-
teint pour p = 1/2. Donc I’approche maximin
est prudente au sens ou on suppose que le lan-
cer de piece maximise l’entropie. On trouve une
distribution uniforme (5 fois pile et 5 fois face),
en accord avec les observations.

6 L’approche EM evidentielle

T. Denoeux décrit ce qu’il appelle I’algorithme
EM Evidentiel (EEM) dans [5] quand le jeu de
données est a la fois imprécis et incertain, et
défini par une fonction de masse sur p(X?").
Dans le cas général, I'information disponible
(incompleéte) sur I’échantillon x € XV est
représenté par une fonction de masse p, qu’on
peut voir comme une distribution de probabi-
lité sur V. On considére le cas particulier ou p
posséde un seul element focal B € XV (corres-
pondant a un échantillon y z). L’ approche EEM
propose une expression de la fonction de vrai-
semblance sur X', basée sur ce jeu de données
B imprécis (équation 16 dans [5]) :

Mys;0) = P(x € B;6) = Y p(x;0).

xeB

En particulier, si on suppose que B est un
produit cartésien de N ensembles de la fa-
mille {A;,...,A,}, ol n; est le nombre de
répétitions de A; dans ypz, A\(yp; ) peut alter-
nativement s’écrire comme suit, en supposant
I’indépendence entre les observations :

.
Mys:0) = [ P(X € Aj;0)".
j=1
Quand les données sont incertaines et
modélisées par la fonction de masse pu,
cette fonction de vraisemblance généralisée est
de la forme [5] :

Z w(B)A(yp;0) = Z p(x;0)pl(x).

BCxN xeXxN

ou pl(x) > xep M(B) est la fonction de
contour induite par  sur X'V [11]. L’ algorithme
EM Evidentiel est une variante de 1I’algorithme
EM classique qui choisit une valeur de 6 maxi-
misant la fonction de vraisemblance généralisée

Ays;0).

Cependant la procédure EEM ne coincide pas
toujours avec une EMV au sens de LY. En effet
— Le critere EEM n’effectue pas une EMV
relativement a I’espace )/, car le résultat
est une distribution sur X
— Ce critere n’est pas toujours dans I’es-
prit d’une fonction de vraisemblance
sauf si le jeu de données imprécises
forme une partition de X. En fait,
P(X € A,) ne coincide pas toujours
avec P(Y = b;).
Comme signalé plus haut si X’ est I’ensemble
des résultats attendus, I’ensemble A; apparais-
sant dans yp n’est pas une réalisation de Y,
c’est un événement pour X. Donc P(X €
A;;0) n’est pas une fonction vraisemblance
relative a X en accord avec la vision tradi-
tionnelle exposée par Edwards [6]. Si on veut
considérer A; comme une réalisation, on doit
le voir comme un singleton sur I’ensemble des
parties p(X'). Notons que méme si A; N A; # 0,
ona{A;}N{A;} = 0 (les réalisations distinctes
sont toujours mutuellement exclusives).

On peut donc distinguer les cas suivants :



— Le cas ou Im(I") forme une partition
de X. Alors, P(X € Aj) = P(Y =
A;) = pj, Yj = 1,...,r et donc
[[j_, P(X € Aj;0)" coincide avec la
fonction de vraisemblance p(yg;0).

— Le cas ou les ensembles A;,..., A,
se chevauchent. Alors, p(yp;0) et
A(yp; 0) peuvent ne pas coincider.

Exemple 6. Dans [’exemple 2, supposons
qu’on nous annonce n fois que le résultat est
plus petit ou égal a 3, et no = N — ny fois qu’il
est plus grand ou égal a 3. Le critere EEM est
ANyp;0) = (p1+p2+p3)" - (p3+pa+ps+ps)™
avec Y . p; = L. on voit facilement que ce
critere atteint son maximum (\(yg;0) = 1)
pour le vecteur 0 tel que p3; = 1. Mais une
telle estimation de 0 ne semble pas crédible. La
fonction de vraisemblance standard sur ) est
de la forme p(yp;0) = 7" - (1 — 7)™ avec
T = p1 + p2 + aps (voir I’example 2).

Il y a donc des situations ou la méthode EEM
risque de donner des résultats contre-intuitifs.

7 Conclusion

Ce travail suggere qu’il n’est pas trivial
d’étendre ’EMV aux données incompletes
malgré I’existence de plusieurs propositions. En
particulier, il est tres discutable de reconstruire
la distribution des variables non-observées
quand les parametres qui la définissent ne sont
pas étroitement contraints par les parametres
des distributions qui gouvernent les variables
observées. Le célebre article sur EM [4] ne
traite que les observations imprécises formant
une partition de 1’espace non-observé et pro-
pose un exemple didactique ou un seul pa-
rametre détermine la distribution jointe de X et
Y. Il n’est pas facile d’adapter la procédure EM
aux données incompletes qui se chevauchent.
En général, soit on applique une EMV stan-
dard sur ) aux observations imprécises vues
comme des réalisations (on obtient une masse
de Mobius sur X), soit on ajoute une hypothese
qui revient a sélectionner une mesure de proba-
bilité unique dans 1’ensemble convexe (crédal)
induit par cette fonction de masse. Chaque ap-

proche de ’EMV avec données imprécises pro-
pose son hypothese. Comme le montrent les
exemples, il est facile de trouver des cas ou ces
méthodes fournissent des solutions discutables :
celle de I’algorithme EM [4] peut dépendre
de la valeur initiale du parametre, 1’approche
EEM [5] optimise un critere qui n’est pas
toujours une fonction de vraisemblance, 1’ap-
proche maximax [8] peut choisir une distribu-
tion trés déséquilibrée pour la variable latente,
tandis que 1’approche maximin robuste [7] favo-
rise des distributions peu informatives. D’ autres
efforts sont nécessaires pour caractériser des
classes of problemes ot une méthode d’esti-
mation se justifie alors que les autres méthodes
échouent.
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