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Résumé — La séparation de sources, apparue dans les
années 80, a été largement étudiée en France, avec des
contributions remarquables de plusieurs pionniers, le
soutien du GdR ISIS et des ses directeurs. Ce sujet a
ensuite rapidement essaimé dans le monde entier. Cet
article retrace quelques étapes de cette histoire.

Abstract — Source separation, which appeared in the
80’s, has been widely investigated in France, with outs-
tanding contributions of a few pioneers, support of
GdR ISIS and its directors. The subject then spread ra-
pidly around the world. This paper traces a few steps
of this story.

1 Un problème inspiré de la biologie

Tout a commencé à Grenoble dans le laboratoire de Traitement
d’Images et de Reconnaissance de Formes (LTIRF) où Jeanny
Hérault avait initié des travaux de recherche sur la modélisation
du neurone et des réseaux de neurones. L’ objectif était de mieux
comprendre les principes de fonctionnement du cerveau pour
traiter l’information. Mais, à la fin des années 70, il était difficile
de présenter ces travaux atypiques dans les conférences de trai-
tement du signal. Aussi, en 1982, Jeanny Hérault, Bernard Ans
et Christian Jutten, ont créé les journées interdisciplinaires “Neu-
rosciences et Sciences de l’Ingénieur”, pour rassembler les cher-
cheurs intéressés par la modélisation et la simulation du cerveau.
Ces premières journées ont réuni à Grenoble une soixantaine de
personnes venues de toute la France, et de toutes disciplines :
neurosciences, physique, mathématiques, informatique et traite-
ment du signal.

1.1 Décodage du mouvement humain

Durant ces journées, Ch. Jutten, J. Hérault et B. Ans ont dis-
cuté longuement avec Jean-Pierre Roll et Jean-Claude Gilhodes,
qui travaillaient sur le décodage du mouvement chez les verté-
brés, dans un laboratoire de neurosciences de Marseille. Lorsque
nous bougeons une articulation, des capteurs “fusoriaux”, loca-
lisés sur les tendons du muscle qui actionne l’articulation, me-
surent l’étirement et la vitesse d’étirement du muscle. Ces in-
formations, dites de proprioception, sont transmises au système
nerveux central par deux types de fibres nerveuses : les fibres
primaires et secondaires. Pour un mouvement d’une articulation
à différentes vitesses constantes, on mesure sur ces fibres les si-
gnaux illustrés à la figure 1.

La figure 1.A regroupe trois tracés : en bas, le mouvement de
l’articulation à vitesse constante entre deux positions (de 90 à 100
degrés) ; au milieu, le train d’impulsions (spikes) mesurés sur les
fibres primaires ; en haut, la fréquence instantanée des impulsions
(i.e., l’inverse de l’intervalle de temps entre deux impulsions suc-
cessives) appelée fréquencegramme. Les tracés des parties B et C
sont similaires, mais correspondent à des vitesses de mouvement
plus grandes.

La figure 1.E présente le fréquencegramme moyen mesuré en
réponse à des mouvements angulaires p(t) de 90 à 100 degré

d’une articulation avec la même vitesse v(t). La vitesse angu-
laire v(t) de ces mouvements est non nulle seulement lorsque la
position angulaire p(t) de l’articulation change (rampe) : elle est
alors constante et représentée en bleu. Sur ce fréquencegramme,
on voit que la position initiale (90 degrés) et la position finale
(100 degrés) de l’articulation sont codées avec des fréquences
instantanées différentes mais constantes, croissantes avec la po-
sition angulaire de l’articulation. Pendant le mouvement (rampe)
qui se fait à vitesse constante, la fréquence instantanée est aug-
mentée, proportionnellement à la vitesse du mouvement. Ainsi,
le fréquencegramme peut être approximé par le tracé en tirets
rouges qui est une somme pondérée de p(t) et de v(t). On ob-
tient des tracés similaires avec les fibres secondaires. Cependant,
les fibres secondaires (dynamiques) sont plus sensibles à la vi-
tesse de l’articulation que les fibres primaires. Comme nous le
verrons à la Section 1.3, cette propriété est essentielle !

FIGURE 1 – Mesures sur les fibres primaires. (A, B et C) Ré-
ponses pour un mouvement avec trois vitesses angulaires diffé-
rentes. (D) Fréquence instantanée en fonction de la vitesse an-
gulaire de l’articulation. (E) Superposition de plusieurs réponses
pour une même vitesse angulaire : le tracé en tirets rouges est une
approximation de la fréquence instantanée, par une somme pon-
dérée de l’étirement p(t) et de la vitesse d’étirement v(t). Repris
de Roll [147].
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1.2 Modélisation
En négligeant le pic initial (au début du mouvement), le tracé

en rouge sur la figure 1.E suggère que la fréquence instantanée
sur chaque type de fibres peut être modélisée par un mélange
pondéré de l’étirement, p(t), et de la vitesse d’étirement, v(t),
du muscle. La fréquence fI(t), des fibres primaires (statiques)
est plus sensible à l’étirement, alors que la fréquence, fII(t), des
fibres secondaires (dynamiques) est plus sensible à la vitesse
d’étirement. Ch. Jutten, J. Hérault et B. Ans ont alors proposé
le modèle linéaire très simple suivant :{

fI(t) = a11p(t) + a12v(t)
fII(t) = a21p(t) + a22v(t)

Dans cette équation, on mesure seulement les fréquences fI(t) et
fII(t), les autres quantités sont inconnues. L’étirement p(t) et la
vitesse d’étirement v(t), que l’on cherche à déterminer, sont évi-
demment des quantités inconnues : elles seront appelés sources
car elles sont à l’origine des mesures. Les coefficients aij modé-
lisent les sensibilités inconnues des fibres à l’étirement p(t), et à
la vitesse d’étirement v(t). Puisque les fibres primaires sont plus
sensibles à l’étirement qu’à la vitesse d’étirement, on a l’hypo-
thèse :

a11 > a21 et a22 > a12. (1)

En notant x(t) = [fI(t), fII(t)]
T, A la matrice 2 × 2 de coef-

ficients aij , et s(t) = [p(t), v(t)]T, l’équation (1) peut s’écrire
sous la forme compacte :

x(t) = As(t), (2)

où la matrice de mélange A et les sources s(t) sont inconnues.
Ici, même si on a la relation fonctionnelle v(t) = dp(t)/dt,
les quantités s1 et s2 ont été considérées comme indépendantes.
Cette hypothèse se justifie par le fait qu’une seule date t est prise
en compte à la fois, considérée comme une réalisation des va-
riables aléatoires p et v, qui ne sont donc pas traitées comme des
processus. Autrement dit, la connaissance de la position p à une
seule date t ne donne aucune information sur la vitesse v, et réci-
proquement.

Dans ces conditions, la question était la suivante : est-il pos-
sible d’estimer les signaux sources s(t) à partir de la seule me-
sure de x(t)? Et si oui, comment?

1.3 Première solution
De l’équation (1) on peut déduire que la matrice de mélange A

est inversible. Ainsi l’estimation des caractéristiques du mouve-
ment pourrait se faire en estimant une matrice (dite de séparation)
B, inverse de A, ce qui est justifié en l’absence de bruit [53] :

ŝ(t) = Bx(t). (3)

La première solution proposée par Ch. Jutten et J. Hérault en
1985 s’inspire de réseaux de neurones à inhibitions latérales ré-
currentes, et son schéma de principe est présenté à la figure 2,
dans le cas le plus simple de 2 mélanges de 2 sources. Dans
ce schéma, les connexions récurrentes sont représentées par des
flèches qui vont des sorties du réseau vers les entrées, avec les
poids −c12 et −c21, le signe moins indiquant l’inhibition.

FIGURE 2 – Réseau de neurones à inhibitions latérales récur-
rentes pour résoudre le problème de séparation de sources. Les
sorties, ŝ1(t) et ŝe(t), sont des estimations des sources ajustées
par adaptation des coefficients c12 et c21.

Les sorties du réseau sont les estimations des sources incon-
nues et s’écrivent :{

ŝ1(t) = x1(t)− c12ŝ2(t)
ŝ2(t) = x2(t)− c21ŝ1(t)

que l’on peut écrire également :{
ŝ1(t) = x1(t)−c12x2(t)

1−c12c21
ŝ2(t) = x2(t)−c21x1(t)

1−c12c21

L’idée est d’adapter les coefficients −c12 et −c21 de sorte
que les sorties (les sources estimées) deviennent statistiquement
mutuellement indépendantes. Si on impose aux sorties d’être
simplement mutuellement décorrélées, on peut utiliser la règle
d’adaptation suivante pour les coefficients 1 :

cij(t+ 1) = cij(t) + µŝi(t)ŝj(t), ∀i 6= j ∈ {1, 2}. (4)

Lorsque les sorties – supposées centrées – sont décorrélées,
l’espérance du terme ŝi(t)ŝj(t) s’annule et les coefficients ne va-
rient plus. Cette idée n’a pas été retenue car elle induit des va-
riations des coefficients −c12 et −c21 identiques, en raison de
la symétrie du produit. De plus, la décorrélation n’est pas suffi-
sante pour garantir l’indépendance statistique. Intuitivement, Ch.
Jutten et J. Hérault ont cherché à casser la symétrie de la règle
d’adaptation, en utilisant des fonctions non linéaires impaires dif-
férentes des sorties estimées :

cij(t+ 1) = cij(t) + µf(ŝi(t)) g(ŝj(t)), ∀i, j ∈ {1, 2}. (5)

Avec cette règle, on voit que les corrections apportées aux poids
−c12 et −c21 sont différentes, et intuitivement, on comprend que
les produits f(ŝi(t)) g(ŝj(t)) font intervenir des statistiques non
quadratiques, de façon à approcher l’indépendance. En dévelop-
pant les fonctions f(.) et g(.) en séries de Taylor, on comprend
le lien de (l’espérance de) ce terme avec des cumulants croisés
d’ordre supérieur à deux.

Cet algorithme intuitif était très simple. Il fonctionnait bien (en
général, malgré des cas pathologiques), avec une convergence
rapide vers la décorrélation et une convergence plus lente vers
la solution correspondant à l’indépendance, atteinte seulement

1. C’est une itération stochastique de type Robbins-Monro recherchant les
zéros d’une fonction [54].
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en moyenne. Il se généralise aussi facilement à un nombre de
sources quelconque.

Cependant, dans les années 80, la puissance des ordinateurs
était limitée (fréquence d’horloge de l’ordre de 10 MHz, mé-
moire vive de base de l’ordre de 256 kOctet), et l’exécution de
cet algorithme (même pour 2 sources et 2 capteurs) demandait
plusieurs dizaines de minutes jusqu’à la convergence. Aussi, en
1985, Ch. Jutten avait conçu une petite machine électronique
[98], à base de transistors à effet de champ et d’amplificateurs
opérationnels (Fig. 3), qui implantait l’algorithme de séparation
de sources pour 2 sources et 2 capteurs. Les sources étaient soit
des signaux provenant de générateurs de signaux, soit des si-
gnaux audio : on pouvait visualiser la convergence soit sur un
oscilloscope, soit écouter les signaux sonores mélangés et sépa-
rés sur un haut-parleur. La convergence prenait de l’ordre de la
seconde, et avait été ralentie pour faciliter sa visualisation. Plus
tard, en 1989, E. Vittoz et X. Arreguit de l’EPFL avaient conçu
un circuit intégré CMOS qui implantait cet algorithme de sépa-
ration de sources [177].

D’un point de vue théorique, cet algorithme était très différent
des approches classiques de minimisation d’un critère de coût
(fréquemment, une erreur quadratique) par des méthodes de gra-
dient, et Jutten et Hérault n’avaient pas de résultats théoriques
sur sa convergence. P. Comon a étudié en détail cet algorithme
[54]. Il a montré notamment que cet algorithme cherche les zé-
ros d’une fonction (et non le minimum d’une fonction de coût),
et qu’il correspond à un algorithme d’itération stochastique de
Robbins-Monro [145].

FIGURE 3 – Implantation électronique d’un algorithme de sépa-
ration de sources (2 sources et 2 capteurs). Cet appareil, réalisé
en 1985, utilise des transistors à effet de champ et des amplifica-
teurs opérationnels.

Ces résultats ont été présentées au GRETSI en 1985 [89], et à
Neural Networks for Computing (qui est ensuite devenu NIPS)
en 1986 [88], puis un peu plus tard dans le journal Signal Pro-
cessing [99, 54] avec les résultats théoriques de Comon sur la
convergence de l’algorithme. Mais, il restait beaucoup à com-
prendre !

2 Contexte scientifique des années 80
En 1982, quand on s’intéressait aux modèles mathématiques

du cerveau humain, on connaissait le modèle de McCullogh et
Pitts [118], le perceptron de Rosenblatt (1957) [148], le Neo-
cognitron de Fukushima (1980) [78]. Les travaux de Kohonen
[104] sur les cartes auto-organisatrices et les modèles de Hopfield
[91] venaient juste de paraître. La naissance du perceptron multi-
couches et de la rétropropagation du gradient [152] était à ve-
nir (1986). Dans la communauté réseaux de neurones artificiels,
nos travaux ont retenus l’attention de quelques chercheurs (par
exemple, Fort et Pagès en France, Bell et Sejnowski aux USA),
mais ont été occultés par ces autres avancées.

Dans la communauté traitement du signal, l’hypothèse de
gaussianité des signaux et du bruit était dominante de sorte que
les statistiques d’ordre deux (SOS pour Second Order Statistics)
étaient privilégiées et la décorrélation souvent même confondue
avec l’indépendance statistique. Par ailleurs, dans ce contexte de
SOS, des travaux avaient montré que le problème que nous abor-
dions n’était pas soluble [19][53, ch.1].

L’accueil au GRETSI 85 a donc été empreint de surprise voire
de scepticisme! Il faut dire que le titre du papier [89] était long
et peu explicite ! Les appelations Analyse en Composantes In-
dépendentes (ACI) et (en anglais) Independent Component Ana-
lysis (ICA), n’interviendront que plus tard, en 1987 [97], avant
d’être formalisées rigoureusement par P. Comon dans le colloque
HOS (High Order Statistics) de Chamrousse en 1991 [43], puis
dans Signal Processing en 1994 [46].

3 Quelques notes historiques

3.1 Quelques pionniers
À la suite du GRETSI 85, Laurent Kopp intrigué par le papier

[89], avait chargé Pierre Comon, récemment embauché à Thom-
son Sintra, de comprendre pourquoi et comment l’algorithme
marchait. En parallèle, J.-L. Lacoume encadrait deux thèses au
CEPHAG, d’abord celle de P. Ruiz qui a mis en évidence en
1988 l’apport des cumulants [151], puis celle de M. Gaeta qui
a proposé d’approximer la vraisemblance par un développement
de Gram-Charlier [79]. En 1987, Jean-François Cardoso, après
une visite à Grenoble, s’est aussi intéressé au problème. P. Co-
mon et J-F. Cardoso ont été des pionniers dans la compréhension
théorique de l’ICA et dans la proposition de nouvelles idées :
rôle des cumulants [40] [39], décomposition tensorielle [28, 46],
diagonalisation conjointe [30, 16], concept d’équivariance [29]...
Nous en donnons un aperçu dans la section 5. Par ailleurs, D.T.
Pham a souligné le rôle de la fonction score dans la vraisem-
blance dès 1996 [132] ; à certains égards, la vision de ce statis-
ticien a influencé les approches ultérieures empruntées par notre
communauté.

3.2 Soutien en France et en Europe
Au sein du Groupe de Recherche Coordonnées ”Systèmes

Adaptatifs en Robotique et Traitement du Signal et Automati-
que” (GRECO SARTA), créé en 1984 pour 4 ans, une réflexion
sur le traitement du signal et des images aboutit en 1988 à la

4



création du GdR TDSI (Traitement du signal et de l’image), di-
rigé par Claude Gueguen puis Odile Macchi, qui deviendra plus
tard le GdR ISIS.

De 1988 à 1993, le groupe de travail 9 (GT 9) ”Ordres Supé-
rieurs”, est très animé autour de la non-gaussianité, des statis-
tiques d’ordre supérieur à deux (HOS pour Higher Order Statis-
tics), et de la séparation de sources. Sous la houlette de Jean-
François Cardoso, de 1990 et 1997, de nombreuses journées sont
organisées chaque année, avec des exposés tutoriaux et de doc-
torants qui sont très nombreux à s’ouvrir à ce domaine. Ce GT
a ensuite été animé par Eric Moreau avec une forte activité jus-
qu’au milieu des années 2000. Par ailleurs Philippe Loubaton a
animé le GT “multivariable” sur la déconvolution aveugle multi-
variée de 1996 à 1997, avec l’organisation de plusieurs journées
sur la séparation de sources dans des mélanges convolutifs.

Enfin entre 1991 et 1995, un groupe de travail ATHOS (Advan-
ced Topics in High Order Statistics), financé par la Commission
Européenne et conduit par Pierre Comon, a contribué à promou-
voir les HOS, la séparation de sources et l’ICA dans la commu-
nauté signal en Europe.

3.3 Workshops

L’intérêt pour la non gaussianité s’est concrétisé en fin des an-
nées 80, avec un premier colloque sur les statistiques d’ordres su-
périeurs à deux (HOS pour High Order Statistics) à Vail (USA)
en 1989, puis le second à Chamrousse en 1991. Durant ces work-
shops bisannuels HOS, de nombreuses contributions sur l’ICA
sont présentées.

Dans les conférences sur les réseaux de neurones, le thème
existe mais reste un peu marginal, jusqu’au milieu des années
90 avec les algorithmes Infomax (1995) de Bell et Sejnowsky
[15] et FastICA (1999) d’Hyvärinen [94]. Ce dernier algorithme
a bénéficié d’une certaine popularité grâce à une publicité ex-
tensive, mais présente de gros inconvénients souvent passés sous
silence [184] [185] [182], notamment ses problèmes de conver-
gence. Une version bien plus robuste et rapide de ce type d’al-
gorithme a été conçue par P.Ablin et alterae [4] [5], et peut être
téléchargée sur github [3].

Les acronymes BSS et ICA tardent à rentrer dans les EDICS
d’IEEE SP Society : ce sera fait seulement en 2003. Entretemps,
le premier workshop ICA est organisé à Aussois en janvier 1999
par Jean-François Cardoso, Philippe Loubaton et Christian Jut-
ten. Dans cette petite station des Alpes, 130 scientfiques venus
du monde entier viennent passer une semaine. Ce workshop aura
lieu environ tous les deux ans, jusqu’en 2019 : Helsinki (Fin-
lande) en 2000, San Diego (USA) en 2001, Nara (Japon) en 2003,
Granada (Espagne) en 2004, Southampton (UK) en 2005, Char-
leston (USA) en 2006, Londres en 2007, Paraty (Brésil) en 2009,
Saint-Malo en 2010, ..., 2017 à Grenoble. Dans le cadre de ces
workshops, on peut noter l’organisation d’une compétition inter-
nationale de séparation de signaux audio, lancée à la suite d’un
projet (soutenu par le GDR ISIS) de Rémi Gribonval, Cédric Fé-
votte et Emmanuel Vincent [175].

4 Quelques résultats remarquables
Dans cet article, on se limitera sauf mention contraire aux si-

gnaux réels par simplicité, mais la plupart des résultats restent
vrais pour des signaux complexes, souvent au prix de complica-
tions d’écriture et de calcul.

Idées fondamentales Un résultat de G. Darmois [55] [53,
p.330] fournit une réponse précise sur la séparabilité fondée sur
l’indépendance statistique. Ce théorème peut être énoncé comme
suit :

Théorème 1 Soient sn n = 1, . . . , N , N variables
aléatoires statistiquement indépendantes, et deux com-
binaisons linéaires de ces variables :

x1 =
∑
n

ansn et x2 =
∑
n

a′nsn.

Si x1 et x2 sont statistiquement indépendantes, alors
les variables sn pour lesquelles an a′n 6= 0 sont néces-
sairement gaussiennes.

Une preuve simple est donnée dans [53, sec. 9.2.4]. Une preuve
plus compliquée peut être trouvée dans [100, ch. 3] [75, sec.
XV.8] [144, ch. 5] sous des hypothèses plus générales.

Soit x = As, un vecteur aléatoire égal au produit d’une ma-
trice inversible (inconnue) A, et d’un vecteur aléatoire (inconnu)
s dont les composantes (les sources) sont des variables aléatoires
mutuellement indépendantes (i.e. dans leur ensemble). Si x cor-
respond au vecteur d’observations, on peut chercher une matrice
de séparation B de manière à ce que y = Bx soit une esti-
mation de s (Fig. 4). En d’autres termes, y est relié aux sources
par une matrice globale, G = BA, et y = Gs. Comme nous
allons le voir, il est utile d’utiliser le théorème suivant, attribué
conjointement à Marcinkiewicz et Dugué [69, 100, 46] :

Théorème 2 Soient s et y deux vecteurs aléatoires
tels que y = Gs, où G est une matrice éventuellement
rectangulaire, avec plus de colonnes que de lignes. Si
les composantes sk de s sont mutuellement indépen-
dantes, et si celles de y sont indépendantes deux à
deux, alors sk est gaussienne dès que G a deux com-
posantes non nulles dans la même colonne.

En effet, ce théorème 2 permet de se ramener à l’indépendence
de paires de variables (yi, yj), et donc d’utiliser le théorème
1. Il permet aussi de comprendre que l’indétermination est ré-
duite à une permutation-échelle seulement pour les composantes
non gaussiennes [46], puisque chaque colonne de G ne contient
qu’une seule composante non nulle.

s
A

x
B

y

FIGURE 4 – Modélisation : seul le vecteur x est observé, s et
A sont inconnues ; y est une estimation des sources, et B une
matrice séparatrice.

Partitionnons s en deux parties, une partie gaussienne sg , et
une partie non gaussienne, sh. Le vecteur observé peut donc

5



s’écrire x = Ah sh + Ag sg . Alors on peut établir le corollaire
suivant [100, ch. 10] :

Corollaire 3 La matrice Ah est identifiable à une
permutation-échelle près, mais la matrice Ag n’est pas
unique.

Autrement dit, l’estimation de s à partir de x est impossible 2

pour les composantes de s qui sont à la fois gaussiennes indépen-
dantes, et blanches stationnaires (iid).

Ce résultat conduit à deux approches fondamentalement dif-
férentes :

1. Si les sources sont des variables aléatoires iid et non gaus-
siennes, la solution conduit à l’ICA et requiert l’utilisation
de statistiques d’ordre supérieur à deux. La prise en compte
des liens entre échantillons successifs n’est pas nécessaire,
mais la limitation est de ne pas pouvoir séparer des signaux
gaussiens.

2. Si les sources sont des variables aléatoires non iid (gaus-
siennes ou non) : elles ont donc une structure temporelle
particulière. Les deux cas les plus simples sont la colora-
tion (échantillons successifs dépendants) [16], et la non-
stationnarité (échantillons successifs non identiquement
distribués) [135]. L’avantage est la résolution avec des sta-
tistiques d’ordre deux, la limitation est de nécessiter des
conditions supplémentaires sur l’autocorrélation (signaux
colorés) ou le profil de variances (signaux non station-
naires) des sources [53, ch.4].

5 Mélanges instantanés de sources non
gaussiennes

À partir de ces résultats, Comon et Cardoso ont proposé des
cadres théoriques rigoureux à l’ACI (Analyse en Composantes
Indépendantes), qui soulignent les limites d’identifiabilité et le
rôle du blanchiment à l’ordre 2 de x. Dans la suite on notera P
le nombre de capteurs et N le nombre de sources, de sorte que :

x = As + b (6)

où A est de dimension P ×N . Si P < N , le mélange est qualifié
de “sous-déterminé”, et de “sur-déterminé” dans le cas contraire,
P > N . En présence de bruit b, on doit généralement supposer
P ≤ N .

5.1 Blanchiment spatial
Dans cette section on présente le blanchiment spatial dans le

cas complexe car cela ne complique pas les notations. L’indé-
pendance statistique entre les composantes sn implique en pre-
mier lieu leur décorrélation (et l’inverse n’est vrai que si les
sn sont gaussiennes). Une première idée est de décorréler les
observations xi par une transformation de blanchiment spatial
x̃ = W x, souvent qualifiée de standardisation [46, section 2.2]
[117]. La méthode la plus robuste consiste à utiliser l’Analyse en
Composantes Principales (ACP) de x comme suit.

2. Cependant, si le nombre de sources n’excède pas le nombre de capteurs, et
si une seule source est gaussienne, l’identification de Ah permettra quand même
d’estimer la source gaussienne, par élimination.

Soit X la matrice de dimensions P × T contenant les T ob-
servations. On calcule sa Décomposition en Valeurs Singulières
(SVD) : X = UΣV H . Les colonnes de V H contiennent des
vecteurs x̃ dont la covariance est identité, et sont donc les ver-
sions standardisées de x. Plus précisément, on a les relations
W = Σ−1UH et B = QW , où Q sera unitaire.

Cette apparente facilité cache en réalité un problème difficile,
sur lequel nous reviendrons dans la section 5.5. En effet, la stan-
dardisation n’est possible que si la matrice de covariance de x
est bien conditionnée. Si ce n’est pas le cas, on peut projeter x
sur les espaces singuliers dominants, ce qui réduira la dimension
de x ; mais cela impose de choisir un seuil (sur les valeurs singu-
lières) à partir duquel on néglige certaines données. Ce seuil fixe
le nombre de sources, et la standardisation (blanchiment spatial)
fixe l’indétermination d’échelle en imposant une variance unité
aux sources estimées.

Après standardisation, les choses sont théoriquement plus
simples, puisqu’il suffit de chercher une matrice de séparation
Q qui laissera la covariance de x̃ inchangée ; cette matrice devra
donc être orthogonale (QQT = I), et par définition bien condi-
tionnée.

Un autre écueil du blanchiment spatial est la présence de bruit.
En effet il faudrait en principe blanchir l’obervation exempte de
bruit (signal utile seul). Une façon de procéder consiste à utili-
ser la cohérence spatiale du bruit (covariance du bruit à un fac-
teur d’échelle près) pour blanchir l’observation dans un premier
temps, puis à soustraire la contribution du bruit de la forme ρI
[53, ch. 1.4]. En pratique ceci n’est evidemment possible que si
une observation bruit seul est accessible, au moins par intermit-
tence, ce qui est souvent le cas en traitement d’antenne.

5.2 Information mutuelle

Au début des années 1990, Comon propose [43, 46] de mi-
nimiser l’information mutuelle des composantes de ŝ. Cette ap-
proche se démarquait de l’approche originale de 1985 qui recher-
chait des zéros [54]. De manière générale, la minimisation d’une
fonction objectif permet d’être plus tolérant à la présence d’un
bruit additif de puissance limitée ; ceci permet notamment au mo-
dèle (2) d’être perturbé par un bruit de distribution inconnue.

L’idée est de chercher une métrique mesurant l’écart entre la
distribution conjointe des sorties yp et le produit de leurs distribu-
tions marginales. Si on adopte la divergence de Kullback K(·, ·)
comme métrique, on obtient l’information mutuelle :

K(py,
∏
p

pyp) =

∫
u

py(u) log

[
py(u)∏
i pyi(ui)

]
du = I(py).

(7)
Cette dernière est toujours négative, et nulle si et seulement si
py(u) =

∏
i pyi(ui) presque partout. De plus, elle est inva-

riante par changement d’échelle, c’est-à-dire par un changement
(y,u) → (Λy,Λu) où Λ est une matrice diagonale régulière.
C’est une condition souhaitable 3 puisqu’on sait que la solution
recherchée n’est déterminée qu’à un facteur d’échelle près.

3. Les fonctions objectif vérifiant les propriétés d’invariance et de discrimi-
nation sont baptisées contrastes dans [46].
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Ensuite, on peut la décomposer en trois parties :

I(py) = I(gy) + J(py)−
∑
n

J(pyn), (8)

où J(py) désigne la néguentropie de y, mesurant l’écart à la
gaussianité, et définie par :

J(py) = K(py, gy) =

∫
u

py(u) log

[
py(u)

gy(u)

]
du

où gy désigne la densité gaussienne ayant même moyenne et
même variance que py . Le jeu d’écriture (8) permet d’y voir
alors plus clair. En effet, (a) I(gy) ne contient que des statis-
tiques d’ordre 2, et sa maximisation assure la décorrélation entre
les composantes de y, (b) on peut montrer que J(py) est inva-
riant par transformations inversibles, c’est-à-dire constant lors de
notre maximisation, et (c) la maximisation de −J(pyn) rend les
composantes yn les moins gaussiennes possible. Autrement dit,
séparer les sources revient à “dégaussianiser” les sorties du sé-
parateur ; ceci fait sens au vu du théorème de la limite centrale
qui nous enseigne que mélanger des variables aléatoires indépen-
dantes rend gaussien. Mais la gaussianisation se manifeste dès
qu’on ajoute deux variables indépendantes [134].

Il nous reste donc à minimiser
∑
n J(pyn). Or une inté-

grale sur un subsiste dans chacun des termes, et ceci reste
coûteux même si nous n’avons plus que des intégrales mono-
dimensionnelles.

Fort heureusement, on peut développer J(pyn) en série autour
de la loi gaussienne, et ce développement fait apparaitre les cu-
mulants de yn ; en outre, si on adopte le développement de Ed-
geworth 4, les termes sont classés par importance au sens du thé-
rème de la limite centrale, c’est-à-dire, par écart à la gaussianité.
Plus précisément, en ne gardant que les termes les plus significa-
tifs, on montre qu’après blanchiment spatial, on a [43, 46] :

J(pyn) ≈ 4γ2nnn + γ2nnnn + 7γ4nnn − 6γ2nnnγnnnn (9)

où γnnn et γnnnn désignent les cumulants standardisés 5 d’ordre
3 et 4 de la variable yn, respectivement.

Or, les cumulants d’ordre k de yn dépendent linéairement
des cumulants d’ordre k (inconnus) des sources, et sont des po-
lynômes de degré k en les coefficients du mélange (inconnus
aussi). Par exemple, si les sources sont symétriquement distri-
buées, alors les cumulants γnnn sont tous nuls, et le premier
terme significatif, hormis J(gy), est :

Ψ(B) =
∑
p

γ2nnnn. (10)

Maximiser une telle fonction est beaucoup moins difficile. Un
aperçu de l’algorithme décrit dans [46] [49] est donné dans la
section 5.6.

4. Le développement de Gram-Charlier [79], contrairement à celui de Edge-
worth, ne classe pas les termes du développement par importance décroissante.

5. Si une variable z est standardisée, alors y = Qz l’est aussi, dès lors que
Q est unitaire.

5.3 Vraisemblance
Dans [26], J.-F. Cardoso proposait d’estimer A en maximi-

sant une vraisemblance empirique construite sur les échantillons
x(t). Cette approche est très éclairante car elle permet d’inclure
la connaissance éventuelle de la distribution des sources, et fait
le lien avec Infomax et l’information mutuelle (7), toutefois en
l’absence de bruit seulement comme nous allons le voir mainte-
nant.

Si nous disposons de T réalisations indépendantes
{x(1), . . . , x(T )} def

= XT , alors la vraisemblance
pXT |A(uT |A) peut s’écrire, en faisant le changement de
variable x = As :

pXT |A(uT |A) =
1

|detA|
ps(A−1uT ) (11)

où ps(u) =
∏
n psn(un) désigne la distribution conjointe des

sources statistiquement indépendantes. En l’absence de bruit et
pour N = P , le séparateur optimal est B = A−1, de sorte qu’on
peut écrire y = Bx, et pXT |B(uT |B) = |detB| ps(BuT ). Si
maintenant T tend vers l’infini, la log-vraisemblance normalisée
converge vers une limite familière :

LT (A)
def
=

1

T
log pXT |A →

∫
u

px(u) log pXT |A(u|A)du.

Il suffit maintenant d’ajouter et de soustraire log px(u) dans l’in-
tégrale pour faire apparaître une divergence de Kullback [26] [53,
section 3.4] :

L∞(A) = −K(px, px|A) +

∫
u

px(u) log px(u)du. (12)

Le dernier terme est l’entropie de x et ne dépend pas de B. Maxi-
miser la vraisemblance revient donc à minimiser la divergence
de Kullback K(py, ps) [53, section 4.2]. En d’autres termes, on
cherche B de manière à ce que la distribution des sorties y res-
semble à celle des sources s. Si on connaît la distribution des
sources, ou même seulement les signes des kurtosis des sources
[186], c’est un atout. Si on ne la connaît pas, on risque d’aug-
menter le biais d’estimation.

Enfin, en présence de bruit, le séparateur optimal n’est plus
A−1 [53, sections 1.4 et 4.7], l’étude de la vraisemblance se com-
plique et nous renvoyons à [53, section 4.7].

5.4 Lien entre Information Mutuelle et Vraisem-
blance

Pour y voir plus clair, on peut relier K(py, ps) à l’information
mutuelle. En effet, il est facile de montrer [26] [53, section 3.4]
que :

K(py, ps) = I(py) +

N∑
n=1

K(yn, sn). (13)

D’où on peut conclure qu’en l’absence de bruit, la vraisemblance
est la somme de l’information mutuelle et de la divergence entre
la distribution des sorties et des sources. L’équation (13) met clai-
rement en évidence l’apport de la connaissance de la distribution
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des sources. Si cette dernière est trop mal connue, mieux vaut
utiliser l’information mutuelle (section 5.2).

On peut aussi montrer que le critère Infomax introduit dans
[15] est équivalent au maximum de vraisemblance en l’absence
de bruit [53, section 4.2] [25]. Nous renvoyons à l’article de J-F.
Cardoso pour une interprétation géométrique facilement acces-
sible [27].

5.5 Equivariance et performances

Le concept d’équivariance est bien décrit dans [26]. Il stipule
qu’en l’absence de bruit, les performances d’un séparateur de
sources ne devrait pas dépendre de la matrice de mélange A dès
lors que celle-ci est inversible (mais uniquement de la distribu-
tion des sources). Il y a deux limites à ce concept très séduisant
de performances uniformes :

(i) il y a toujours un peu de bruit dans les mesures, et ce dernier
peut être amplifié de manière importante si le séparateur est de la
forme B = A−1, ceci étant d’autant plus vrai que la matrice de
mélange A est mal conditionnée ;

(ii) l’ensemble des “matrices inversibles” est lui-même mal dé-
fini, car il n’est pas fermé. Autrement dit, une suite de matrices
inversibles peut converger vers une matrice singulière, de sorte
qu’un algorithme d’optimisation itératif peut ne pas fonction-
ner correctement sous une contrainte d’inversibilité ; il est néces-
saire de réduire la recherche à un sous-ensemble plus petit [52,
p.50-51], comme l’ensemble des matrices à diagonale dominante
[188], ou d’utiliser une fonction objectif où un terme du type
log detA joue le rôle de barrière [133] [111], ou d’imposer un
écart angulaire minimal entre les colonnes de la matrice [153].

Toutefois, si le bruit est suffisamment faible et n’est pas am-
plifié par le séparateur, l’hypothèse “sans bruit” peut être raison-
nablement admise.

5.6 Quelques algorithmes de maximisation de
contraste après blanchiment

Après blanchiment spatial, la matrice de covariance des obser-
vations est théoriquement l’identité, et on cherche une matrice
séparante sous la forme d’une matrice orthogonale, de manière à
ne pas modifier la covariance. Il existe maintenant de nombreuses
approches au problème de séparation de sources par matrice or-
thogonale. Nous allons mentionner deux familles d’approches,
qui exécutent des raffinements multiplicatifs. La première écrit
la matrice orthogonale comme produit de rotations planes, et ra-
mène le problème général à une succession de problèmes en di-
mension 2 × 2 pouvant être résolus algébriquement. Nous don-
nons cinq exemples d’algorithmes, chacun maximisant un cri-
tère de contraste différent. La deuxième reste en dimension su-
périeure à deux et effectue sa mise à jour à l’aide d’un gradient
relatif.

5.6.1 Résolution en dimension 2 o 2

Dans cette section, dans un souci de généralité, on admet que
les données peuvent être complexes. Supposons que nous ayons

2 capteurs, et que la matrice de séparation Q recherchée soit uni-
taire. On note(

y1
y2

)
= Q

(
z1
z2

)
, Q =

(
c s
−s∗ c

)
(14)

avec c = cosα et s = sinα.eϕ, et c2 + |s|2 = 1. Ici, z est de
covariance identité et est a priori un mélange bruité de N > 2
sources.

On note les cumulants d’ordre 3 et 4 de z :

Cabc = Cum{za, z∗b , z∗c} et Cabcd = Cum{za, z∗b , z∗c , zd}

respectivement, et γabc et γabcd ceux de y, sur le même format.
Nous avons alors les relations multi-linéaires suivantes entre les
cumulants d’entrée et de sortie :

γpqr =
∑
abc

QpaQ
∗
qbQ
∗
rc Cabc (15)

γpqrs =
∑
abcd

QpaQ
∗
qbQ
∗
rcQsd Cabcd (16)

Les cumulants C pouvant être estimés à partir des observations
blanchies, les cumulants de sortie γpqr et γpqrs sont donc des
polynômes trigonométriques en α, d’après (14).

Il existe plusieurs algorithmes, se différenciant les uns des
autres selon la manière dont le problème en dimension 2 × 2
est traité et selon le choix de la fonction de contraste [51]. Nous
décrivons ci-après 5 approches algébriques du problème 2 o 2.

a) Ordre 3 réel. On peut adopter comme critère d’optimisa-
tion le contraste ψCoM2

3 =
∑
p |γppp|2, si les cumulants γppp

des sources sont non nuls 6. L’acronyme CoM2 a été introduit en
1994 et signifie “Contrast Maximization”, le chiffre 2 précisant
que les cumulants sont élevés au carré. Par ailleurs, l’indice 3 in-
dique que ce sont les cumulants d’ordre 3 qui sont utilisés. En
utilisant (15) et (14), on peut alors montrer que l’angle α optimal
maximisant ψCoM2

3 est donné par la résolution de deux trinômes
du second degré en cascade [47], ou bien ce qui revient au même,
par le calcul du vecteur propre dominant v d’une matrice 2 × 2
symétrique [53, p.167] de la forme :

v = [cos 2α ; sin 2α]T . (17)

b) Ordre 4 réel. Si les cumulants d’ordre 3 de certaines
sources sont nuls, il convient de recourrir à ceux d’ordre 4, ce
qui est plus coûteux mais bien plus fiable. On peut alors choisir
comme critère de contraste : ψCoM2

4 =
∑
p |γpppp|2. Ici l’indice

4 précise que ce sont les cumulants d’ordre 4 qui sont utilisés.
On montre alors que l’angle α optimal peut être obtenu en deux
étapes. D’abord en résolvant un polynôme de degré 4 en la va-
riable ξ = θ−1/θ, où θ = tanα. Parmi les 4 racines potentielles
du polynôme de degré 4, on choisira celle qui maximise ψCoM2

4 .
Rappelons que la méthode de Ferrari permet de calculer explici-
tement les racines d’un polynôme de degré 4. Puis on résoud un
polynôme de degré 2, θ2 − ξθ − 1 = 0, pour remonter à l’angle
optimal α = tan−1 θ [43] [46] [53, p.169]. Les deux solutions
obtenues sont équivalentes (elles se déduisent l’une de l’autre par
permutation-signe).

6. En particulier, si une variable aléatoire est symétriquement distribuée par
rapport à sa moyenne, son cumulant d’ordre 3 est nul.
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c) Ordre 3 complexe. Dans le cas complexe et si les cumulants
d’ordre 3 des sources sont non nuls, on peut suivre une procédure
similaire à celle du (a), basée sur ψCoM2

3 ; la solution est alors
donnée par le vecteur propre dominant v d’une matrice 3 × 3
réelle symétrique, puis par les angles à travers la relation :

v = [cos 2α ; sin 2α cosϕ ; sin 2α sinϕ]T . (18)

comme indiqué dans [49] [53, p.168],
d) Ordre 4 complexe. Dans le cas complexe et si certains cu-

mulants d’ordre 3 des sources sont nuls, la procédure décrite en
(b) peut encore fonctionner, mais le polynôme de degré 4 a désor-
mais deux variables (module et phase par exemple), ce qui rend
le calcul des solutions plus coûteux [46, section 7.A.19]. En ef-
fet, la solution proposée pour minimiser le critère CoM2 en 1994
était d’éliminer une des deux variables (module et phase) dans
les deux équations des points stationnaires, puis de résoudre la
seconde, ce qui conduisait à un grand nombre de points station-
naires superflus. Même si ceci peut être amélioré par la technique
des résultants, comme proposé dans [96] par exemple, minimiser
CoM2 reste plus coûteux qu’une diagonalisation approximative
conjointe.

Une seconde approche consiste à adopter le critère de contraste
suivant : ψJAD4 =

∑
p,i,j |γppij |2, revenant à diagonaliser

conjointement et approximativement des tranches matricielles
du tenseur cumulant de sortie. L’acronyme JAD signifie “Joint
Approximate Diagonalization”. La maximisation de ce contraste
permet d’accéder à une solution moins coûteuse [30] [31] [53,
p.173], bien qu’aussi itérative stricto sensu. En effet, les angles
α et ϕ sont obtenus par le calcul du vecteur propre dominant v
d’une matrice 3 × 3 hermitienne, à travers une relation de type
(18).

Une troisième approche consiste à diagonaliser conjointe-
ment et approximativement un ensemble de tranches tensorielles
d’ordre 3 du cumulant d’ordre 4 des sorties. Pour ce faire, on
maximise ψSTD4 =

∑
p,i |γpppi|2. L’acronyme STD signifie ici

“Simultaneous Third order tensor Diagonalization”. La solution
peut être obtenue là encore par le calcul du vecteur propre domi-
nant d’une matrice 3× 3 [106] et une relation de type (18).

e) Discussion
Les fonctions objectif vérifient les inégalités 7 :

ψCoM2
4 ≤ ψSTD4 ≤ ψJAD4 . (19)

En effet, dans CoM2 seuls les termes à maximiser sont présents.
Ce n’est pas le cas de STD et JAD, qui comprennent aussi des
termes que l’on veut annuler. Au vu des termes présents dans
ces critères, on pourrait s’attendre à ce que maximiser ψCoM2

4

conduise à des performances meilleures que ψSTD4 , et que maxi-
miser ψSTD4 conduise à son tour à des performances potentiel-
lement meilleures que ψJAD4 . Pourtant ces fonctions objectifs
présentent presque toujours leur maximum pour les mêmes va-
leurs de Q, ce qui est prouvé théoriquement dans des conditions
idéales [162].

D’ailleurs, la différence de performances est peu visible dans
la plupart des problèmes courants ; expérimentalement, CoM2 ne

7. La démonstration est immédiate, puisque tous les termes figurant dans ces
sommes sont réels positifs, et que CoM2 a moins de termes que STD, qui, à son
tour, a moins de termes que JAD.

s’est montré plus robuste que JAD qu’en cas de surestimation du
nombre de sources [34] [8, p.3640]. Cependant, CoM2 est plus
coûteux en temps calcul que JAD dans le cas complexe.

f) Maximisation de la trace. Si les cumulants d’ordre 4 des
sources sont de même signe ε, alors il est possible de calculer les
angles α et ϕ à moindre coût. En effet le critère suivant est alors
un contraste [51] [53, p.85] : ψCoM1

4 = ε
∑
p γpppp. L’absence

de carrés diminue le degré de la fraction rationnelle à maximiser,
de sorte que la solution peut être obtenue en calculant le vecteur
propre dominant d’une matrice 3 × 3 réelle symétrique, et une
relation de type (18), comme précisé dans [49] [53, p.174],

Remarques Les codes Matlab de ces algorithmes sont en ligne
depuis leur parution [41]. En outre, il existe des versions adapta-
tives [38].

5.6.2 Résolution en dimension P > 2 par balayage des
paires

Rappelons que nous nous plaçons après blanchiment spatial, et
qu’on cherche une matrice de séparation unitaire Q de manière à
ce que le vecteur y = Qx̃ soit une estimation du vecteur source
à une permutation et à un facteur d’échelle près.

Or toute matrice unitaire Q peut se décomposer en produits de
rotations planes [105] ; par conséquent, à l’instar de l’algorithme
de Jacobi de diagonalisation des matrices hermitiennes, on peut
exécuter une mise à jour itérative multiplicative de la matrice de
séparation, de manière à maximiser un contraste [51]. Cette ma-
trice orthogonale (unitaire dans le cas complexe) est paramétrée
comme le produit d’un nombre arbitraire de rotations planes de
la forme :

Q[k, `] =


I 0 0 0 0
0 c 0 s 0
0 0 I 0 0
0 −s∗ 0 c 0
0 0 0 0 I


← k

← `

où les seuls éléments différents de la matrice identité se trouvent
aux positions (k, k), (k.`), (`, k) et (`, `). En maximisant tour à
tour la fonction de contraste par rapport à une rotation plane, on
se ramène à une succession de problèmes d’optimisation réso-
lus dans la section précédente. Il suffit alors de balayer toutes les
paires d’indices, plusieurs fois s’il le faut [53, p.167-175]. L’im-
portant est que la solution de chacun des sous-problèmes puisse
être obtenue rapidement (en fait, algébriquement).

x̃ . . .
z(m− 1)

Q(m)
z(m)

Q(m+ 1)
z(m+ 1)

. . . y

FIGURE 5 – Traitement par balayage de paires successives.

On suppose que les données ont été pré-blanchies spatiale-
ment, et on note x̃ le vecteur d’observation blanchi. On applique
une suite de rotations planes Q(m) à x̃, et on note z(m) la sor-
tie du filtre Q(m) ; autrement dit, z(0) = x̃, et Q(m) est une
certaine matrice de rotation plane Q[k, `] qui agit dans le plan
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(k, `). La relation entre m et (k, `) dépend l’ordre de balayage
des paires, et on pourra adopter un balayage cyclique par ligne,
par exemple ; il n’est pas utile de rentrer dans le détail de cette
relation pour comprendre le principe. A l’étape m, on calcule la
meilleure rotation plane maximisant le critère choisi (cf. section
5.6.1), on met à jour la sortie, z(m) = Q(m)z(m− 1), et on ac-
cumule la matrice de séparation Q← Q(m)Q. Cette procédure,
assez courante en algèbre linéaire [105], est illustrée par la figure
5.

Convergence. La convergence des algorithmes de séparation
de sources basés sur un balayage des paires a longtemps fait l’ob-
jet d’interrogations : comme on exécute une succession d’algo-
rithmes d’optimisation, est-on sûr de bien réaliser une optimisa-
tion conjointe sur toutes les variables? Cette question n’a reçu
une réponse positive que récemment, dans un cadre très général
d’ailleurs [110] [109] [171].

5.6.3 Gradient relatif

Le concept de gradient relatif a été popularisé pour la sépa-
ration de sources principalement par Cardoso [29] [53, p.130,
p.199]. Le point fort mis en avant était que les performances
sont équivariantes (cf. section 5.5), mais c’est en réalité le cas de
toutes les mises à jour multiplicatives (comme celles de la section
précédente). Dans la suite de cette section, nous nous limiterons
la présentation au corps des réels.

Dans le contexte de la séparation de sources, conformément à
(3), on cherche la matrice séparante B qui maximise un critère
Ψ(B). Ici, on ne suppose plus nécessairement que les données
ont été pré-blanchies spatialement, de sorte que B n’est pas for-
cément orthogonale. Pour simplifier, on va ici la supposer carrée
inversible. Si on perturbe multiplicativement B par une matrice
I + E (où les valeurs de E sont petites), en faisant un simple
développement [29] [53, §6.7.1], le critère s’écrit :

Ψ(B + EB) = Ψ(B) + trace{∇Ψ(B)TEB}+ o(E).

L’argument de la trace peut être remplacé, en appliquant
la permutation circulaire trace{abc} = trace{cab}, par
B∇Ψ(B)TE, ce qui montre que si on définit le gradient relatif
∇̃Ψ en fonction du gradient par ∇̃Ψ(B) = ∇Ψ(B)B, alors

Ψ(B + EB) = Ψ(B) + trace{∇̃Ψ(B)TE}+ o(E)

et l’ascente du gradient relatif peut s’écrire multiplicativement

B ← (I + µ∇̃Ψ(B))B. (20)

Version stochastique. Admettons que le critère est l’espé-
rance mathématique d’une fonction de la distribution de y =
Bx, ce que l’on note Ψ(B) = E{f(y)}. Le critère ne dépend
donc de B qu’à travers y, ce qui est l’essentiel en séparation de
sources. Alors on peut décrire la version stochastique de ce gra-
dient relatif comme suit [53, p.201] [29].

Tout d’abord Ψ(B + EB) = E{f(y + Ey)}, et au premier
ordre Ψ(B + EB) = E{f(y)} + E{∇f(y)TEy} + o(E). En
d’autres termes, ceci veut dire par définition de ∇̃ que

∇̃Ψ(B) = E{∇f(y)yT }

et la mise à jour s’écrit B ← (I + µE{∇f(y)yT })B. La ver-
sion stochastique s’obtient par simple suppression de l’espérance
mathématique :

Bk+1 = [I + µk∇f(yk)yTk ]Bk (21)

Version pour matrice orthogonale. Si la matrice B est or-
thogonale, il convient d’en imposer la contrainte, en remarquant
que la différentielle d’une matrice orthogonale est antisymétrique
[45]. Ceci conduit à l’expression suivante [29] :

Bk+1 = [I + µk(∇f(y)yT − y∇f(y)T )]Bk (22)

Une version normalisée, plus stable, est décrite dans [29], exécu-
tant conjointement le blanchiment spatial.

Choix de la fonction f(y). Le choix du critère d’optimisation
est important, comme nous l’avons déjà vu dans la section 5.6.
Ce critère peut faire intervenir les cumulants de y, ou bien, si la
distribution des sources attendues est connue, la fonction score
des sources appliquée à y [53, p.203] [25] .

5.7 Autres algorithmes/approches
1. Dans [58], l’algorithme de déflation proposé est différent

des précédents bien que s’appliquant aussi après pré-blanchiment
spatial. La déflation s’opère alors naturellement en réduisant la
dimension de l’espace, par suppression d’une colonne de la ma-
trice orthonormée [53, section 6.9].

2. L’algorithme FastICA s’applique pour des mélanges ins-
tantanés, soit par déflation après blanchiment spatial, ou sans
blanchiment et sans déflation [94]. La forme particulière de la
fonction objectif essaie de prendre en compte un a priori sur la
distribution des sources (comme dans la section 5.6.3). En dépit
de son nom, FastICA n’est pas si rapide que ça [185] [184] [5].

3. Si les sources sont à valeurs discrètes, on peut signaler la
technique de déflation parallèle proposée dans [181], qui exploite
explicitement la connaissance de l’alphabet de chaque source,
et peut être utilisée dans les mélanges sous-déterminés. Chaque
alphabet fait l’objet d’une déflation séparée, ce qui limite l’ac-
cumulation d’erreurs (toujours présente malgré la projection sur
l’alphabet).

4. Enfin, la prise en compte d’a priori sur les distributions
des sources ainsi que sur les paramètres des matrices de mélange,
peut être faite dans un cadre bayésien. En utilisant le théorème de
Bayes, on peut écrire la loi conjointe a posteriori des sources et de
la matrice A, conditionnellement aux observations x, comme un
produit de lois des observations conditionnellement aux sources
et à la matrice de mélange et des loi a priori des sources et de la
matrice de mélange. Des solutions bayésiennes ont été proposées
dans le cadre général de la séparation de sources à la fin des an-
nées 1990 par Roberts [146] puis Knuth [103], puis dans le cas
de sources non négatives par Moussaoui et al. [124]. Des détails
sur ces approches sont accessibles dans l’ouvrage [53, ch. 14].

6 Mélanges convolutifs
Le modèle linéaire (1) demande à être amélioré pour certaines

applications. Par exemple, dans le cas de signaux audio (musique,
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parole) enregistrés sur des microphones, ou en télécommunica-
tions non coopératives, il faut tenir compte de la propagation des
ondes entre les sources et les récepteurs. La matrice de mélange
A doit être remplacée par une matrice dont les coefficients sont
des filtres : on a alors des mélanges linéaires convolutifs [51] [53,
ch.8].

6.1 Mélange SISO

Historiquement, c’est le problème de l’égalisation aveugle
SISO (une entrée et une sortie) qui a été étudié en premier, prin-
cipalement dans le contexte des télécommunications. Nous n’al-
lons pas en faire la revue, mais seulement mentionner ce qui nous
sera utile pour la séparation de sources. Si on cherche à compen-
ser l’effet d’un canal qui a mélangé une suite de variables i.i.d.
(égalisation aveugle), on cherche en réalité à séparer un mélange
particulier. Rendre les variables aléatoires décorrélées ne suffit
pas, si le canal n’est pas à minimum de phase ; il existe en ef-
fet une infinité de manières de rendre un signal blanc à l’ordre
2, toutes équivalentes à un filtre passe-tout près. La solution doit
donc imposer une blancheur au sens fort (i.i.d.).

L’article précurseur en la matière est sans aucun doute celui de
Donoho [64]. C’est lui qui a établi le fait que “démélanger re-
vient à rendre moins gaussien”. Le kurtosis peut être une mesure
d’écart à la gaussianité, de même que l’entropie. Les concepts dé-
veloppés ultérieurement dans [156] dans le cas SISO convolutif
et dans le cas MIMO instantané [43, 46] peuvent rétrospective-
ment être vues comme des extensions – si on omet le fait que [64]
n’a été découvert qu’après-coup.

6.2 Mélange SIMO

Quand le signal source n’est pas une séquence i.i.d., on ne
peut pas retrouver le canal ni la source sans hypothèse supplé-
mentaire. En revanche, ceci devient possible si on reçoit le signal
source sur plusieurs récepteurs distincts, après propagation à tra-
vers des canaux différents. C’est le modèle SIMO (une source
et plusieurs capteurs). Dans le cas non bruité, le modèle est le
suivant : xp(t) = hp(t) ? s(t), où hp(t) désigne la réponse im-
pulsionnelle du canal reliant la source s(t) au récepteur p. Notons
x(t) le vecteur de composantes xp(t) et h(t) le vecteur de com-
posantes hp(t). Alors en prenant la transformée en z, on peut
écrire la relation précédente sous forme compacte :

x(z) = h(z) s(z)

où s(z) est scalaire. L’idée sous-jacente à l’identification aveugle
SIMO est la suivante : si les canaux hi(z) sont des polynômes
premiers entre eux, alors ils peuvent être identifiés, et on obtien-
dra théoriquement s(z) en calculant le PGCD des xp(z). En pra-
tique, on ne prend pas la transformée en z, mais on forme l’équa-
tion d’observation avec une matrice Töplitz par blocs, T (h) :

xT = T (h) sT (23)

où xT et sT contiennent les échantillons des observations et des
sources empilés de la manière adéquate [123].

On peut identifier h et estimer s(t) si la matrice T (h) est de
rang plein ; une condition nécessaire est précisément que ces po-
lynômes hp(z) n’aient pas de zéros communs. Sous cette condi-
tion, diverses approches ont été proposées, soit par prédiction
linéaire [2], soit par méthode de sous-espace [123] ; le premier
type d’approche étant souvent considéré comme plus robuste [2],
mais avec quelques réserves [112]. Les solutions proposées dans
le cas SIMO ne recourrent qu’aux moments d’ordre 2.

6.3 Mélange MIMO
En séparation de sources, on s’intéresse évidemment au cas

MIMO (le cas SIMO ne comporte qu’une seule source). Un point
important à signaler est que supposer que le filtre égaliseur de
canal est à réponse impulsionnelle finie (RIF), quand le canal
(mélange) est RIF aussi, n’est pas restrictif dans le cas multiva-
rié, contrairement à la dimension 1 ; la condition est que tous
les mineurs de la matrice de mélange A(z) soient premiers entre
eux [143], ce qui est vrai avec probabilité 1. Il faut aussi que le
nombre de capteurs soit au moins égal au nombre de sources,
bien évidemment. Ceci est une conséquence directe de l’identité
de Bézout pour les matrices polynômiales [101, Lemme 6.3-9].
En d’autres termes, si A(z) est carrée et que son déterminant ne
dépend pas de z, alors elle admet une inverse à gauche polynô-
miale 8. Autrement dit, il existe généralement un inverse RIF à un
canal RIF. Outre les premiers travaux de Nguyen Thi et al. [128]
étendant la règle d’adaptation (5) à des mélanges convolutifs, on
peut mentionner trois familles de méthodes.

1. La première idée est sans doute celle présentée en 1994 dans
[47] où un modèle MA multivarié non monique est identifié en
aveugle à l’aide des statistiques d’ordre supérieur à deux, par
exemple en suivant l’algorithme de [44] ; le coefficient de retard
nul est identifié ensuite par Analyse en Composantes Indépen-
dantes. Les sources peuvent être extraites dans un second temps
par régression entre les entrées et les sorties (innovations théo-
riquement blanches). On retrouve l’idée de prédiction linéaire
MIMO plus tard dans [2] sous une autre forme, ainsi qu’une ana-
lyse de performances ; dans [85] ces performances sont optimi-
sées grâce à une pondération optimale.

2. Dans [1] l’identification aveugle par sous-espace est étendue
au cas MIMO. Outre une analyse asymptotique de performances,
on y trouvera des commentaires sur le lien avec l’identification
de modèles MA multivariés.

3. Une troisième approche est celle par déflation. L’idée
consiste à extraire les sources une par une (i) en maximisant une
fonction de contraste, puis (ii) en soustrayant leur contribution
à l’observation par régression linéaire [170, 160]. Notons qu’on
peut éviter la deuxième étape de régression en effectuant un pré-
blanchiment spatial et en utilisant un algorithme approprié [58].

La maximisation est faite localement avec un algorithme d’as-
cente itérative de type gradient dans [170], et par maximisation
globale 1D par recherche de zéros d’un polynôme dans [180] ;
cette technique est qualifiée de RobustICA dans [184]. Notons
que cette dernière technique de recherche du maximum global
selon des directions successives peut aussi être appliquée dans
d’autres contextes, tels que la séparation de sources de module
constant [183].

8. De telles matrices sont dites unimodulaires [101, section 6.3].
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6.4 Approche dans le domaine fréquentiel ou
temps-fréquence

Dans le cas de mélanges convolutifs, le signal observé satisfait
le modèle :

x(t) = A(t) ∗ s(t), (24)

où ∗ représente le produit de convolution, et A(t) est maintenant
une matrice dont les coefficient sont des filtres inconnus. Le si-
gnal reçu sur le capteur p peut s’écrire :

xp(t) =

N∑
n=1

L∑
τ=1

apn(τ)sn(t− τ), (25)

où les apn(τ) sont des filtres inconnus de longueur L.
Ce modèle temporel peut être transformé dans le domaine fré-

quentiel, ce qui peut conduire à différentes approches [155], qui
ont été largement étudiées pour la séparation de signaux audio,
notamment de parole et de musique.

En appliquant une transformée de Fourier à court terme
(STFT) sur le modèle (25), on obtient l’équation :

xij,p =

N∑
n=1

ai,pnsij,n, (26)

où xij,p représente le coefficient associé au signal reçu sur le cap-
teur p, dans la bande de fréquence i et dans la fenêtre temporelle
j, ai,pn est le coefficient du filtre entre le capteur p et la source
n dans la bande de fréquence i, et sij,n est la coefficient associé
à la source n dans la bande de fréquence i et dans la fenêtre tem-
porelle j. Notons que ces coefficients sont à valeurs complexes.

Le problème revient alors à résoudre pour chaque paire d’in-
dices ij un problème de séparation instantané... Mais, les indéter-
minations de permutation et d’échelle rendent compliquée l’esti-
mation des sources.

Une solution simple et efficace a été apportée par l’Inde-
pendent Vector Analysis (IVA) [102] qui consiste à considérer
conjointement toutes les fréquences.

Une autre approche est de considérer le spectre de puissance
‖xij,p‖2 du signal observé pour chaque paire d’indices ij. Cette
quantité est évidemment non négative et on peut chercher à l’ex-
primer comme une somme pondérée (avec des coefficients po-
sitifs) des spectres de puissance des sources. Ceci conduit à un
problème de factorisation de matrices non négatives, dont on peut
trouver des solutions dans [23, 76, 70, 129].

Enfin, il est possible de ne pas travailler dans le domaine fré-
quenciel en utilisant un modèle ARMA multivarié. Comme dans
IVA, l’intérêt est de ne pas créer artificiellement de multiples
indéterminations de permutation-échelle. La principale difficulté
réside dans la partie MA mais se résoud bien [44]. La procédure
consiste à estimer les processus d’innovation (égalisation), puis
à récupérer les sources ensuite par régression linéaire entre les
innovations et les observations [39] [42].

6.5 Autres approches plus spécifiques
Lorsque les sources sont complexes et de module constant

[183], ou lorsqu’elles appartiennent à un alphabet fini connu,

tel que PSK-n [179], courantes en télécommunications, on peut
adapter la fonction objectif pour égaliser un canal SISO de ma-
nière plus efficace. Cette idée s’étend au cas MIMO et à des
alphabets quelconques et des approches dédiées existent [149]
[51].

Lorsque les sources sont simplement retardées et amorties
dans le mélange observé, ce qui est courant en traitement d’an-
tenne, on peut (et même on doit) aborder le problème différem-
ment [73] [74]. Ces approches peuvent même fonctionner dans
les mélanges sous-déterminés (cf. section 7).

La technique de déflation parallèle (mentionnée plus haut dans
le cas instantané) permet de réduire l’accumulation des erreurs
de la déflation : on extrait les sources de modulations différentes
en parallèle. Elle exploite explicitement la connaissance de l’al-
phabet de chaque source, et peut être utilisée dans les mélanges
convolutifs sous-déterminés [149].

7 Mélanges linéaires sous-déterminés

7.1 Identification aveugle

Lorsque le nombre (P ) de capteurs (taille de x) est plus petit
que le nombre (N ) de sources (taille de s), la matrice de mé-
lange A est rectangulaire et non inversible. Dans un tel cas, elle
peut être identifiée malgré tout sous des hypothèses assez faibles
[53, ch.9]. Par contre, même si A est connue, l’estimation de s
reste un problème très difficile, qui requiert des hypothèses sup-
plémentaires. L’exemple théorique des mélanges 2 × 3 en est
une bonne illustration [50]. C’est pourquoi, selon l’article pré-
curseur de Tong [169], on préfèrera faire la distinction entre les
problèmes d’identification du mélange, et celui de la séparation
(extraction) des sources, pour plus de clarté.

Notons que les mélanges particuliers où les sources appa-
raissent seulement retardées et amorties ne demandent que l’esti-
mation d’un nombre réduit de paramètres [74]. En télécommuni-
cations, ce problème est bien connu lorsque les canaux de trans-
mission sont non sélectifs, et résolu de manière ad-hoc [120].

7.2 Extraction/séparation aveugle

Dans le cas sous-déterminé, on peut résoudre le problème
de l’extraction de sources principalement de deux manières, en
considérant : (i) soit le caractère discret des sources [51], (ii) soit
la propriété de parcimonie (présence intermittente des sources).

L’exploitation de la parcimonie a été abordée par de nombreux
chercheurs, avec des résultats d’identifiabilité de Donoho et al.
et de Gribonval et al. Nous renvoyons au chapitre [53, ch.10]
pour plus de détails théoriques, ainsi qu’une description des al-
gorithmes et des applications en séparation audio ou en imagerie
hyperspectrale.

Concernant le caractère discret, on doit en premier lieu adopter
un critère d’optimisation adéquat prenant en compte la connais-
sance de l’alphabet des sources, tel que le contraste proposé dans
[51, Théorème 16]. Cette connaissance conduit à des algorithmes
itératifs [181]. Les solutions algébriques sont rares, et une ap-
proche possible est de créer des capteurs virtuels pour se ramener
au cas sur-déterminé [48] [50] [35]. Une autre solution est celle
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de la déflation parallèle, bien adaptée au cas sous-déterminé, qui
fonctionne même en convolutif [149].

Exemple. Intuitivement, l’identifiabilité (toujours à une per-
mutation de colonnes près) peut se comprendre en un coup d’œil
avec la figure 6 représentant un mélange instantané de 3 sources
binaires de {−1, 1} ; à gauche la matrice de mélange vaut

A =

[
07 0.2 0.4
1 −0.5 0.1

]
et est identifiable, et les sources peuvent être extraites. Par contre
à droite la matrice de mélange est

A =

[
0, 2 0, 2 0, 4
0, 5 −0, 5 0, 1

]
et les sources ne peuvent pas être extraites (bien que la matrice
de mélange soit d’ailleurs encore identifiable) car deux clusters
sont superposés. Le niveau du bruit aussi intervient : s’il avait été
trop fort, la position des clusters n’aurait pas pu être déterminée.

FIGURE 6 – Exemple d’un mélange de N = 3 sources binaires
reçues sur P = 2 capteurs (le premier en abscisses et le second
en ordonnées). À gauche : la matrice de mélange et le niveau de
bruit sont tels que l’identification du mélange et l’extraction des
sources par clustering sont possibles et aisées. À droite la matrice
de mélange ne le permet pas car deux clusters sont superposés.

7.3 Sources parcimonieuses
Un signal est parcimonieux si la plupart de ses valeurs sont

nulles. C’est par exemple le cas de spikes dans les signaux cé-
rébraux, de signaux électrocardiographiques réduits aux pics R,
d’images hyperspectrales dans lesquelles un pixel peut ne conte-
nir qu’un seul matériau. La parcimonie peut aussi être vue par
blocs, par exemple, dans des signaux de parole qui sont une al-
ternance de zones actives et de silences.

Par définition, la pseudo-norme `0 d’un vecteur v ∈ RN , notée
‖v‖0, est égale au nombre de composantes non nulles du vecteur.
Si ‖v‖0 = k, on définit alors le niveau de parcimonie par le
rapport :

α =
k

N
.

Le niveau de parcimonie ainsi défini est en réalité un niveau d’ac-
tivité : la parcimonie est grande quand α est proche de zéro,

Un processus aléatoire s(t) sera considéré comme parcimo-
nieux si la plupart de ses réalisations sont nulles, c’est-à-dire si

la probabilité Pr(|s(t)| > 0) est proche de 0. On pourra ainsi
définir le niveau de parcimonie (sparsity level) par le facteur :

α = Pr(|s(t)| > 0).

Considérons maintenant un vecteur st = [s1(t), . . . , sN (t)]T ,
dont les compopsantes sont N sources statistiquement indépen-
dantes, supposées parcimonieuses et de même niveau de parci-
monie α. Soit st ∈ RN une mesure de ce vecteur aléatoire à un
indice t, le nombre moyen de sources actives est égal à αN . De
façon plus précise, on peut calculer la probabilité que ce vecteur
st ait k composantes non nulles, c’est-à-dire Pr(‖st‖0 = k).
Si les observations aux différents indices t sont indépendantes et
identiquement distribuées, on a :

Pr(‖st‖0 = k) =

(
N

k

)
αk(1− α)N−k. (27)

On peut alors en déduire la probabilité que st ait moins de K
composantes non nulles :

Pr(‖s(t)‖0 ≤ K) =

K∑
k=1

(
N

k

)
αk(1− α)N−k. (28)

Même pour des sources très parcimonieuses, le nombre de
sources actives pour un indice t augmente avec N . Par exemple,
pour un vecteur st de N = 20 sources très parcimonieuses avec
α = 0, 1 (10% de valeurs non nulles), on a :

— Pr(‖st‖0 = 1) = 0, 27,
— Pr(‖st‖0 = 2) = 0, 29,
— Pr(‖st‖0 = 3) = 0, 19.

7.3.1 Mélanges de sources parcimonieuses

Considérons le modèle de mélange sous-déterminé x = As,
où A est une matrice de mélange rectangulaire, de taille P ×
N , avec P < N . Si les N sources (les composantes de s) sont
très parcimonieuses, le nombre de composantes actives à chaque
indice t est petit :

— si toutes les sources sont nulles, st = 0 et xt = Ast =
A0 = 0 ;

— si une seule source (composante) de st est non nulle, par
exemple la i-ème : sit, l’observation xt est égale à :

xt = Ast =

N∑
j=1

ajsjt = aisit. (29)

Ces observations sont portées par le vecteur ai dans l’es-
pace à P dimensions des observations.

— si deux sources (ou plus) de st sont non nulles, l’observa-
tion xt est engendrée par plusieurs vecteurs colonnes de la
matrice A.

La figure 7 illustre cette situation dans le cas d’une matrice A de
dimension 2 × 3 (2 mélanges de 3 sources), avec des sources de
niveau de parcimonie α = 0, 1 pour des mélanges non bruités (à
gauche) et bruités (à droite).

La figure 7 montre comment on peut facilement estimer, par
de simples algorithmes de clustering, les colonnes de la matrice
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FIGURE 7 – Dans le plan cartésien des observations (P = 2), en
raison de la parcimonie des sources, la plupart des points sont lo-
calisés sur les 3 sous-espaces de dimension 1, engendrés par les
3 vecteurs colonnes de la matrice de mélange. Les autres points,
pour des indices t tels que 2 ou 3 sources sont actives simultané-
ment, se trouvent dispersés dans le plan.

de mélange A, lorsque les sources sont suffisamment parcimo-
nieuses. Cette parcimonie des sources a conduit à de nombreux
algorithmes dans lesquels on recherche les observations où une
seule source est active : on parle de source dominante en audio
[6], ou de pixel pur en imagerie hyperspectrale [127].

Si les sources ne sont pas très parcimonieuses, à chaque in-
dice t, deux composantes (ou plus) de st peuvent être non nulles.
Dans ce cas, les observations xt sont situées dans un sous-espace,
à deux dimensions ou plus, engendré par plusieurs colonnes de
la matrice de mélange A. Si n sources sur N (le nombre total
de sources) sont actives, le nombre de sous-espaces possibles
est égal à

(
N
n

)
. Par exemple, dans [126] les auteurs procèdent

en deux étapes :
— Une première étape consiste à estimer les sous-espaces, no-

tés Bi, i = 1, . . . , Nse, dans lesquels les observations sont
concentrées.

— La seconde étape consiste, à partir des sous-espaces Bi, à
identifier les vecteurs colonnes de la matrice de mélange
en calculant pour tout vecteur v la fonction :

gσ(v) =

Nse∑
i=1

exp
(
− d2(v,Bi)

2σ2

)
, (30)

où d(v,Bi) est la distance entre le vecteur v et le sous-
espace Bi.

Dans la seconde étape, si le vecteur v est tel que d(v,Bi) est
petit par rapport à σ, le terme exponentiel est proche de 1. Ainsi,
gσ(v) est approximativement égale au nombre de sous-espaces
Bi qui contiennent v. Dans le cas où n sources parmi N sont ac-
tives, il y a

(
N
n

)
sous-espaces Bi. Pour un vecteur colonne donné

de la matrice A, il y a donc n−1 vecteurs à choisir parmi N −1,
c’est-à-dire

(
N−1
n−1

)
sous-espaces : on a donc gσ(v) ≤

(
N−1
n−1

)
. Les

vecteurs qui atteignent ce maximum sont les vecteurs colonnes
de A, à un facteur d’échelle près. Cette approche nécessite une
recherche exhaustive des vecteurs v maximisant g(v), donc en
dimension P . Dans [126], le vecteur v, normalisé, est représenté
en coordonnées sphériques que l’on balaie avec un pas suffisam-
ment fin. La complexité de recherche exhaustive explose avec P
et c’est une limitation de cette méthode.

Par exemple, dans le cas où 2 sources parmi 4 sont actives, il
y a

(
4
2

)
= 6 sous-espaces Bi. Le nombre de sous-espaces Bi

dans lesquels peut se trouver un vecteur colonne particulier de
A, est égal à

(
4−1
2−1
)

= 3 qui est le maximum atteint par gσ(v).

Des détails sur ce type d’approches, sur la méthode présentée ra-
pidement ci-dessus et sur les algorithmes sont donnés dans [126]
ainsi que dans les références qui y sont citées.

7.3.2 Estimation des sources après estimation de A

Supposons que l’on dispose d’une estimation Â de A. Dans le
cas sous-déterminé, la matrice Â ∈ RP×N n’est pas inversible
car N > P , et il reste encore à résoudre le problème mal posé et
difficile :

xt = Âst

pour tous les t = 1, . . . , T .
En fait ce problème est mathématiquement similaire au pro-

blème de codage parcimonieux, qui consiste à calculer la repré-
sentation parcimonieuse (code) ct d’un signal xt ∈ RP à partir
d’un dictionnaire redondant D ∈ RP×N avec N � P :

xt = Dct. (31)

Malgré les différences dans l’interprétation physique, ces deux
problèmes sont mathématiquement similaires et consistent à ré-
soudre les équations précédentes avec une contrainte de parcimo-
nie sur les sources st :

min ‖st‖0 s.t. ‖xt −Ast‖22 < ε, (32)

ou sur le code ct

min ‖ct‖0 s.t. ‖xt −Dct‖22 < ε, (33)

où ε est un seuil d’erreur acceptable.
Cette remarque permet d’utiliser les algorithmes de codage

parcimonieux pour résoudre le problème de séparation de sources
parcimonieuses dans le cas sous-déterminé. Mais, mieux, nous
pouvons utiliser les résultats d’unicité formulés dans le cas de
codage parcimonieux.

7.3.3 Unicité de la solution

La résolution du problème de codage parcimonieux (33), et les
conditions d’unicité de la solution ont été abordées par de nom-
breux chercheurs depuis la fin des années 90, [84, 66, 65, 86].
Les conditions d’unicité sont formulées à partir de deux mesures
sur la matrice de mélanges (ou son estimée) : spark(A) et la co-
hérence mutuelle µ(A), dont voici les définitions.

Définition 1 (spark(A)) 9 Soit la matrice A ∈ RP×N ,
spark(A) est le plus petit nombre de colonnes de A qui sont
linéairement dépendantes.

Le calcul de spark(A) est NP-difficile, mais on peut facilement
montrer les propriétés suivantes :

P1 spark(A) = 1 si et seulement si une colonne de A est
nulle ;

P2 si toutes les sous-matrices de A de dimension P × P sont
régulières, spark(A) = P + 1 ;

P3 dans tous les cas, spark(A) ≤ rank(A) + 1.

9. spark(A) est lié au rang de Kruskal de A, k-rank(A), par la relation
[114] : spark(A) = k-rank(A) + 1. Ceci correspond à la propriété P2.
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Définition 2 (Cohérence mutuelle : µ(A)) Soit la matrice A ∈
RP×N , µ(A) est le maximum des valeurs absolues des coeffi-
cients de corrélation entre les colonnes de A :

µ(A) , max
i 6=j

|aT
i aj |

‖ai‖ ‖aj‖
. (34)

où ‖u‖ est la norme euclidienne (`2) du vecteur u.

La cohérence mutuelle caractérise le conditionnement de la
matrice de mélange. Si deux colonnes, ai et aj , sont colinéaires,
la cohérence mutuelle µ(A) = 1 : il sera impossible de séparer
les sources i et j qui vivent dans le même espace. Si ai et aj ,
sans être colinéaires, sont très proches, les sources i et j seront
très difficiles à séparer.

Nous pouvons maintenant énoncer deux résultats d’unicité ap-
plicables en séparation de sources dans le cas de mélanges sous-
déterminés. Considérons d’abord le problème avec la contrainte
`0 :

P0 : minimiser ‖s‖0 sous la contrainte As = x. (35)

Théorème 4 (voir [66, 86]) Si le système indéterminé d’équa-
tion linéaire As = x possède une solution so telle que ‖so‖0 <
1
2 spark(A), alors so est l’unique solution la plus parcimonieuse.

Ce théorème montre que s’il existe une solution so qui est suf-
fisamment parcimonieuse, c’est l’unique solution.

Cependant, rechercher des solutions avec la contrainte de
pseudo-norme `0 minimum relève d’un problème d’optimisation
non convexe, qui est NP-difficile. De nombreux algorithmes pro-
posent de relacher la contrainte `0 avec une contrainte `1, ce
qui rend le problème d’optimisation convexe. Le problème à ré-
soudre s’écrit alors :

P1 : minimiser ‖s‖1 sous la contrainte As = x. (36)

Mais, dans ce cas, à quelle condition la solution est-elle unique
et identique pour les deux problèmes P0 et P1 ?

Donoho et al. [66], Gribonval et Nielsen [86] ont montré que
la solution du problème avec contrainte `1 est équivalente à celle
avec la contrainte `0 sous la condition suivante.

Théorème 5 Si As = x a une solution so qui satisfait ‖so‖0 <
1+µ(A)−1

2 , cette solution est l’unique solution à la fois des pro-
blèmes (35) et (36).

Remarquons cependant que la condition de parcimonie qui as-
sure l’équivalence entre les problèmes P0 et P1, exige une plus
grande parcimonie que la condition obtenue pour le problème
(P0). En effet, on a l’inégalité

1 + µ(A)−1 ≤ spark(A),

et généralement 1 + µ(A)−1 � spark(A).

7.3.4 Algorithmes pour l’estimation des sources

Dans le cas de mélanges sous-déterminés de sources parcimo-
nieuses, après avoir estimé la matrice du mélange, on peut esti-
mer les sources en utilisant plusieurs familles d’algorithmes :

— des algorithmes visant à résoudre le problème P0 : ce pro-
blème est NP-difficile, mais il existe des algorithmes glou-
tons comme Matching Pursuit (MP) proposé par Mallat et
Zhang en 93 [116] ou Orthogonal Matching Pursuit (OMP)
proposé par Pati et al. [131] pour pallier l’accumulation
d’erreurs de MP. On peut montrer [24] qu’OMP converge
vers la bonne solution sous des conditions légères ;

— des algorithmes visant à résoudre le problème P1, qui lui
est convexe : cette famille inclut les algorithmes de type
LASSO [168] comme Basis Pursuit de Chen et Donoho
[33]. Une synthèse de ces algorithmes est présentée dans
[187].

— des algorithmes proposant une approximation différen-
tiable de la contrainte `0, comme l’algorithme SL0 [121].
Pour un scalaire s, on peut utiliser l’approximation sui-
vante (mais d’autres choix sont possibles) qui dépend d’un
seul paramètre σ :

fσ(s) = 1− exp
(
− s2

2σ2

)
. (37)

Pour un vecteur s = [s1, . . . , sN ]T ∈ RN , l’approximation
est alors :

N∑
i=1

fσ(si) = N −
N∑
i=1

exp
(
− s2i

2σ2

)
≈ ‖s‖0 , (38)

et tend vers ‖s‖0 si σ → 0. Cette fonction, indéfiniment
différentiable, dépend du seul paramètre σ qui contrôle la
régularité et la précision de l’approximation. Par ailleurs,
dans le cas bruité, le paramètre σ permet aussi de contrôler
les valeurs du signal si qui seront considérées comme du
bruit : pour |si| < 3σ, fσ(si) < 0, 01.

8 Mélanges non linéaires
Dans certaines applications, la relation entre les signaux me-

surés sur les capteurs et les sources n’est pas linéaire. Citons trois
exemples.

1. Les capteurs chimiques, utilisés pour mesurer les concentra-
tions ioniques dans une solution, sont peu sélectifs et présentent
une réponse non linéaire [67]. Selon le modèle de Nicolsky-
Eisenman, la tensionE fournie par le capteur (spécifique de l’ion
i) s’écrit :

E = E0 + d log
(
ci +

∑
j,j 6=i

Kija
zi/zj
j

)
, (39)

oùE0 est une constante, ai représente l’activité de l’ion principal
i et les aj les activités des ions interférents, Kij est le coefficient
de sélectivité du capteur, et zi est la valence de l’ion i.

2. Considérons maintenant une feuille de papier mince avec
des inscriptions sur le recto et le verso. En raison de la trans-
parence du papier, l’image scannée d’une face de la feuille est
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un mélange non linéaire des images recto et verso, que l’on peut
modéliser [119] :{

xsr(m,n) = f ir(m,n) + b1f
i
v(m,n) exp(c1f

i
r(m,n))

fsv (m,n) = f iv(m,n) + b2f
i
r(m,n) exp(c2f

i
v(m,n))

où les indices r et v correspondent à recto et verso, et les indices i
et s à idéal et scannée. Ce mélange complexe peut être approximé
par un mélange bilinéaire après développement de Taylor des
termes exponentiels.

3. En imagerie satellitaire, les capteurs produisent des images
hyperspectrales (plusieurs centaines de bandes de fréquences).
La résolution spatiale est telle que chaque pixel représente une
surface de quelques dizaines de mètres de côtés, parfois plus.
Aussi, le spectre reçu sur le satellite est un mélange des spectres
des différents éléments (végétation, eau, asphalte, constructions)
présents dans la zone associée au pixel. Lorsque la surface est
plane, un mélange linéaire est un bon modèle du spectre mesuré.
Mais lorsque la surface présente un relief important, ou lorsqu’il
y a de multiples réflexions (comme en milieu urbain), un modèle
non linéaire est indispensable pour modéliser le mélange avec
suffisamment de précision [62].

8.1 Les mélanges non linéaires sont-ils identi-
fiables?

Dans le cas général, le mélange non linéaire (NL) de sources
s peut s’écrire :

x = F(s). (40)

Pour compenser le mélange, on cherche donc une transformation
NL G telle que :

ŝ = (G ◦ F)(s) = H(s). (41)

Pour que les sorties estimées, ŝ, soient égales aux sources s à un
facteur d’échelle et une permutation près, une condition néces-
saire (non suffisante) est que la matrice Jacobienne de la trans-
formation H soit diagonale, à une permutation près. Taleb [164]
qualifie cette transformation de triviale, et la définit comme suit.

Définition. Une bijectionH de RN est dite triviale si et seule-
ment si il existe des fonctions scalaires hi, 1 ≤ i ≤ N , et une
permutation σ de l’ensemble {1, 2, . . . , N} telles que ses com-
posantesHi sont fonctions d’une seule source :

Hi(s1, . . . , sN ) = hi(sσ(i)), i = 1, . . . , N, (42)

On voit qu’une transformation triviale ne mélange pas les
sources, mais applique une transformation non linéaire diagonale
et une permutation arbitraires. La transformation non linéaire
peut modifier considérablement le signal source : une telle in-
détermination n’est évidemment pas acceptable.

Par ailleurs, la préservation de l’indépendance statistique n’est
pas suffisante pour assurer la séparation dans le cas non linéaire.
En effet, à partir d’une simple méthode constructive, Darmois
avait prouvé dans les années 50 que l’on peut trouver une infi-
nité de mélanges non linéaires avec une matrice Jacobienne non
diagonale qui préserve l’indépendance (donc correspondant à un
mélange non trivial, qui ne fournit pas des sources séparées).

Cette méthode constructive est présentée simplement dans [53,
ch. 14 pp. 553-554].

Ainsi, dans le cas non linéaire général, l’indépendance statis-
tique n’est pas suffisante pour séparer les sources. Par ailleurs,
dans le cas où la matrice Jacobienne est diagonale, les sources
estimées sont des fonctions NL inconnues des sources. En effet,
si les sources si(t) et sj(t) sont statistiquement indépendantes,
fi(si(t)) et fj(sj(t)), où f1(.) et f2(.) sont deux fonctions non
linéaires quelconques, sont encore indépendantes. Ainsi, dans le
cas général de mélanges NL, l’indépendance statistique ne per-
met pas d’estimer les sources ! Pour que les modèles non linéaires
soient identifiables et que l’on puisse séparer les sources, il faut
imposer d’autres contraintes.

Certains auteurs ont montré que la séparation n’était pas
unique à moins de prendre en compte la structure temporelle des
échantillons [95]. Almeida [9] postulait que la séparation était
possible pour des fonctions non linéaires lisses, mais Babaie-
Zadeh a montré que c’était inexact avec un contre-exemple [10].

Avec plusieurs doctorants (A. Taleb, M. Babaie-Zadeh, S. Hos-
seini et L. Duarte), Ch. Jutten s’est concentré sur des mélanges
particuliers, notamment les mélanges post-nonlinéaires (PNL) et
bilinéaires, pour lesquels des résultats d’identifiabilité [7] et des
algorithmes ont été développés [53, ch.14]. Sous des conditions
faibles (par exemple les fonctions non linéaires dans le mélange
PNL doivent être inversibles), les sources sont identifiables avec
les mêmes indéterminations d’échelle et de permutation que dans
les mélanges linéaires. Une synthèse de ces méthodes se trouve
dans l’article [59] et dans le livre [60].

Une approche récente originale [72] a été explorée par B. Eh-
sandoust durant sa thèse. Si la non-linéarité est dérivable en tous
points, le mélange non linéaire peut être approché par un mélange
localement linéaire. Bien sûr, l’approximation linéaire du mé-
lange change en chaque point. Ainsi, on remplace un problème de
séparation de sources dans un mélange non linéaire invariant, par
un problème de séparation de sources dans un mélange linéaire
variant. Cette approche permet de séparer les sources dans un
cadre très général, mais les sources sont estimées à une fonction
non linéaire près. En exploitant des informations a priori sur les
sources, on peut concevoir des méthodes permettant de compen-
ser cette distorsion [63, 68].

8.2 Mélanges post-nonlinéaires (PNL)
Ce type de mélange correspond à un mélange linéaire suivi,

composante par composante, par une tranformation non linéaire
(NL). Il peut être associé à un système dans lequel les capteurs
sont non linéaires (par exemple, à cause de saturations, etc.). On
a représenté schématiquement ce type de mélange et la structure
de séparation à la figure 8.

Ce mélange a été étudié initialement par A. Taleb et Ch. Jut-
ten [165, 166]. Avec ce mélange et la structure proposée, pourvu
que la matrice de mélange A soit non diagonale, il existe des
solutions avec les mêmes indéterminations (facteur d’échelle et
permutation) que les mélanges linéaires. En effect, si la matrice
A est diagonale (à une permutation près), chaque sortie du mé-
lange PNL est une fonction non linéaire d’une seule source : les
sorties sont donc déjà statistiquement indépendantes. On ne peut
donc rien faire de mieux, à moins de connaitre les fonctions f1 et
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FIGURE 8 – Mélange post-nonlinéaire et la structure de sépara-
tion à estimer. Les sources et le mélange (en gris) sont incon-
nus. La structure de démélange comporte des non-linéarités pour
compenser f1 et f2) suivies par une partie linéaire, notée B.

f2. Dans les premiers travaux, la partie NL de la structure de dé-
mélange est un perceptron multi-couches (MLP), ce qui permet
d’approximer toute fonction continue et bornée, la partie linéaire
est une simple matrice B. Les paramètres du MLP et de la ma-
trice de séparation B sont calculés de sorte que les sorties esti-
mées, ŝ1(t) et ŝ2(t), soient statistiquement indépendantes. Dans
[166], la mise en oeuvre algorithmique s’effectue en utilisant le
critère d’information mutuelle qui avait été proposé par Comon
quelques années auparavant [46].

Ces mélanges PNL ont donné lieu à de nombreux travaux, et
ont été étendus à des mélanges convolutifs post-non linéaires [10,
11].

8.3 Mélanges bilinéaires et bilinéaires-
quadratiques multivariés

Les mélanges bilinéaires-quadratiques sont caractérisés par
l’équation de mélange suivante :

xi(t) =

N∑
j=1

aijsj(t) +

N∑
k=1

N∑
l=k

biklsk(t)sl(t). (43)

Dans les mélanges bilinéaires, les termes quadratiques (s2k, k =
1, . . . , N ) sont nuls, ce qui est obtenu en modifiant les bornes
dans le second terme de droite :

∑N−1
k=1

∑N
l=k+1 biklsk(t)sl(t).

Dans le cas de ces mélanges, on peut proposer une architec-
ture de séparation qui est directement fondée sur cette équation,
à savoir que les sources estimées, ŝi(t), i = 1, . . . , N ; doivent
s’écrire :

ŝi(t) = xi(t)−
N∑

j=1,j 6=i

lijŝj(t)−
N∑
k=1

N∑
l=k

qiklŝk(t)ŝl(t). (44)

Dans le cas simple d’un mélange bilinéaire de deux sources et
deux capteurs (N = P = 2), on a l’architecture présentée à la
figure 9.

Pour séparer un mélange linéaire quadratique, il faudrait ajou-
ter dans l’architecture de la figure 9 les deux termes quadratiques,
ŝ21(t) et ŝ22(t) : il y aurait donc deux paramètres supplémentaires
à estimer.

Pour calculer les paramètres de séparation, on utilise un critère
d’indépendance statistiques des sources estimées. Par exemple,

FIGURE 9 – Architecture de séparation pour un mélange bili-
néaire de 2 sources par 2 capteurs. Les paramètres sont ajustés
de façon à ce que les sources estimées deviennent statistiquement
indépendantes.

on peut annuler des statistiques d’ordres supérieurs [92], maxi-
miser la vraisemblance [93] ou minimiser l’information mutuelle
I(ŝ(t) [122].

On pourrait utiliser un filtre polynomial (e.g. multilinéaire) de
degré supérieur à deux. Le formalisme des filtres de Volterra le
permettrait [36, 150, 136]. Mais à notre connaissance cela n’a pas
été mis en œuvre pour la séparation de sources.

9 De la séparation de sources à la facto-
risation en matrices non négatives

9.1 Cas de sources et mélanges non négatifs
Soit un ensemble d’observations de la forme xt = Ast, t =

1, . . . , T . En posant X = [x1, . . . ,xT ]T et S = [s1, . . . , sT ]T,
la séparation de sources revient à résoudre le problème de facto-
risation matricielle :

X = AS, (45)

où A et S sont inconnues. Sous l’hypothèse de non-négativité
des sources et des coefficients du mélange, c’est-à-dire lorsque
tous les éléments de X,A et S) sont non négatifs, (45) revient
à la factorisation de X en matrices non négatives (NMF pour
Nonnegative Matrix Factorization) [53, ch.13].

On observe que le problème de factorisation, X = AS, est
mal posé. En effet, il existe une infinité de factorisations pos-
sibles,

X = AS = AQQ−1S, (46)

où Q est une matrice inversible de tailleN×N (N est le nombre
de sources). Avec la contrainte de non-négativité, on restreint les
indéterminations, puisque cette contrainte impose aussi

AQ ≥ 0 et Q−1s ≥ 0, (47)

où la notation M ≥ 0 signifie que tous les éléments de la matrice
M sont non négatifs.

Cependant, cette restriction n’est en général pas suffisante
pour garantir l’unicité (aux indéterminations d’échelle et de
permutation) de la solution en séparation de sources.
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Le problème de factorisation en matrices non négatives (NMF,
pour Nonnegative Matrix Factorization) a été étudié dans un
cadre algébrique [167, 18, 32]. Il a ensuite été popularisé par
des applications en traitement du signal et sciences des données,
notamment pour la chimiométrie [130], la reconnaissance de vi-
sages [107] et la fouille de données [77]. Il a été considéré en
séparation de sources [137, 125], en particulier dans le cas de
sources audio [137, 76] et d’images hyperspectrales [127]. En
effet, lorsque les sources audio (parole ou musique) sont repré-
sentées par les spectres de puissance, les sources (spectres) sont
non négatives ainsi que les coefficients du mélange. Dans le cas
d’images hyperspectrales, les spectres (sources) sont non néga-
tifs, et les coefficients de mélanges sont associés aux proportions
(abondances) des éléments (eau, végétation, asphalte, etc.) sur
chaque pixel de l’image, qui sont aussi des quantités non néga-
tives.

Pour exploiter et préserver le caractère non négatif des sources
et des mélanges, il faut bien sûr éviter de centrer les observations,
comme on le fait généralement dans les méthodes statistiques de
séparation de sources.

9.2 Géométrie des sources et mélanges non néga-
tifs

Si l’on suppose que les observations sont des mélanges non
négatifs de sources non négatives, le modèle xt = Ast, t =
1, . . . , T est tel que les éléments de la matrice de mélange (in-
connue) A et des sources (inconnues) st sont non négatifs. On
observe alors des propriétés géométriques intéressantes.

L’équation xt = Ast peut aussi s’écrire :

xt = Ast =

N∑
n=1

ansnt, (48)

où an est la n-ième colonne de A et snt ≥ 0 est l’échantillon de
la source n à l’indice t. Cette équation montre que les observa-
tions xt ∈ RP , ∀t = 1, . . . , T , se trouvent à l’intérieur du cône
engendré par les vecteurs colonnes de la matrice de mélange A.

En tenant compte de la non-négativité des quantités A et st,
on déduit :

— snt ≥ 0, ∀n, t, donc les vecteurs st sont associés à un
point dans l’orthant non négatif de dimension N (N est le
nombre de sources) : RN+ ∪ {0}.

— les composantes des colonnes an de la matrice A ayant
des valeurs non négatives, les vecteurs an sont situés dans
l’orthant non négatif de dimension P : RP+ ∪ {0},

— les observations xt sont donc situées à l’intérieur du cône
cone(A) dont les arêtes sont les an et qui est inclus dans
l’orthant non négatif de dimension P : RP+ ∪ {0}.

Ceci est illustré à la figure 10, dans le cas simple de 3 mélanges
de 3 sources (N = P = 3).

On peut également représenter les sources, xt, et les observa-
tions, xt, en les normalisant :

snort =
st∑N

n=1 snt
et xnort =

xt∑P
p=1 xpt

. (49)

Cette normalisation correspond à une norme `1 car la non-
négativité des signaux implique

∑N
n=1 snt = ‖st‖1 et

FIGURE 10 – Représentation de sources st non négatives et de
leurs mélanges A non négatifs, pour N = P = 3. Les points
associés aux vecteurs sources st (points rouges à gauche) sont
situés dans l’orthant non négatif. Ceux associés aux observations
xt (points bleus à droite) sont engendrés par les 3 vecteurs co-
lonnes an, et situés à l’intérieur du cône dont les arêtes (en rouge)
sont les an, cône qui est inclus dans l’orthant non négatif.

∑P
p=1 xpt = ‖xt‖1. Elle est aussi associée à une hypothèse de

”somme à un” sur les sources, aussi appelée ”column stochas-
tic” : ceci s’applique lorsque, à chaque indice t, les valeurs snt
sont par exemple des probabilités (data mining) ou bien des abon-
dances (en imagerie hyperspectrale) dont la somme vaut 1. On
peut trouver les détails du calcul de normalisation de l’équation
x = As dans [77, encadré page 66].

Les observations normalisées appartiennent donc au sous-
espace affine de dimension P − 1 et d’équation

∑P
p=1 xp = 1.

La projection du cone associé à A est alors un simplexe (si A
est de rang plein) dont les sommets correspondent aux vecteurs
colonnes de A (la Fig. 11 illustre cette situation dans le cas
N = P = 3). Ce simplexe (c’est-à-dire l’enveloppe convexe)
contenant toutes les observations xt est noté convh(X) (pour
convex hull en anglais) et vérifie : convh(X) ⊆ convh(A).

FIGURE 11 – Dans le cas N = P = 3, les observations xt
(points bleus à droite) sont à l’intérieur du cone généré par les
trois colonnes an de la matrice de mélange. Après normalisation
`1, ces points sont projetés dans le simplexe (à droite) dont les 3
sommets correspondent aux 3 colonnnes normalisées de A.

9.3 Condition d’unicité de la factorisation
Dans ces représentations géométriques, certains points parti-

culiers suggèrent des conditions d’unicité de la factorisation et
deux familles d’algorithmes.
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Points sur les rayons extrêmes du cone. Si une observation xt
est telle que : xt = Ast = ansnt, le point appartient à l’arête an
du cone. Dans le simplexe associé, le point normalisé se projette
sur le sommet correspondant à an/‖an‖1. Ceci est illustré pour
N = P = 3 à la figure 12. S’il existe des observations xt situées
sur chacune des arêtes du cone, on peut identifier les colonnes
de la matrice de mélange : la factorisation est donc unique à un
facteur d’échelle et une permutation près.

FIGURE 12 – Les observations xt sont de la forme xt = αan
(α > 0). Elles sont localisées sur les arêtes du cone. Après nor-
malisation `1, ces points sont projetés sur les sommets du sim-
plexe correspondant aux colonnnes normalisées de A.

Points situés sur les facettes du cone. Ces points correspondent
à des observations xt associées à des sources st avec au moins
une valeur nulle. De tels points sont situés sur les facette du cone,
ou après normalisation, sur les facettes du simplexe. Dans le cas
où N = P = 3, les points sur les facettes correspondent à :
xt = aisit + ajsjt, avec i, j ∈ {1, 2, 3}. Ceci est illustré à la
figure 13.

Dans les deux situations que nous venons de voir, les observa-
tions xt permettent d’identifier A car cone(X) = cone(A), ou
après normalisation convh(X) = convh(A).

FIGURE 13 – Les observations xt sont de la forme xt = aisit +
ajsjt. Elles sont localisées sur les facettes du cone. Après norma-
lisation `1, ces points sont projetés sur les facettes du simplexe.

Dispersion des points. Si pour un index t, les valeurs des
sources sont assez similaires, le point xt se trouvera au milieu
du cone ou du simplex. Si tous les xt sont ainsi, l’ensemble des
observations est concentré au mileu du cone ou du simplex, et il
n’y a pas de point proche des arêtes ou des facettes : l’estima-
tion des colonnes de A n’est alors pas possible. Dans de telles

situations, la factorisation ne sera pas unique et la séparation de
sources est impossible. Cette situation est illustrée à la figure 14
dans le cas N = P = 3.

FIGURE 14 – Si les sources sont non nulles avec des valeurs si-
milaires, les observations xt sont localisées à l’intérieur du cone
ou du simplex, loin des arêtes et des sommets. Dans de tels cas
de faible dispersion, on ne peut pas identifier de façon unique les
colonnes de A : la factorisation et la séparation sont impossibles.

Ces illustrations suggèrent que la factorisation (et donc la sépa-
ration) sera possible si les sources sont suffisamment dispersées à
chaque indice t. Avec des sources parcimonieuses, la situation est
encore plus favorable, car pour chaque indice t, l’existence d’une
unique source active, ou d’une partie seulement des sources ac-
tives, est probable, ce qui entraine une large dispersion des points
xt avec certains points localisés près des arêtes et des facettes du
cone ou du simplexe. Ceci a conduit à l’énoncé de conditions
d’unicité (aux indéterminations d’échelle et de permutation) ex-
ploitant l’existence d’observations sur les arêtes du cone(A) (ou
les sommets du simplexe) ou la dispersion des xt à l’intérieur
du cone ou du simplexe. Le lecteur curieux pourra trouver ces
résultats dans l’ouvrage de N. Gillis [83] et dans ces tutoriels
[21, 82, 77].

9.4 Principes de quelques algorithmes

Les approches classiques de NMF consistent à résoudre :

min
A,S
‖X −AS‖2F avec A ≥ 0 et S ≥ 0, (50)

où ‖.‖F désigne la norme de Frobenius d’une matrice. Ce pro-
blème de minimisation (conjointe sur A et S) est non convexe et
on procède souvent par une minimisation alternée. A l’itération
k, on fait :

(1) minA ‖X −ASk−1‖2F avec A ≥ 0,

(2) minS ‖X −AkS‖2F avec S ≥ 0.
(51)

Cependant, ce type d’algorithme additif ne garantit pas la non-
négativité qui doit être vérifiée à chaque itération. Pour l’éviter,
Lee et Seung en 1999 [107] ont proposé une mise à jour multi-

19



plicative qui préserve intrinsèquement la non-négativité :

(1) aij ← aij
(XST)ij
(ASST)ij

(2) sjk ← sjk
(ATX)jk
(ATAS)jk

.
(52)

Cet algorithme est simple, mais converge lentement. De plus, si
un paramètre à estimer devient égal à 0, il ne variera plus : pour
pallier ce problème, on peut remplacer cette valeur nulle par un
petit nombre positif aléatoire.

Au-delà de ces algorithmes classiques, il existe deux fa-
milles d’algorithmes exploitant les particularités géométriques
présentées ci-dessus. Nous insistons sur le fait qu’outre la non-
négativité des sources, ces deux familles exploitent également
leur parcimonie.

— La première famille d’algorithmes suppose l’existence de
mesures xt qui sont dues à une source dominante, c’est-
à-dire que st ne comporte qu’une composante non nulle :
ces points sont donc portés sur les arêtes de cone(A) ou
les sommets du simplexe convh(A). Si un tel point existe
pour chacune des colonnes de A, l’estimation de A de-
vient très simple. Pour y parvenir, il suffit donc d’identifier
les observations xt correspondant à ces arêtes. De nom-
breux algorithmes ont été proposés pour cela, en particulier
pour le démélange spectral. Le principe des algorithmes
recherchant le Pixel Purity Index remonte à Boardman en
1994 [22], mais de nombreuses variantes ont été propo-
sées, comme Successive Projection Algorithm ou Vertex
Component Analysis[127].

— La seconde famille consiste à rechercher le N -simplexe
de volume minimal contenant toutes les observations xt
normalisées. Si les observations sont suffisamment disper-
sées, on peut prouver [115, 77] qu’il existe une solution
unique (aux indéterminations d’échelle et de permutation
près) vers laquelle ces algorithmes convergent. De nom-
breux algorithmes ont été conçus, en particulier pour le
démélange spectral [108] : MVSA, SISAL, MVES, MVC-
NMF, ICE, pour n’en citer que quelques-uns.

Les codes de certains de ces algorithmes sont accessibles sur
les sites de collègues scientifiques, comme ceux de N. Gillis [81]
ou celles de notre regretté collègue J. Bioucas [20].

10 Vers plus de diversité
La séparation aveugle de sources est connue principalement

sous hypothèse de sources indépendantes. Mais nous avons vu
que d’autres hypothèses, telles que la non-stationnarité ou la cou-
leur des sources, permettent de se passer de leur indépendance
statistique au sens fort (i.e. aux ordres supérieurs à 2). Il existe
encore bien d’autres approches fonctionant sous d’autres hypo-
thèses. C’est le cas des approches tensorielles déterministes, dont
nous allons parler brièvement maintenant.

Lorsque les signaux enregistrés dépendent de plus de 2 va-
riables physiques, disons 3 pour fixer les idées, alors les données
peuvent être rangées dans un tableau de la forme T (i, j, k) =
f(xi, yj , zk), puisque les variables sont nécessairement discréti-
sées dans des mesures numérisées.

Dans certaines situations, les données mesurées sont la super-
position de fonctions à variables séparées, et le modèle d’obser-
vation suivant est réaliste [52] :

T (i, j, k) =

R∑
r=1

ar(xi)br(yj)cr(zk) + bruit (53)

Ce modèle est connu sous le nom de décomposition canonique
tensorielle [90]. Le principal intérêt de recourir à ce modèle et
d’identifier les matrices représentant les fonctions a(·), b(·) et
c(·) est que, sous des hypothèses assez faibles (notamment R
pas trop grand), ces matrices peuvent être identifiées de manière
unique à une permutation et un facteur d’échelle près [163].

On peut suivre cette idée dans de nombreux domaines, notam-
ment en chimiométrie [161] ou en traitement d’antenne [157]
[113] [141] ; par exemple on peut exploiter la diversité de ré-
ponse spatiale de capteurs [142], la diversité de vitesses de pro-
pagation [140], ou celle de polarisation des ondes [139]. No-
tons qu’il existe de nombreuses autres manières d’exprimer sous
forme tensorielle la structure des données, par exemple Hankel,
Löwner [172] [57], Prony multivariée [87] [154], nonstationna-
rité en temps ou inhomogéneité en espace [12]...

La prise en compte des informations sur la nature des données
confère généralement à ce type d’approche de meilleures perfor-
mances. La contrepartie est souvent un coût calcul plus élevé,
étant donné que décomposer un tenseur en somme de termes de
rang 1, ou approximer un tenseur par un autre de rang plus faible,
sont des problèmes difficiles [159] [56].

Il est important de signaler que la contrainte de non-négativité
permet à l’approximation tensorielle de rang faible d’exister et
d’être unique [138], sans empêcher un calcul relativement rapide
pour autant [37].

En revanche, le problème de l’approximation tensorielle de
rang faible est généralement mal posé et des contraintes ap-
propriées sont nécessaires ; la non-négativité en est une parmi
d’autres. En traitement d’antenne par exemple, on préfèrera une
contrainte sur la cohérence mutuelle (ou le spark) [114] [153].

Dans certaines applications, la parcimonie est attendue dans
une ou plusieurs des matrices-facteurs de la décomposition (53)
[13]. On peut l’imposer avec les normes `1 [178] ou `1,2 [14],
éventuellement conjointement avec la non-négativité. On impose
cette contrainte matricielle en calculant la décomposition cano-
nique tensorielle, par exemple avec l’algorithme ADMM, sans
oublier d’ajouter une pénalité assurant l’existence de l’approxi-
mation de rang faible.

11 Discussion
La séparation de sources est un problème qui trouve des ap-

plications dans de nombreux domaines [53], dont certains im-
pliquent le recours explicite aux décompositions tensorielles :
biomédical [57], imagerie hyperspectrale et télédétection [173],
télécommunications [158] [149], sonar/radar [141] [153], chi-
mie [161]. Ce problème a aussi été considérablement étudié pour
la séparation de signaux audio, en particulier parole et musique
[128, 61, 17, 174, 80, 71], avec l’organisation des compétitions
internationales SISEC (voir par exemple {https ://sisec.inria.fr})
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conduites notamment par Emmanuel Vincent et plus tard par An-
toine Liutkus, et soutenues initialement par un projet du GdR
ISIS [176].

Les solutions exploitent toujours plusieurs formes de diver-
sité : diversité spatiale en jouant sur le nombre de capteurs, diver-
sité temporelle en jouant sur la coloration ou la non-stationarité
des sources, ou d’autres a priori comme la non négativité, la par-
cimonie, ou le caractère discret.

Les travaux dans ce domaine ont été primés avec de nombreux
Best Paper Awards, plusieurs grand prix, deux médailles d’ar-
gent du CNRS, et deux projets ERC. N’oublions pas la une du
Washington Post en 2013 avec une image du rayonnement cos-
mique de l’univers obtenue par les travaux de J.-F. Cardoso à
partir des données de la mission Planck.
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