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Résumé

La fonction de Weierstrass est l’un de ces objets mathématiques dits � pathologiques �, continue
partout, nulle part dérivable. Mais quelle est, au fond, son origine ? Lubie de mathématicien, qui
remet en question les canons de l’analyse classique du XIXième siècle, ou outil extraordinaire, dont
les possibilités n’avaient été, sur le moment, qu’à peine entrevues ?

AMS Classification : 37F20-28A80-05C63.

Introduction

La fonction de Weierstrass, introduite dans la seconde moitié du XIXième siècle par Karl Weiers-
trass [KH16], [Wei75], est l’un de ces objets mathématiques que l’on qualifie de � pathologique �,

continue partout, mais nulle part dérivable. Etant donné λ ∈ ]0, 1[, et un réel b tel que λ b > 1 +
3π

2
,

la fonction est la somme de la série trigonométrique uniformément convergente

x ∈ R 7→
+∞∑
n=0

λn cos (π bn x) .

L’histoire de cette fonction, et son introduction, par Karl Weierstrass, présente un intérêt parti-
culier, tant sur le plan mathématique qu’historique. Sur le plan mathématique, bien sûr, plus que celle
de Bernhard Riemann en 1861 [Dar75], puisque, cette fois-ci, la preuve de la non dérivabilité a été
donnée. Si toutes les théories existantes, qui remontaient à André-Marie Ampère, au début du siècle,
se trouvent, brutalement, remises en question, elles conduisent à un nouvel essor, qui va, au sein de la
communauté, susciter l’émergence d’autres fonctions possédant des propriétés similaires.

D’un point de vue historique, l’apparition de cette fonction cöıncide avec le renouveau matériel,
moral et conceptuel initié par la Prusse au XIXième siècle, dans le cadre de l’unité allemande, et qui a,
probablement, joué un rôle dans la nomination de Karl Weierstrass, jusqu’alors enseignant de lycée,
comme Professeur à l’Université Friedrich-Wilhelms de Berlin.

Karl Weierstrass s’est fait connâıtre, au départ, pour ses résultats sur les fonctions abéliennes [Wei54],
[Wei56] : l’université allemande ne pouvait passer à côté d’un tel talent. Ce choix s’est avéré plus que
juste. La fonction de Weierstrass function est restée dans l’histoire. Son impact se fait encore ressentir,
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même s’il a fallu quelque temps avant que d’autres propriétés ne soient découvertes.

Mais oui ! En sus de son caractère nulle part dérivable, la fonction présente des propriétés d’au-
tosimilarité. Après les travaux d’A. S. Besicovitch et de H. D. Ursell [BU37], c’est Benôıt Mandel-
brot [Man77] qui a mis en évidence le caractère fractal de la courbe associée à cette fonction. Il a, aussi,

émis l’hypothèse selon laquelle la dimension de Hausdorff de la courbe serait égale à DW = 2 +
lnλ

ln b
.

Même s’il n’a pas démontré ce résultat, d’autres l’ont fait par la suite, mettant en lumière la perception
mathématique pour le moins exceptionnelle de Mandelbrot.

A la lumière de tout ceci, il semble important de s’intéresser à la fonction de Weierstrass dans
une perspective historique, ce, d’autant plus que des discussions très riches à son sujet sont toujours
au cœur des préoccupations de la communauté mathématique.

Par exemple, dans [Dav18], il est montré que, lorsque b = Nb est entier, la dimension de Minkowski
de la Courbe de Weierstrass, qui se trouve, aussi, être égale à la dimension de Hausdorff [KMPY84],
[BBR14], peut, contrairement aux travaux existants, être obtenue de façon simple, sans recourir à
des outils nécessitant des connaissances poussées en théorie des systèmes dynamiques. Tout ceci est
obtenu à l’aide de préfractales, c’est-à-dire de suites de graphes approchant la courbe.
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Au prisme de l’histoire :

d’Ampère et ses croyances, aux objets pathologiques

En 1806, André-Marie Ampère [Amp06] a donné ce qu’il considérait comme � une preuve �

du fait que, pour une courbe donnée, il est toujours possible, sauf en un nombre fini de points, d’en
calculer la pente. Cette � preuve �, que l’on trouve dans les ouvrages de Mathématiques de l’époque,
a ainsi servi de référence jusqu’au milieu du XIXième siècle.

Le début du mémoire d’André-Marie Ampère [Amp06].
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Tout ceci a duré un certain temps : jusque vers 1860 environ, pour être exact. Voici ce qu’écrit Jean Gas-
ton Darboux [Dar75] :

Gaston Darboux fait, bien sûr, référence à l’évocation, en 1861, par Bernhard Riemann, alors
Professeur à l’Université de Göttingen, de l’existence d’une fonction continue qui ne serait nulle part
dérivable :

x 7→ R(x) =
+∞∑
n=1

sinn2 x

n2

Il n’est pas certain que Riemann ait jamais donné de preuve. Si c’est le cas, on n’en trouve au-
cune mention dans la littérature de l’époque. Personne d’ailleurs, à ce moment là, n’avait d’idée pour
l’obtenir.

Quelque deux ans plus tard, durant l’hiver 1863-1864, l’ancien enseignant de lycée (1842-1855)
Karl Weierstrass, qui était, depuis 1856, Professeur dans ce qui était en passe de devenir l’Université
Friedrich-Wilhelm de Berlin (the Königliches Gewerbeinstitut), donna un cours sur les fonctions ana-
lytiques (des fonctions développables en série). C’est à cette occasion particulière qu’il évoqua, pour
la première fois, une nouvelle fonction, continue partout, mais nulle part dérivable, fonction qui serait
ensuite appelée, bien sûr, � fonction de Weierstrass �. Comment eut-il l’idée d’une telle fonction ?
D’aucuns, comme J.-P. Kahane [Kah64], suggèrent que ce fut à la suite de la fonction de Riemann,
dont il ne savait pas prouver le caractère non dérivable. Sans prendre parti, cela peut tout simplement
venir du fait que ces questions étaient dans l’air du temps. Pour utiliser une expression actuellement
bien en cour chez les historiens, on peut donc parler de � circulation des idées �.

Il est intéressant de noter que la nomination de Karl Weierstrass comme Professeur cöıncide avec
l’essor global, matériel, moral, conceptuel, initié par la Prusse. La Prusse voulait d’une science alle-
mande qui domine le monde. Ainsi, lorsque le ministre de l’enseignement autrichien, Leopold Graf von
Thun und Hohenstein, proposa à Karl Weierstrass de lui attribuer une chaire, dans l’université de son
choix, avec un salaire annuel de 2000 gulden [KH16], Berlin fit immédiatement une contre-proposition.
C’est alors le moment culminant du processus de renouveau prussien, lancé en 1806, après la défaite
de Iéna contre Napoléon.

En 1864, ainsi, l’Université Friedrich-Wilhelm attribua une chaire à Karl Weierstrass, au moment
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Karl Weierstrass jeune. Institut Mittag-Leffler.

exact où Bismarck lançait l’unification allemande (Guerre des duchés). Tout était alors concerné : les
sciences, l’industrie, la prospérité, le pouvoir politique et militaire.

Au-delà de cette configuration, l’histoire de cette fonction, et son émergence au sein de la commu-
nauté mathématique de l’époque, revêt un intérêt particulier. Commençons donc par nous intéresser à
la plus ancienne mention connue de son existence, un fac-similé de notes manuscrites d’Hermann Aman-
dus Schwarz, alors âgé de 20 ans, qui suivait le cours du Professeur Weierstrass (ABBAW, Nachlass
Schwarz, Nr. 29, Archivs der Berlin-Brandenburgischen Akademie der Wissenschaften, [KH16] :

� Il n’est pas prouvé que de telles fonctions aient des dérivées. Les preuves sont fausses si je
montre que de telles fonctions, sont continues au sens précédent, mais n’ont de dérivées en aucun
point. �
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La plus ancienne source :
Des notes d’Hermann Amandus Schwarz, alors âgé de vingt ans, qui suivait le cours.

(ABBAW, Nachlass Schwarz, Nr. 29, Archivs der Berlin-Brandenburgischen Akademie der
Wissenschaften, [KH16].)

Mais il fallut attendre jusqu’au mois de Juillet 1872, le 18, pour la première présentation (orale) de
la fonction de Weierstrass suscitée, à l’Académie des Sciences de Berlin, par Karl Weierstrass lui-même.

En ce qui concerne la première référence écrite, elle se trouve dans une lettre écrite par Karl Weiers-
trass à Paul-Gustave du Bois-Reymond, en 1873 [Wei73] :

Début de la lettre écrite par Karl Weierstrass à P.-G. Du Bois-Reymond [Wei73].

La traduction donne :

� Cher collègue,

Dans votre dernier article, publié par Borchardt, vous exposez la preuve où je montre que,
sous les conditions que je donne, la fonction (...) n’est nulle part dérivable. Je suis d’accord avec tout. �

Il est légitime de se demander ce que pensait Karl Weierstrass de la fonction de Riemann. Déjà,
et avant toute chose, il a pointé l’absence de preuve, mais aussi, de précision : est-ce que la fonction R
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était partout non dérivable, ou bien alors, en quelques points quand même ?

Second extrait de la lettre écrite par Karl Weierstrass à P.-G. Du Bois-
Reymond [Wei73].
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� Il semble important de rappeler que Riemann a présenté cette fonction à ses étudiants en 1861.
Cette fonction n’est pas dérivable, pourtant, la preuve n’a été communiquée à personne, il a juste été
fait mention d’un recours à la théorie des fonctions elliptiques. On ne sait pas, non plus, si Riemann
a dit que sa fonction était nulle part non dérivable, ou bien en certains points seulement. �

Cette dernière remarque est d’autant plus intéressante, que ce n’est pas avant les années 1970 que
n’a été prouvé, par Joseph Gerver 1 [Ger70], le caractère dérivable de la fonction R en des multiples
rationnels particuliers de π, de la forme :

2 p+ 1

2 q + 1
π , p, q entiers

En ce qui concerne la publication, elle a eu lieu en 1875, dans le Journal de Crelle, au sein d’un
article écrit par P.-G. du Bois-Reymond [BR75] :

Extrait de l’article de P.-G. du Bois-Reymond dans le Journal de Crelle [BR75].

1. Joseph Leonid Gerver, Professeur émérite à l’Université de Rutgers (Camden, New Jersey) est aussi celui qui
a apporté une solution partielle au problème très concret du sofa, ou : quel est le sofa d’aire maximale que l’on peut
déplacer horizontalement dans un couloir d’un mètre de large, mais comportant un angle droit ? Le sofa obtenu par
Joseph Gerver comporte 18 sections de courbes, chacune prenant une forme analytique lisse.
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�Les fonctions présentées par Monsieur Weierstrass à son public habituel m’ont semblé différentes,
dans la mesure où elles n’ont, nulle part, de dérivée ; cela n’a jamais été prouvé auparavant ; et, en
dépit d’une apparence de grande simplicité, et aussi inconcevable que cela puisse parâıtre, elles n’ont
pas cette propriété attendue de dérivabilité. Cela ne concerne pas des points isolés, qui pourraient avoir
des singularités, mais des intervalles uniformément répartis au sein du domaine étudié. Pour mettre
fin à mes doutes, Monsieur Weierstrass a eu la gentillesse de me donner l’exemple d’une telle fonction,
et je lui en suis très reconnaissant ; c’est l’exemple d’une fonction continue partout, dérivable nulle
part, qui n’appartient pas aux ensembles habituels de fonctions. Ecoutez comme l’auteur la présente :
“ Etant donné un nombre réel x, un entier impair a, et une constante positive b, plus petite que un (...)
alors f(x) est une fonction continue partout qui, dès que le produit a b dépasse une certaine valeur,
n’est nulle part dérivable.” �

1

1-λ

1
x

-2

-1

1

2

La courbe de Weierstrass, dans le cas b = 3, λ =
1

2
.
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1

1-λ

1

1-λ

1
x

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

La courbe de Weierstrass, dans le cas b = 3, λ =
3

4
.

1

1-λ

1
x

-2

-1

1

2

La courbe de Weierstrass, dans le cas b = 7, λ =
1

2
.
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1
x

-2

-1

1

2

L’influence du paramètre b sur la courbe de Weierstrass.

Orange : b = 3 - Vert : b = 4 - Rouge : b = 7

L’impulsion donnée par Weierstrass a conduit, à partir des années 1870, à l’émergence d’autres
fonctions de ce type. On peut citer, notamment, celle proposée par Jean Gaston Darboux [Dar75], [Dar79] :

x 7→ Darboux(x) =
+∞∑
n=1

sin ((n+ 1) !x)

n !
·

1
x

1

La courbe de Darboux
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Jean Gaston Darboux prouve le caractère non dérivable de sa fonction (voir [Dar75], pages 107-
108). Le terme (n+ 1) !, plutôt que n !, peut intriguer. Il faut se pencher sur la preuve (non complètement
explicitée), pour comprendre qu’un n ! a remplacé le terme initial (n+ 1) !, le facteur crucial n+ 1
pour la non-dérivabilité aurait été porté manquant ...

Plus précisément : en introduisant un entier strictement positif N , Darboux a recours à une
décomposition de sa fonction sous la forme :

Darboux = φN + ψN

où, pour tout réel x :

φN (x) =
N−1∑
n=1

sin ((n+ 1) !x)

n !
, ψN (x) =

+∞∑
n=N

sin ((n+ 1) !x)

n !
·

Etant donné deux réels strictement positifs h et ε tels que :

N ×N !× h = 2 ε

alors, à l’aide d’un développement de Taylor à l’ordre 2 que le lecteur aura fait de lui-même :

φN (x+ h)− φN (x) =

N−1∑
n=1

{
h (n+ 1) !

cos ((n+ 1) !x)

n !
− h2

2
((n+ 1) !)2 sin ((n+ 1) !x)

n !

}
+ o

(
h2
)

on obtient � facilement � (pour reprendre les termes de Darboux) :

φN (x+ h)− φN (x)

h
=

N−1∑
n=1

{
h (n+ 1) !

cos ((n+ 1) !x)

n !
− h2

2
((n+ 1) !)2 sin ((n+ 1) !x)

n !

}
+ o (h)

=
N−1∑
n=1

{
(n+ 1) !

cos ((n+ 1) !x)

n !
− h

2
((n+ 1) !)2 sin ((n+ 1) !x)

n !

}
+ o (h)

=
N−1∑
n=1

{
(n+ 1) cos ((n+ 1) !x)− h

2
(n+ 1) (n+ 1) ! sin ((n+ 1) !x)

}
+ o (h)

=
N∑
n=2

{
n cos (n !x)− h

2
nn ! sin (n !x)

}
+ o (h)

Il y a un point qui n’est pas clair dans la preuve initiale, puisque, au lieu de l’expression précédente,
Darboux a écrit :

φN (x+ h)− φN (x)

h
=

N∑
n=???

n cos (n !x)− ε sin (N !x) + ω (N, ε)

(la borne inférieure de la somme n’est pas lisible dans le texte original - d’où la présence des � ? ? ? �.
Il est en effet difficile de distinguer si c’est un � 1 �, un � r �, un � x �). ω désigne une fonction telle
que, pour une valeur donnée de ε :

lim
N→+∞

ω (N, ε) = 0

Ainsi, avec nos notations, ω correspond à une somme de � o (·) �. Il n’y a pas plus de détails.
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Le point essentiel, dans la preuve de Darboux, est que, pour des réels x tels que :

lim
N→+∞

sin (N !x) = 0

la limite

lim
N→+∞

N∑
n=???

n cos (n !x)

n’existe pas.

Très élégamment, Darboux cite Riemann, Schwarz et quelques autres, mais pas Weierstrass ...

On tombe, un peu plus tard, sur un autre exemple de fonction, comme celle donnée en 1877 par
le mathématicien italien Ulisse Dini [Din77], [Din78] 2 :

x 7→ Dini(x) =
+∞∑
n=1

αn cos (1× 3× 5× . . .× (2n− 1)x)

1× 3× 5× . . .× (2n− 1)
, α > 1 +

3π

2
·

La statue d’Ulisse Dini, à Pise.

2. Eh oui, celui des théorèmes de Dini, qui relient convergence simple et uniforme, théorèmes bien connus des élèves
de classes préparatoires et de cursus de Mathématiques.
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1
x

1

La courbe de Dini, dans le cas α =
3

2
+

3π

2

L’existence de ces fonctions a jeté un froid au sein de la communauté mathématique. Il suffit
de relire ce qu’écrivait Charles Hermite, dans l’une de ses nombreuses lettres à Thomas Stieltjes, en
1893 ([Cor05], lettre 374) :

� Ces développements élégants sont maudits (...) L’analyse diminue d’une main ce que l’autre
est. Je deviens terrifié par cette plaie déplorable, des fonctions continues nulle part différentiables. �

Portrait de Charles Hermite jeune, au début du Tome I de l’édition de ses œuvres complètes publiées
par Emile Picard, en 1905, chez Gauthier-Villars.

Source : Gallica
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En ce qui concerne Henri Poincaré [Poi90], voici ce qu’il en disait :

Néanmoins, et, chose très importante, contrairement à certaines interprétations erronées que l’on
peut trouver dans la littérature ([JP15], page 4), Poincaré n’a jamais décrit les travaux de Weierstrass
comme un obstacle au sens commun [Poi98] :

Ce que disait Poincaré de ces fonctions était donc, pour le moins, assez dur. Par exemple [Poi99] :
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Depuis, la fonction de Weierstrass n’a cessé de susciter l’intérêt des mathématiciens. Si, au départ,
cela était dû à son caractère nulle part dérivable, ses propriétés fractales, mises en évidence quelques
quatre-vingt dix ans plus tard par B. Mandelbrot [Man82], pages 388-390, l’ont fait envisager sous un
autre angle. Mandelbrot cherchait à approcher le mouvement brownien.

En se plaçant dans un cadre un peu plus général, Mandelbrot s’est ainsi intéressé à la fonction à
valeurs complexes, définie, pour tout réel x, par :

Wc(x) =
1√

1− w2

+∞∑
n=0

wn e2 i π bn x

où :

b > 1 , w =
1

bH
= bDW−2 , 1 < 2−H = DW < 2

Après une comparaison avec le mouvement brownien, B. Mandelbrot s’est placé sous l’angle de
la physique. Il cherchait, en particulier, à étudier le spectre de la fonction : pour chaque fréquence f
de la forme f = bn, n ∈ N?, la ligne spectrale d’énergie, i.e. celle qui provient de l’émission ou de
l’absorption de lumière dans une bande étroite de fréquences, donnée par :

1

1− w2
w2n

produit une énergie cumulée en fréquences f > bn de :

+∞∑
k=n

1

1− w2
w2 k =

1

(1− w2)2 w
2n =

1

(1− w2)2

1

b2nH
=

1

(1− w2)2

1

f2H
·

B. Mandelbrot rappelle que, comme � la dérivée d’une fonction est obtenue en multipliant
son nième coefficient de Fourier par n �, pour des physiciens, l’amplitude au carré du nième coeffi-
cient de Fourier bn vaut :

1

1− w2
w2n b2n ·

Ainsi, dans la mesure où les énergies cumulées pour des fréquences supérieures ou égales à bn

sont infinies, une interprétation, sous le prisme de la physique, de la non-dérivabilité de la fonctionW,
ressort comme un caractère � intuitivement évident �.

B. Mandelbrot explique ensuite que si � l’énergie totale à haute fréquence est infinie �, c’est
� catastrophique pour la théorie �, en écho à la théorie des années 1900 de Rayleigh et Jeans sur le
rayonnement des corps noirs (les physiciens Lord Rayleigh et James Jeans avaient établi que celui-ci
était proportionnel à l’inverse de la longueur d’onde à la puissance 4, ce qui était cohérent avec les
expériences pour des longueurs d’ondes élevées, mais complètement aberrant pour de faibles longueurs
d’onde, qui ne pouvaient conduire à des énergies aussi grandes).

En reprenant sa comparaison avec le mouvement brownien, et dans la perspective d’applications
futures, B. Mandelbrot suggère de prendre en compte une version modifiée de la fonction - qui sera
vite qualifiée de fonction de Weierstrass-Mandelbrot - définie, pour tout réel x, par :

WM(x) =
1√

1− w2

+∞∑
n=−∞

wn
{
e2 i π bn x − 1

}
Mieux que la fonction de Weierstrass, celle de Weierstrass-Mandelbrot, WM, toujours continue

partout, et nulle part dérivable, possède, en plus, une invariance d’échelle (ce qui signifie qu’aucune
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échelle ne la caractérise), et est auto-affine :

∀m ∈ Z, ∀x ∈ R :

WM (bm x) =
1√

1− w2

+∞∑
n=−∞

wn
{
e2 i π bm+n x − 1

}
=

1

wm
WM(x)

= bmHWM(x)

Pour mieux coller à la réalité, en particulier, mieux approcher les fonctions de Brown (celles du
mouvement brownien), B. Mandelbrot a ensuite proposé d’introduire de l’aléatoire.

Et comme cela est souvent le cas, son intuition s’est révélée juste : la fonction de Weierstrass-
Mandelbrot possède de nombreuses applications. Ainsi, dans les années 1990, il a été montré que cette
fonction pouvait servir à modéliser la turbulence [HSR92].

En ce qui concerne la fonction de Weierstrass, elle occupe encore de nos jours les mathématiciens.
Un point important reste la détermination de la dimension de la courbe, que ce soit celle de Minkowski-
Bouligand, ou celle de Hausdorff. Les premiers travaux sont ceux de J.-L. Kaplan et al. [KMPY84], on
trouve, ensuite, beaucoup de choses très intéressantes dans le livre de K. Falconer [Fal86] (exemple 11.3).
D’autres discussions sur le sujet ont suivi dans les articles de F. Przytycki and M. Urbańki [PU89],
après, un nouvel indice dimensionnel a été introduit par T-Y. Hu et K-S. Lau [HL93]. En ce qui
concerne la dimension de Hausdorff, une première preuve a été donnée par B. Hunt [Hun98] en 1998,
dans le cas de phases aléatoires. Récemment, K. Barańsky, B. Bárány et J. Romanowska [BBR14]

ont prouvé que, pour n’importe quelle valeur du nombre b, il existe une valeur limite λb dans

]
1

b
, 1

[
telle que la dimension soit égale à DW pour tout b de ]λb, 1[. Dans [Kel17], G. Keller a proposé ce qui
ressort comme une preuve originale et bien plus simple. Les résultats de W. Shen [She18] vont plus
loin que ceux de [BBR14].

Replacée dans le contexte de l’époque, l’œuvre mathématique de Karl Weierstrass n’était pas
si évidente. Elle remet en cause toute une tradition académique, une pensée pleine d’ordre et de
classicisme, qui ne veut pas, et ne cherche pas à remettre en cause ce qui est considéré comme acquis.
Il faudra attendre encore un bon siècle avant que la communauté mathématique ne prenne au sérieux
et commence à exploiter l’extraordinaire potentiel donné par le caractère nulle part dérivable de la
fonction. Il n’est pas innocent de noter que la découverte de notre professeur berlinois a connu un
regain d’intérêt lorsque, grâce à Mandelbrot, le lien a été fait avec le mouvement brownien. La prise
en compte de comportements d’apparence erratique fait définitivement son entrée au sein de la science
dite � sérieuse �. Cela va de pair avec l’extension de la notion de dimension, de plus en plus présente
dans notre quotidien.
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