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RESUMÉ – Les Machines Synchrones Rapides à Aimants Per-
manents (MSRAP) présentent une compacité intéressante au prix
de pertes fer plus importantes. Les prendre en compte permet
d’améliorer la stabilité du contrôle, mais ses paramètres sont diffi-
ciles à déterminer. On propose pour cela d’utiliser un Filtre de Kal-
man Étendu Continu Discret Implicite (ICD-EKF), plus stable nu-
mériquement que les implémentations classiques de filtre de Kal-
man étendu, afin de les estimer. Les résultats montrent que l’im-
plémentation implicite apporte plus de stabilité numérique que les
implémentations classiques. Pour des plus faibles vitesses où le mo-
dèle devient linéaire, les implémentations classiques donnent des
résultats similaires pour un temps de calcul inférieur.
Mots-clés – Filtre de Kalman, Filtre de Kalman Étendu, EKF, Ma-
chines synchrones rapides, Estimation non-linéaire, Estimation de
paramètres.

1. INTRODUCTION
Les MSRAP présentent l’avantage d’avoir entre autres une

puissance massique plus élevée que les autres types de ma-
chines, et peuvent dans certaines applications permettre de se
passer d’un réducteur de vitesse mécanique [1]. Sa compacité
lui permet ainsi d’être utilisée dans les applications embarquées
comme celles du transport, où le poids et l’espace nécessaire
sont des contraintes fortes. Se passer d’un réducteur de vitesse
permet aussi d’augmenter la fiabilité tout en diminuant les coûts
de maintenance. Ces avantages offrent aux MSRAP une certaine
popularité dans de nombreux domaines d’applications : pompes,
compresseurs, véhicules électriques et hybrides, ou encore tur-
bines à gaz [1, 2].

Cependant le passage en hautes vitesses va apporter des mo-
difications, notamment en augmentant les pertes mécaniques et
magnétiques du système ainsi qu’en demandant des tensions
d’entrées plus élevées. Pour les tensions un convertisseur multi-
niveaux peut permettre de diminuer les harmoniques perturba-
trices [3, 4]. Les pertes magnétiques vont quant à elles modifier
le modèle électrique et peuvent, notamment dans le cas d’une
commande sans capteur, réduire la stabilité du contrôle. Les
pertes fers sont principalement dues aux pertes par hystérésis
et par courants de Foucault et se traduisent par un échauffe-
ment thermique du moteur. Pour les modéliser une résistance
est communément utilisée, [5, 6, 7, 8] ce qui conduit aux sché-
mas équivalents d’une machine synchrone à aimants permanents
figures 1 et 2 en repère dq pour chacune des phases. Pour déter-
miner Rpf , il est courant de modéliser les pertes fer Pfer par la
formule des pertes séparées parce qu’elle est simple et facile à
mettre en œuvre [9, 10].

Pfer = KhωΨα
m +Kfω

2Ψ2
m (1)

où Kf et Kh sont respectivement les coefficients des pertes par
courants de Foucault et par hystérésis. Par les schémas 1 et 2, et
connaissant le flux magnétique créé par chaque phase, on obtient
de plus

Pfer =
ω2Ψ2

m

Rpf
=
ω2(Ψ2

dm + Ψ2
qm)

Rpf
(2)

Rs Ld

Lqωiqm

Rdpf

idpf

idmid

ud udpf

Fig. 1. Circuit équivalent sur la phase d d’une machine synchrone en repère dq
avec prise en compte des pertes fer
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Fig. 2. Circuit équivalent sur la phase q d’une machine synchrone en repère dq
avec prise en compte des pertes fer

avec Ψm le flux résultant, Ψdm le flux créé par la phase d et Ψqm
le flux créé par la phase q. Comme on a généralement α ' 2 [9]
on peut écrire en utilisant l’Éq 1 que

(Khω+Kfω
2)Ψ2

m =
ω2Ψ2

m

Rpf
soit Rpf =

ω

Kfω +Kh
(3)

Le modèle d’état se déduit alors des figures 1 et 2, où Rdpf =
Rqpf = Rpf , et est donné par

Ld
didm
dt

=
Rpf

Rs +Rpf
(ud −Rsidm) + Lqωiqm (4)

Lq
diqm
dt

=
Rpf

Rs +Rpf
(uq −Rsiqm)− Ldωidm −Ψaω (5)

où Ψa est l’induction des aimants permanents du rotor et est
considérée constante. Les variables de sortie id et iq sont elles
données par :

id =
Rpf idm + ud
Rs +Rpf

et iq =
Rpf iqm + uq
Rs +Rpf

(6)
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p 1
Rs 0.177 Ω

Ld = Lq 3.3 10−3 H
Jm 1.2 10−4 N.m.s2/rad
Ψa 0.3 B
fv 0.81 10−4N.m.s/rad
fair 0.64 10−7N.m.s2/rad2

Kf 5 10−3 Ω−1

Kh 15 rad.s−1.Ω−1

Γr 0.5 N.m
Tableau 1. Valeurs des paramètres utilisées pour la simulation de la MSRAP.

Enfin les frottements solide/air deviennent trop importants
pour être négligés en hautes vitesses [6], ce qui donne

J
dΩ

dt
= Γ− Γr − fvΩ− fairΩ2 (7)

avec Γr le couple résistant, fv le coefficient de frottement vis-
queux et fair le coefficient de cisaillement de l’air. Les valeurs
des différents paramètres utilisés par la suite sont données par le
tableau 1.

2. IMPLÉMENTATION DU FILTRE DE KALMAN ÉTENDU
CONTINU DISCRET POUR L’ESTIMATION D’ÉTATS
ET DE PARAMÈTRES

Les paramètres Kh et Kf étant généralement difficiles à me-
surer, une solution est d’utiliser un estimateur. Pour estimer les
différents états et paramètres du modèle, on propose ici d’uti-
liser un Filtre de Kalman Étendu Continu Discret (CD-EKF).
Celui-ci se base sur un Filtre de Kalman Étendu (EKF) clas-
sique et utilise une prédiction à temps continu, plus précise que
la prédiction à temps discret. Un tel filtre est particulièrement
adapté aux systèmes non-linéaires et raides [13] ou avec des fré-
quences d’échantillonnages faibles. Les systèmes dynamiques
considérés sont des modèles à temps continus de type Itô avec
une sortie à temps discrets 1,

dx(t) = f(x(t), u(t))dt+ dv(t), (8)
y[k] = g(x[k], u[k − 1]) + w[k] (9)

où x(t) est le vecteur d’état du système, u(t) le vecteur d’en-
trée, y[k] = y(kh) la sortie du système à l’instant tk = kh,
dv(t) un processus de Wiener centré modélisant les erreurs de
modélisation dont la matrice de covariance vaut Q, et w[k] une
variable aléatoire de moyenne nulle modélisant les bruits de me-
sure et dont la matrice de covariance vaut R. Les équations du
CD-EKF sont données par [11, 12] :
Prédiction :

˙̂xp(t) = f(x̂p(t), u(t)), avec x̂p(kTe) = x̂e[k] (10)

Ṗp(t) = Jf (t)P (t) + P (t)Jf (t)t +Q(t) (11)

avec Jf (t) =
∂f

∂x
(x̂p(t), u(t)) et Pp(kTe) = Pe[k] (12)

x̂p[k + 1] = x̂p ((k + 1)Te) (13)
Pp[k + 1] = Pp((k + 1)Te) (14)

Correction :

S[k + 1] = Jg[k + 1]Pp[k + 1]Jg[k + 1]t +R[k] (15)

K[k + 1] = Pp[k + 1]Jg[k + 1]tS[k + 1]−1 (16)

1. Sans que cela ne change le modèle, l’équation 8 peut s’écrire de manière
moins rigoureuse par dx

dt
(t) = f(x(t), u(t)) + dv

dt
(t), bien que le processus

stochastique v ne soit pas différentiable.

ep[k + 1] = y[k + 1]− g(x̂p[k + 1], u[k])) (17)
x̂e[k + 1] = x̂p[k + 1] +K[k + 1]ep[k + 1] (18)
Pe[k + 1] = Pp[k + 1]−K[k + 1]Jg[k + 1]Pp[k + 1] (19)

avec Jg[k + 1] =
∂g

∂x
(x̂p[k + 1], u[k]) (20)

L’intégration de l’équation d’état 10 se fait en utilisant une mé-
thode de Runge Kutta (RK). Bien que des méthodes comme
Dormand-Prince 5 (DP5) ou RK4 [13] soient classiquement uti-
lisées, celles-ci sont mises à défaut lorsqu’elle sont utilisées sur
des systèmes non-linéaires ou raides. Pour améliorer la conver-
gence du filtre de Kalman continu discret, un intégrateur nu-
mérique implicite appelée Jacobian Diagonal Implicit Integrator
6 (JDII6) est proposé.

Pour créer notre méthode, on s’assure de que celle-ci res-
pecte les principales propriétés de stabilité parmi lesquelles la
A-stabilité et un ordre de convergence de 6 [13, 14]. Pour cela
on fait correspondre sa fonction de stabilité [13] avec une ap-
proximation de Padé à l’ordre 6 : 1+µ/2+µ2/10+µ3/120

1−µ/2+µ2/10−µ3/120 . Ceci
peut s’obtenir, au prix de l’évaluation d’un jacobien implicite,
avec seulement les 2 étapes suivantes :

x(tk+c) =x(tk) + a22hfk + d22h
2Jkfk + a22hfk+c

− d22h2Jk+cfk+c (21)
x(tk+Te) =x(tk+c) + a33hfk+c + a33hfk+Te (22)

où pour simplifier les notations on écrira f(x(tk), u(tk)) = fk
et J(tk) = Jk. Il est à noter que cette méthode n’est pas sous
forme classique de RK. La première étape donne pour fonction
de stabilité

x(tk+c)

x(tk)
=

1 + a22µ+ d31µ
2

1− a22µ+ d31µ2
(23)

La seconde donne quant à elle

x(tk+Te)

x(tk+c)
=

1 + a33µ

1− a33µ
soit x(tk+Te) =

1 + a33µ

1− a33µ
x(tk+c)

(24)

En divisant l’équation 24 par x(tk) et en utilisant la valeur de
x(tk+c)
x(tk)

donnée par l’équation 23 on obtient notre fonction de
stabilité qu’on peut maintenant faire correspondre avec le déve-
loppement de Padé :

x(tk+Te)

x(tk)
=

1 + (a22 + a33)µ+ (a22a33 + d31)µ2 + a33d31µ
3

1− (a22 + a33)µ+ (a22a33 − d31)µ2 + a33d31µ3

=
1 + µ/2 + µ2/10 + µ3/120

1− µ/2 + µ2/10− µ3/120
(25)

d’où les conditions suivantes

a22 + a33 = 1/2 a22a33 + d22 = 1/10 a33d22 = 1/120
(26)

soit en résolvant ces équations

a22 = 0, 284685 a33 = 0, 215314 (27)
d22 = 0, 0387038 c = 2a22 = 0, 569371 (28)

Pour déterminer les valeurs implicites on utilisera comme
dans [15, 16, 17, 18, 19] la méthode de Newton. Pour cela on
définira

G(X̂l) = X̂l −
[
Fc(X̂l)
FTe(X̂l)

]
, avec X̂l =

[
x̂l(tk+c)
x̂l(tk+Te)

]
(29)

et Fi(X̂l) l’expression respective des valeurs x(tk+c) et
x(tk+Te) telles que données par les équations 21 et 22. La mé-
thode de Newton trouve itérativement la valeur de X̂(tk) pour
laquelle G(X̂(tk)) = 0, en utilisant la récurrence suivante



∆Xl = −
(
dG

dX
(X̂l)

)−1

G(X̂l) (30)

X̂l+1= X̂l + ∆Xl (31)

Le vecteur X̂l est initialisé à X̂0 = [x(tk), · · · , x(tk)]t, et la
convergence est supposée suffisante après 3 itérations.

Pour l’intégration de la matrice de covariance Eq 11 les for-
mules de Mazzoni [20] sont utilisées :

Pp(t+ Te) 'M1/2P (t)M t
1/2 +N1/2QN

t
1/2 Te (32)

avec M1/2 = N1/2

(
IM + Jf (t+

Te
2

)
Te
2

)
(33)

N1/2 =

(
IM − Jf (t+

Te
2

)
Te
2

)−1

(34)

Celles-ci utilisent une méthode de point milieu implicite réar-
rangée. Comme les valeurs implicites nécessaires à son utilisa-
tion sont déjà calculées par la méthode d’intégration numérique
de l’état, tous les termes sont connus, ce qui rend la méthode
explicite tout en conservant les avantages des méthodes impli-
cites. Enfin pour estimer un vecteur de paramètres θ du modèle
stochastique étudié, on considère le paramètre comme un pro-
cessus de Wiener centré de variance Qθ [21] :

dθ(t) = dvθ(t), (35)

et on l’ajoute au vecteur d’état. On peut alors utilisé l’EKF pour
estimer à la fois le vecteur d’état x et de paramètres θ.

Le filtre de Kalman proposé est comparé à deux implémen-
tations plus classiques. La première est un Filtre de Kalman
Étendu Discret (DEKF) dont la correction est la même que celle
du CD-EKF et dont la prédiction est donnée par

x(tk+Te) = x(tk) + Tef(x(tk), u(tk)) (36)

Pp(tk+Te)=Fd(tk)Pe(tk)Fd(tk)
t + TeQ(t) (37)

Fd(tk) = In + Jf (tk)Te (38)

avec In la matrice identité de dimension n qui est celle du vec-
teur d’état.

La seconde est un CD-EKF utilisant pour l’intégration numé-
rique de l’état et de la matrice de covariance prédites la méthode
DP5 donné par le tableau 3 [13]. À partir d’une condition ini-
tiale x(tk) donnée, la valeur de l’état au pas suivant x(tk+Te)
est donnée par [14]

c A
bt =

c1 a11 . . . a1s
...

...
. . .

...
cs as1 . . . ass

b1 . . . bs

Tableau 2. Tableau de Butcher générique pour une méthode de RK.

x̂(tk,i)=x(tk) + h

s∑
j=1

aijf(x̂(tk,j), u(tk,j)) ≈ x(tk,i) (39)

x̂(tk+1)=x(tk) + h

s∑
j=1

bjf(x̂(tk,j), u(tk,j))≈x(tk+1) (40)

où i ∈ [1; s], s est le nombre d’étapes de calcul et tk,i =
tk+ciTe. Les coefficients aij , bj et ci sont donnés par un tableau
de Butcher dont la forme est donnée tableau 2.

3. VALIDATION DE L’IMPLÉMENTATION PROPOSÉE
SUR SYSTÈME DYNAMIQUE SIMULÉ

Pour valider la fonctionnalité de l’ICD-EKF proposé, on fera
une première estimation de paramètres sur le système fortement
raide de Curtiss et Hirschfelder (C&H) [22] donné par

ẋ(t) =
1

T
(cos(ωt)− x(t)) (41)

et dont la solution est

x(t) =
cos(ωt) + ωT sin(ωt)− e−t/T

1 + w2T 2
+ x(0) e−t/T (42)

On prendra comme sortie directement y[k] = x[k] + w[k], où
w[k] est le bruit de mesure à l’instant k. Les paramètres estimés
sont T et ω. On initialisera les paramètres avec 25 % d’erreur.
Durant nos test on fera varier la fréquence d’échantillonnage et
on utilisera pour juger de la qualité des intégrateurs de 2 critères.
Le premier est l’erreur relative efficace en pourcentage sur la
deuxième moitié de l’intervalle pour laisser aux estimateur le
temps de converger

100

mθN/2

mθ∑
m=1

√√√√√ N∑
j=N/2+1

(̂
θm(ti + jh)− θm

θm

)2

(43)

avec m le numéro du paramètre, θm la valeur réelle du para-
mètre et θ̂m(ti + jTe) son estimation.

Le deuxième critère sera le temps de calcul par itération
moyen observé durant la simulation. Les calculs sont effectués
avec MATLABR2017B sous Windows 10 sur un processeur
Intelc c©Core i7-6700 CPU de fréquence 3,401 GHz.

Les différentes erreurs efficaces d’estimation des paramètres
en fonction de la fréquence d’échantillonnage sont données fi-
gure 3. Le DEKF et le CD-EKF par DP5 convergent à 1% d’er-
reur après 200 Hz mais divergent pour des fréquences d’échan-
tillonnages plus basses. Le CD-EKF par DP5 atteint ensuite la
limite de Cramer-Rao qui est d’environ 10−2 % à partir de 400
Hz. Le DEKF va lui l’atteindre pour des fréquences non affi-
chées sur le graphique, à partir de 10 kHz. Le ICD-EKF pro-
posé converge à 1% d’erreur avant 100 Hz et atteint la limite de
Cramer-Rao avant 200 Hz. Bien que son temps de calcul soit 3
fois supérieur à celui d’un DEKF il permet de converger avec
beaucoup plus de précision pour des fréquences d’échantillon-
nages inférieures. Comparé au CD-EKF par DP5, le ICD-EKF
a un temps de calcul 1.5 fois plus important mais ne présente
pas de divergence en dessous de 200 Hz et atteint une précision
similaire pour des fréquences d’échantillonnages jusqu’à deux
fois plus faibles.
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Fig. 3. Évolution des courants de sorties régulés id et iq



0 0 0 0 0 0 0 0
1/5 1/5 0 0 0 0 0 0
3/10 3/40 9/40 0 0 0 0 0
4/5 44/45 −56/15 32/9 0 0 0 0
8/9 19372/6561 −25360/2187 64448/6561 −212/729 0 0 0
1 9017/3168 −355/33 46732/5247 49/176 −5103/18656 0 0
1 35/384 0 500/1113 125/192 −2187/6784 11/84 0

35/384 0 500/1113 125/192 −2187/6784 11/84 0

Tableau 3. Tableau de Butcher de la méthode de DP5

implémentation temps de calcul (µs) pour
de l’EKF C&H MSRAP

DEKF 36 (1.0) 146 (1.0)
CD-EKF DP5 73 (2.0) 571 (3.9)

ICD-EKF 105 (2.9) 736 (5.0)
Tableau 4. Temps moyen d’une itération complète du filtre de Kalman Étendu
en fonction du type d’implémentation choisie et du modèle simulé. La valeur

entre parenthèse correspond au rapport entre le temps de calcul de
l’implémentation donnée et celle du DEKF.

4. SIMULATION NUMÉRIQUE DE LA MACHINE SYN-
CHRONE À HAUTES VITESSES

Le modèle proposé de machine synchrone est utilisé pour
créer les signaux numériques, et un bruit est appliqué sur la me-
sure. Pour cela on fera une régulation des courant de sorties id et
iq . Pour simuler l’utilisation du moteur on appliquera 5 échelons
de courants d’amplitudes [40, 45, 40, 50, 45] A afin de sensibi-
liser suffisamment les paramètres du modèle. La machine étant
lisse on applique comme consigne id = 0. La vitesse est initia-
lisée à 5000 tr.min-1, et le couple de charge Γc = 0.5 N.m est
constant. Les paramètres à estimer sont initialisés avec une er-
reur de 25 %. Les courants régulés, les tensions d’entrées ainsi
que la vitesse du moteur sont données respectivement figures 4,
5 et 6. La vitesse est initialisée à 5000 tr/min et des échelons de
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Fig. 4. Évolution des courants de sorties régulés id et iq

courant sont appliqués. Les erreurs relatives d’estimation sont
présentés Fig. 7. Les 2 critères utilisés seront la précision l’er-
reur relative d’estimation θ̂(t)

θ − 1 où θ est la vraie valeur du
paramètre et θ̂(t) son estimation à l’instant t, ainsi que là en-
core du temps de calcul par itération moyen observé durant la
simulation.

Les résultats de l’estimation des paramètres Kf et Kh sont
donnés figure 7. On remarque que le DEKF diverge très rapi-
dement du fait de la faible précision de la discrétisation. Pour
le CD-EKF utilisant une implémentation de la prédiction par
DP5, le manque de stabilité de l’intégration numérique perturbe
le filtre ce qui entraine des oscillations autour de la valeur à es-
timer. Ceci vient bruiter la valeur et fait risquer une divergence
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Fig. 5. Évolution des tensions d’entrée ud et uq
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Fig. 6. Évolution de la vitesse du moteur

Fig. 7. Évolution de l’erreur normalisée de l’estimation de Kh (en haut) et de
Kf (en bas)

du filtre. Le ICD-EKF ne présente pas d’oscillations, grâce à sa
prédiction utilisant des méthodes implicites plus stables.

Concernant le temps de calcul les résultats sont donnés par
le tableau 4. On remarque que le temps de calcul le plus élevé
est obtenu pour le ICD-EKF qui a un temps de calcul 5 fois su-
périeur à celui d’un DEKF. De même le CD-EKF par DP5 a
un temps de calcul, bien que qu’inférieur de 22 % par rapport
au ICD-EKF, environ 4 fois supérieur à un DEKF. Cependant
étant donné la stabilité et la précision observées pour chaque im-
plémentation, il faudrait une fréquence d’échantillonnage large-
ment plus élevée pour que le DEKF converge et que le CD-EKF



par DP5 atteigne une stabilité similaire à l’ICD-EKF proposé.
De plus de par sa meilleur stabilité l’ICD-EKF offre une sécurité
de convergence en cas de perturbation, non-linéarités supérieurs
ou initialisations fortement erronées permettant à l’estimateur
de garantir des résultats plus précis.

5. CONCLUSION

Une nouvelle méthode d’implémentation du filtre de Kalman
étendu continu discret est proposée pour l’estimation d’état et
de paramètres pour des systèmes raides et non-linéaires. Celui-
ci contient une prédiction utilisant un intégrateur numérique ro-
buste et précis, étant notamment A-stable et d’ordre 6. L’utili-
sation de la méthode de Mazzoni pour le calcul de la matrice
de covariance lui apporte une meilleure stabilité numérique lors
d’application sur des systèmes non-linéaires ou raides. L’utilisa-
tion de ces deux méthodes implicites présentent un temps de cal-
cul supérieur aux implémentations plus classiques d’EKF mais
qui restent supportables pour une utilisation en temps réels.

Ces atouts permettent à l’ICD-EKF proposé de donner de
meilleurs performances dans l’estimation de paramètres, que
ce soit pour des systèmes raides comme C&H pour lequel il
converge pour des fréquences d’échantillonnages plus faibles,
ou bien pour des systèmes dynamiques non-linéaire comme la
MSRAP pour lequel il est plus stable et moins sujet aux diver-
gences.

Cependant il est à noter que cette méthode présente une com-
plexité d’implémentation supérieure et qu’elle offre des perfor-
mances similaires aux EKF plus classiques pour des systèmes
plus linaires ou avec un échantillonnage conséquent.

La suite des travaux consistera à estimer les paramètres du
modèle équivalent en ayant recours à des vitesses, des courants
et des tensions plus faibles, et à implémenter une régulation des
courants magnétiques idm et iqm afin de diminuer les pertes.
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