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Résumé — Nous proposons dans ce travail [1, 2] une méthodologie pour maximiser la résistance de
composites de type matrice/inclusions pour lesquelles l’endommagement prend la forme de microfissu-
ration dans la matrice et les interfaces. Pour cela, une approche par optimisation topologique est adoptée,
dans laquelle la fonction objectif est directement définie comme l’énergie de fracturation de la structure
composite, et obtenue par un calcul complet de fissuration par champ de phase, depuis l’initiation des
fissures jusqu’à la rupture de la structure. La méthode BESO est adoptée pour l’optimisation topologique
des inclusions.
Mots clés — optimisation topologique, microfissuration, champ de phase.

1 Introduction

Les propriétés physiques et mécaniques effectives des matériaux hétérogènes sont déterminées d’une
part par leur composition et les fractions volumiques de leurs constituants, mais peuvent être drasti-
quement modifiées d’autre part par la géométrie des différentes phases et la présence d’interfaces. Par
exemple, il a été montré que changer la topologie à fraction volumique constante peut permettre dans
le cas linéaire de maximiser des modules élastiques ou d’obtenir des valeurs de ces modules n’existant
pas naturellement dans la nature (coefficient de Poisson négatif, coefficients d’expansion thermique né-
gatif, etc.). Récemment, les avancées dans les techniques de fabrication additive/impression 3D (voir
par exemple [3]) on rendu possible la fabrication de tels matériaux, ouvrant la voie vers le design de
matériaux totalement nouveaux. L’optimisation topologique des microstructures a été étudiée de ma-
nière extensive pour les propriétés linéaires (voir par exemple [4]), et plus récemment dans un cadre
non linéaire (voir par exemple [5]). L’une des préoccupations majeure en ingénierie est la conception
de matériaux plus résistants à la rupture. Dans ce travail, nous explorons la possibilité d’utiliser l’opti-
misation topologique dans cet objectif dans les composites. Ce sujet est resté relativement peu exploré
jusqu’à présent. L’idée est d’utiliser une méthode de simulation numérique robuste (ici la méthode de
champs de phase [6, 7] étendue à la fissuration interfaciale [8]) permettant la simulation complète de la
rupture dans une structure composite depuis l’initiation des microfissures en vue d’obtenir une courbe de
réponse et optimiser une fonction objectif, ici définie comme l’énergie de fissuration, et d’ensuite réaliser
une optimisation topologique des inclusions en calculant la sensibilité de cette fonction par rapport à la
géométrie des inclusions (voir Fig. 1).

2 Modélisation de la microfissuration avec endommagement interfacial
par la méthode de champ de phase

Dans cette section nous décrivons brièvement la méthode utilisée pour modéliser la microfissuration
dans la structure composite. La méthode se base sur l’approche variationnelle de l’endommagement
[6, 7] étendue ici à l’endommagement interfacial, afin de permettre une initiation de fissures à partir des
interfaces dans une structure non initialement fissurée. Nous utilisons le cadre proposé dans Nguyen et
al. [8]. Les principales équations sont rappelées ci-dessous. L’énergie totale pour le solide en présence
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FIGURE 1 – (a) Structure composite en présence de fissures matricielles et interfaciales ; (b) réponse
mécanique de la structure jusqu’à sa rupture.

de fissures dans les phases et les interfaces est exprimée par :

E =

∫
Ω

W e
u (ε

e(u,β),d)dΩ+

∫
Ω
[1−β(x)]gcγd(d)dΩ+

∫
Ω

ψI(w)γβ(β)dΩ, (1)

où W e
u est la densité d”énergie élastique, γd est une densité de fissures et γβ une densité d’interfaces (voir

[8] pour plus de détails), gc désigne la ténacité dans une phase et ψI est une densité d’énergie dépendant
du saut de déplacements aux interfaces et εe est définie telle que :

ε= εe + ε̄, (2)

où ε̄ est la partie de la déformation induite par un saut de déplacements régularisé aux interfaces. Par mi-
nimisation de l’énergie ci-dessus sous la contrainte d’irréversibilité du champ d’endommagement d(x),
l’évolution de d(x) peut être obtenue par résolution du problème suivant :

2(1−d)H − (1−β)gc
ℓ (d − ℓ2∇2d) = 0, in Ω

d(x) = 1, on Γc

∇d(x) ·n = 0, on ∂Ω,

(3)

où β(x) est un champ régularisé dévrivant la présence des interfaces et H une fonction d’histoire (voir
[8]). La forme faible associée à (3) est donnée par :∫

Ω

{
(2H +[1−β]

gc

ℓ
)dδd +[1−β]gcℓ∇d ·∇(δd)

}
dΩ =

∫
Ω

2H δddΩ. (4)

La variation de l’énergie totale par rapport au champ de déplacements u fournit la forme faible
associée au problème d’équilibre mécanique :∫

Ω

∂W e
u

∂εe : εe(δu)dΩ+
∫

Ω

∂ψI(w)

δw
·∂wγβ(β)dΩ =

∫
Ω

f ·δudΩ+
∫

∂ΩF

F̄ ·δudΓ (5)

et w est un saut de déplacements régularisé (voir [8]).

3 Optimisation topologique

On considère un domaine Ω discrétisé en Ni éléments finis. Chaque élément i est associé à une densité
fictive utilisée pour la définition de la topologie ρi. Nous adoptons le cadre d’optimisation topologique
de la méthode BESO (Bi-directional evolutionary structural optimization [9]) pour sa simplicité de mise
en œuvre. Dans ce contexte, les propriétés de chaque phase sont interpolées par rapport aux densités
comme :
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Ei = ρiEinc +(1−ρi)Emat (6)

où Einc et Emat désignent les modules de Young des inclusions et des phases, respectivement. Les coef-
ficients de Poisson et les autres propriétés matérielles sont supposées rester constantes pour des raisons
de simplicité. Pour un chargement imposé en déplacement, la fonction objectif d’énergie de fracturation
de la structure est équivalente à maximiser le travail durant toute l’histoire du chargement depuis l’ini-
tiation jusqu’à la rupture. En pratique, le travail des efforts extérieurs J est évalué numériquement par
intégration comme :

J ≈ 1
2

nload

∑
n=1

(
f(n)ext + f(n−1)

ext

)T
∆u(n). (7)

Ci-dessus, nload est le nombre total d’incréments de déplacements, ∆u(n) est le n-ième incrément de
déplacement et fn

ext est la force nodale généralisée au n-ième incrément de chargement. Le problème
d’optimisation topologique peut être défini comme :

max
ρ

: J(ρ,u,d,β)

subjected to : R = 0
: V (ρ) = ∑ρivi =Vreq
: ρi = 0 or 1, i = 1, . . . ,Ni.

(8)

Ci-dessus, vi désigne le volume du i-ème élément, V (ρ) et Vreq sont le volume total et le volume visé,
et R désigne le résidu associé à l’équilibre mécanique :

R = fext − fint. (9)

Dans (9), fint est défini dans chaque élément comme une force interne et donné en fonction de la
variable de design topologique ρi et des contraintes par :

fint =
Ni

∑
i=1

ρi

∫
Ωi

BTσedΩi. (10)

La sensibilité ∂Ĵ/∂ρi est donnée par :

∂Ĵ
∂ρi

=−1
2

nload

∑
n=1

{(
λ(n)

)T ∫
Ωi

BT (σe)(n)dΩi +
(
µ(n)

)T ∫
Ωi

BT (σe)(n−1)dΩi

}
. (11)

avec (voir [2])

λ
(n)
F =

(
K(n)

tan,FF

)−1
K(i)

tan,FE∆u(n)
E (12)

et
µ
(n)
F =

(
K(n−1)

tan,FF

)−1
K(n−1)

tan,FE∆u(n)
E . (13)

4 Résultats

Nous appliquons la démarche à plusieurs exemple de structures contenant des inclusions dont les in-
terfaces peuvent s’endommager pour participer à l’évolution de la microfissuration. La structure étudiée
dans la figure 2 (a) est une plaque renforcée par des inclusions initialement de formes carrées (Fig. 2
(b)). Un chargement en traction est appliqué sur les bords de la structure. Une fissure initiale est pré-
sente sur le bord inférieur. On peut voir dans la figure 2 (c) le résultat de l’optimisation topologique
des différentes inclusions. Dans les figures 3 (a)-(d) on peut observer l’évolution de la microfissuration
au cours du chargement dans la structure optimisée. L’endommagement pouvant s’initier aux interfaces
en plus de la matrice, les différentes inclusions peuvent adopter des formes distinctes pour maximiser
l’énergie de fracturation. L’évolution de la croissance des microfissures dans la géométrie optimisée peut
être observée dans la figure 3.
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FIGURE 2 – (a) Structure contenant des renforts, (b) géométrie des renforts avant optimisation, (c) après
optimisation.

FIGURE 3 – Evolution de la croissance des microfissures pour la géométrie optimisée.

FIGURE 4 – Comparaison entre les réponses des structures non optimisées et optimisées.
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FIGURE 5 – Optimisation topologique des inclusions pour une structure périodique, avec contrainte de
périodicité sur la forme des inclusions.

On peut comparer dans la Fig. 4 la différence entre la réponse de la structure initiale et optimisée, se
traduisant par une augmentation significative de la contrainte maximale à la rupture ainsi que de l’énergie
de fracturation.

Dans l’exemple suivant, on considère une structure composite soumise à de la flexion 3 points dont
les inclusions sont initialement cylindriques, sans pré-fissure (voir Fig. 5). on a ici forcé la périodicité
des inclusions durant l’optimisation. La géométrie des inclusions optimisée, le trajet de fissuration et la
comparaison entre les réponses des structures optimisées et non optimisées sont fournies dans la figure
5, avec une augmentation de 82.5 % de l’énergie de fissuration, et montrant le potentiel de l’approche.
Pour ces deux exemples, la fraction volumique des inclusions est maintenue constante.
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