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AVERTISSEMENT

Ce travail forme un tout cohérent et a été con¢cu de manikére a pouvoir
8tre lude personnes ne possédant qu'une culture mathématique et probabiliste
tr8s rudimentaire. Nous n'avons pas recherché la plus grande généralité
Possible, mais la plus grande simplicité et la plus grande clarté,

3 Les références bibliographiques ne sont presque jamais nécessaires a
llntelligence méme du texte, Le sujet traité étant entitrement vierge,
dUcune lecture préalable n'est indispensable, Nous avons délibérément
21ssé de c6té les problemes connexes des nétres déja partiellement résolus
qui auraient nécessité un exposé trop long. Nous avons essayé de suppléer

Cette carence en faisant suivre chaque chapitre et l'ensemble du travail

une liste de lectures recommandées, Cette liste a été congue comme un
Moyen de travail et de recherche, Nous nous sommes tout spécialement
attachés a citer les auteurs qui apportaient des idées neuves. Aussi avons-
N0us été amenés i citer des auteurs qui ont fait un certainnombre d'erreurs,
Non que ces auteurs soient de mauvais mathématiciens, mais parce qu'ils
tl:aitaient des sujets trés nouveaux et par conséquent trées délicats et diffi-
Ciles, Nous ne saurions donc trop recommander aulecteur de ces ouvrages
€ revérifier avec soin tous les calculs qu'il utilise, Le praticien pressé
Suine voudrait pas s'astreindre A ce travail fera bien de borner ses emprunts
dUx résyltats énoncés dans le présent travail et & ceuxdesauteurs sdrs
fomme CRAMER, DARMOIS, FORTET, FRECHET.

d L'ordre dans lequel nous avons exposé ces recherches n'est pas celui
dansr lequel nous les avons effectuées, En réalité, nous avions la plupart
€8 résultats du chapitre IX avant ceux des autres chapitres, Le chapitre IX
°'me 3 lui seul un tout cohérent et peut sans inconvénient étre lu le
premier. Par contre, les autres chapitres doivent nécessairement &tre
U8 dans |'ordre ol nous les avons placés,

Ces recherches entreprises des 1947 n'ont pu étre menées 2 bien
;l;e grdce a la bienveillance que mes directeurs de Recherches
auaurICe FRECHET et Georges DARMOIS m'ont toujours témoignée et

X encouragements qu'ils ont bien voulu me prodiguer lors de l'exécution
€ ce travail,

Py fJ'exprime ici toute ma reconnaissance, tout particulié‘rem_ent au
ma‘:heBseur Maurice FRECHET pour lfes tréf nombreuses publications de
8 én}aticiens éminents dont il m'a fait généreusement cadeau et pour le

N minutieux avec lequel il a relu tous mes travaux, et au Professeur
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Georges DARMOIS qui ne s'est pas contenté de lire mon manuscrit, mais
a lui-méme travaillé dessus etauquel je dois aumoins deuxidées maitresses
de cette these,

J'exprime aussi toute ma gratitude au Professeur E,S, PEARSON qui,
durant toute une année, a spécialement consacré une heure par semaine dé
son précieux temps 4 ma formation particuligre,

Je voudrais aussi remercier ici tous les professeurs dont j'ai 5““'1
avec enthousiasme les cours de probabilité ou de statistique, Je ne citeral
que les principaux : F,N, DAVID, P, DELAPORTE, J. DUBOURDIEU'
D. DUGUE, R, FORTET, J.B.S, HALDANE, H,O. HARTLEY, R. HENON,
M. JANET, N.L, JOHNSON, M.G. KENDALL, R. Von MISES MORICE*
J. NEYMAN, R. ROY, Miss THOMAS, N, WIENER,

Je voudrais enfin remercier les personnes avec lesquelles j'ai eu les
conversations particulitgrement fructueuses : ARNOUS, BARNARD:
BARTLETT, R, BONNET, F, CANTELLI, H, CRAMER, VAN DANTZIG:
J.L.DOOB, M-J. DUHAMEL, Mrs EVANS, FONTAPPIE, C, FOURGEAUD:
A, FUCHS, C. GINI, HOSTINSKY, H. GEIRINGER, Th, GUILBAUD’
J. JOUVIN, KAMPE DE FERIET, KARUHNEN, W,KOSTITZIN, LE CA
Bl LBYVN: g MagOEVE 5 A o 15UBINtG S s s MARQUET,, . B MOURIER’
OTTAVIANI, PINEDA, F,. POLLACZEK POMPILJ, R. RAO, RIGUET,
R, RISSER, S, RIOS, F, ROSENFELD, T. SALVEMINI, SAVAGE,
M.P,SCHUTZENBERGER, C.A,B,SMITH, STEYLERS, P.V. SUKHATME-
THIONNET, VAULOT, J. VILLE, J, WISHART, H, WOLD,

Mes remerciements aussi & tous ceux auxquels je ne pense pas €n ce
moment qui m'ont aidé dans la poursuite de mes recherches,



INTRODUCTION

Un des principaux buts de la statistique est la description d'une v,a,
(en abrégé pour variable aléatoire) X de fonction de répartition (£, de r,)
F (x) : au moyen d'un certain nombre de fonctionnelles de F (x) : § [ F(x)],
que nous désignerons sous le nom de caractéristiques fonctionnelles (1),

Nous pouvons généraliser la notion de caractéristique fonctionnelle a
lIESpace a 2 dimensions, Etant donné un couple aléatoire XY de f, de r
(x, y), nous pourrons encore continuer i lui associer divers éléments
de la forme § [ F(x,y)] , éléments que nous continuerons i désigner sous
le nom de caractéristiques fonctionnelles (c.f.).

Certaines de ces c.f, sont des nombres comme par exemple :

- la moyenne de la v,a, Y

- la variance de la v,a, Y

- le coefficient de corrélation linéaire r du couple aléatoire XY,
- le rapport de corrélation iy de Pearson,

D'autres sont des lignes comme par exemple :
- la ligne de régression des moyennes de Y en x,

Il est bien clair que chacune des 5 c.f, ci-dessus constitue pour nous un
Outil de travail et l'on peutciter maints probléemes qui peuvent &tre résolus
8rice a leur emploi simultané, Ceci nous suggére qu'il doit existerentre
fux un lien de parenté alors qu'il n'en existerait pas entre les 5 c.f,
Suivantes :

- la dominante de Y

- l'entropie de Y

- le coefficient de corrélation linéaire du couple XY,
- l'indice de connexion simple de Gini,

- la ligne de régression des médianes de Y en x,

Aussi avons-nous cherché a dégager le lien qui existe entre les 5 c.f,

Y Nous nous proposons dans cette introduction de donner quelques théo-
Mes simples dont le lecteur trouvera lui-méme sans peine des

‘--—-—-___
(1) On remarquera que nos caractéristiques fonctionnelles ne correspondent pas
SXactement & ce que les Anglo-Saxons désignent sous le terme de Statistics, les statistics

fant en réalité des caractéristiques fonctionnelles empiriques,
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démonstrations élémentaires, Ces théordmes sont des cas particuliers de
propositions beaucoup plus générales que nous établirons dans la suite et
doivent dans notre esprit simplement aider le lecteur & suivre le fil
directeur qui nous a guidés quand nous avons écrit ce travail, -

Bornons-nous tout d'abord au cas ot X est une v,a, discrete (le seul
ol 1?2 a été défini jusqu'a présent),

Avant nous, le cas unidimensionnel a été traité par Fréchet [2] (1)
qui, d&s 1946 a clairement mis en évidence qu'il existe une certaine pa.rt‘—'ﬂ':é
entre deux caractéristiques fonctionnelles particulitres la variance et 12
moyenne (le méme lien de parenté existant aussi par exemple entre 1'écart
moyen et la médiane).

Mais ce n'est qu'en 1949 que Georges Darmois [2] jeta quelqu€
lumigre sur la relation qui existe entre les autres notions,

Ce dernier remarque en effet que 1'on peut se considérer comme d'autant
mieux renseigné sur les valeurs que peut prendre une v,a, Y que la

va.ria.nceai, de cette v.a, est plus petite, Il est clair que,si je sais em
outre que la v,a, X a pris la modalité x;, je serai amené & me considérer
comme d'autant mieux renseigné queof{xi est plus petit, Georges Darmois
remarque que l'on n'a pas toujours o YXi<0'$ma.is que par contre on 2

toujours :

2 2
Zd Yy, Pr (X =xi{)=<0O Y

et il traduit le fait que la quantité :

AS=3F (0% -0 % Y Po(xi=dk) @)

ne peut étre négative en disant qu'un renseignement supplémentaire ne peut
en moyenne nous faire perdre de l'information ; aussi considere-t-il la
quantité AYJ comme un outil commode pour mesurer l'avantage que nOUS
avons a connaitre une liaison, o

Il est remarquable de constater que si nous formons le rapport '&‘?{"'

nous obtenons le carré du rapport de corrélation de Pearson, 1?2 apparait
donc ainsi comme le rapport entre ce que nous avons effectivement gagm
et le maximum de ce que nous pouvions espérer gagner, C'estla, pens.onﬁ’
nous, l'aspect le plus simple etle plusnaturel de lanotion de ''corrélation :

Mais il existe & notre avis un autre aspect plus complexe, que nou?

désignerons sous le nom de 'corrélation dure'' parce que pour parvenir 4
cette notion, nous sommes amenés i considérer les surfaces de corrélati©
dure de S, Bernstein,

On peut en effet en premitre approximation remplacer 1'étude du couplé

aléatoire XY par celle d'un couple aléatoire plus simple X* Y* que nou®
appellerons couple aléatoire associé au couple XY,

Certes, il y a bien des manigéres de faire une telle substitution. N‘f"":
n'en considérerons pourtant qu'une seule : celle oii Y* est en corrélatiol
dure par rapport A x* au sens de S, Bernstein [1] .

sl dl
(1) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie placée 2 la fin
présent travail,
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Généralisant légérement les définitions de S. Bernstein, nous dirons
que la v.a, Y est en corrélation dure relativement a x si les fonctions de
répartition lies aux divers x; sont identiques a une translation pres,

Ceci nous amene 2 imposer au couple aléatoire X* Y*associé au
couple XY d'étre tel que :

Pr(Y*<<y) | X=x) = ¥ [y - ¢ (xi)] (3)
ol

V() =2 ra [y+o b)) Prx=x) (4)

Ceci posé, il est bien clair qu'a toute courbe ¢ (x) les relations (3) et
(4) font correspondre d'une manidre unique uncouple aléatoire X* Y associé

au couple aléatoire XY.

2 2
1 $ LK} 2 " ! =
On peut calculer le 'gain d information dure AJX'Y' —cl'Y =0 Y,ﬁ

relatif & chacun des couples aléatoires X* Y* et on constate que A'J,. ,«
1 s Gy g

€8t maximum quand on prend précisément :
e (xi) =M Yy; +K (5)

et nous exprimons ce fait en disant que le schéma probabiliste estle mieux
adapté possible quand ¢ (x) estune courbe parallele a la ligne de régression
des moyennes,

Mais il peut &tre aussi utile de considérer un autre schéma probabiliste
Moins bienadapté & la description ducouple aléatoire X Y, mais qui présente
Sur le précédent l'avantage d'étre considérablement plus simple.C'est celui
Ol on impose aux ¢ (xi)d'étre d'une forme simple, Par exemple, on peut
imposer aux points ¢ (xj) d'étre tous situés sur une droite. Quand cette
dernizre condition est vérifiée, on constate que le A'J du couple X* Y™ est
Maximum précisément quand les points ¢ (x;j) se trouvent sur une droite
Parallele a la droite ajustée par la méthode des moindres carrés, Si ¢ (xi)
est ainsi déterminé, on peut facilement montrer que le rapport entre

Uinformation gagnée sur le couple X* Y* eta%[(iniormationma.ximum que

Nous pouvions espérer gagner) n'est autre que le carré du coefficient de
Corrélation linéaire r2,

. Dans le travail qui va suivre, nous nous proposons de généraliser les
ldées exprimées ci-dessus.

D'une part, nousne nous bornerons plus a considérer 'imprécision de
n°3. connaissances comme nécessairement déterminée par la variance,
Mais considererons une classe beaucoup plus vaste de c.f, (celle des
FOthionnelles concaves), D'autre part, nous ne nous bornerons plus a
1"}l.'-’oser 3% X d'étre une v.a, discrete, nous supposerons le couple aléa-
foire XY absolument quelconque,
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CHAPITRE |

DE LINCERTITUDE

INTRODUCTION

Depuis fort longtemps onacherché a définir des indices pouvant servir
3 caractériser l'imprécisionavec laquelle nous connaissons la valeur qu'est
Susceptible de prendre une v.a, (en abrégé pour variable aléatoire) Y de
«d.r, (en abrégé pour fonction de répartition) F (y).

Durant ces dernitres années, on s'est plus particuli®rement occupé de
Z€néraliser les indices connus,

Clest ainsi que 1'écart moyen minimum (1), 1'écart type et 1' étendue
sont apparus comme des écarts typiques de Fréchet d'ordre 1, 2, I'infini
respectivement (cf. Fréchet [3] ).

La notion de différence moyenne (2) a été reprise et généralisée
(Brambilla [1] ) ; on montre que cet indice peut se mettre sous la forme :

D= [mzr(y) [1-re) ] ay

o

Enfin la notion d'entropie, introduite en téléphonie en 1928 par
Hartley [l ], s'est déja montrée susceptible de généralisations,

1. — ESSAI DE DEFINITION AXIOMATIQUE D’UN INDICE
D’INCERTITUDE
Nous nous proposons ici de donner une définition axiomatique des

indices précédents. Ces indices que nous appellerons indices d'incertitude
seront des fonctionnelles de la fonction de répartition de Y :

J=9 [F(v)]

et vérifieront certaines conditions que nous nous proposons de préciser,

(1) L'écart moyen est déja comparé a 'écart type dans Helmert (1),

(2) Cette notion a €été introduite semble-t-il par l'astronome allemand Jordan, ala
fin du sigcle dernier,
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Parmi les conditions qu'on peut i priori songer i imposer 2 un indice
d'incertitude, citons :

CONDITIONS QU'ON PEUT SONGER A IMPOSER :

condition I : Si 1'incertitude Jy relative » la v.a. Y existe, 1'incertitude
Jay relative & la v.a. Y existe également et est telle que :

U’\Y> Jy sl =1
autrement dit :

] [F(y)] = ¢ [ %—] si A>1

condition II : Si l'incertitude relative a la v,a, Y existe, 1' incertitude
relative a la v.a. Y-a existe également et lui est égale, autrement dit :

8 [F0)] =9 [Fiy-a)]

condition III : L'incertitude relative au mélange de 2 populations également

probables existe toutes les fois que l'incertitude relative a ces 2 populations
existe et est supérieure ouégaleila moyenne de l'incertitude des 2 popul2-

tions,
[P mm] S 4y ] 4o [0

condition IV : L'incertitude relative au mélange de k populations dans des
proportions p,, p,, ... py existe toutes les fois que l'incertitude relative
chacune de ces populations existe et est supérieure ou égale a la moyenné
pondérée de l'incertitude des k populations, autrement dit :

P [}_’_, pi Fi (y)];:nz p ¢ [Fs (y)]

condition V : L'incertitude est une quantité positive ou nulle et on a Jy= 0
si Y est une v.a, presque certainement égale 4 une constante,

Cette liste n'est évidemment pas limitative ; on peut par exemple
également songer & imposer i la fonctionnelle f certaines conditions de
continuité. D'autre part, il est clair que dans une définition axiomatiqué
de 1'incertitude, nous n'aurons pas besoin d'imposer toutes les conditions
de I & V ; en effet, certaines de ces conditions sont Plus ou moins 1e8
conséquences des autres ; certaines autres ne sont pas utiles pour 12
démonstration des théoremes que nous avons en vue et il nous est appart
tout & fait inutile de restreindre ainsi la portée de ces théoremes.

2. — LES INDICES CLASSIQUES VERIFIENT LES CONDITIONS 1 a IV

Nous allons voir que les conditions I & III sont bien vérifiées pour les
indices classiques et comme il résultera des résultats du chapitre III que
la condition IV l'est aussi,nous admettrons ce résultat sans démonstration.

Enfin, il est bien clair que la condition V est bien vérifiée si on prend
pour mesure de l'incertitude le moment typique de Fréchet d'ordre k ou l2
différence moyenne, Cette condition continue d'étre vérifiée si on suppose
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ql';‘e Y est une v.a. discrite et si on prend l'entropie pour mesure de
incertitude. Elle cesse d'étre vérifiée si on suppose que Y est une v,a,
Possédant une densité de probabilité f(y) et que ¢ [F (y)] est donné par :
9 [F(Y)] s f f (y) L £(y) dy, cette quantité pouvant évidemment étre
Négative,
Montrons maintenant que les conditions de I a III sont vérifiées :

1) si nous prenons pour § le moment typique de Fréchet d'ordre k

0 [r)] = mpn. [ |ya]* aF®)

a) ¢ [F %—ﬂ existe si @ [ F(y)] existe et on a évidemment :
o (7] = me [ Dl xR

e | sl er

A< ¢ [F(y)]

€t on a bien :

o [r] < ¢ [#1)] S

B)sip [F(y)] existe, il est clair que § [F(y~a.)] existe également
€t qu'on a :

¢ [F(y-a)]

A & k =
rer. f |yb1 dF (y-a)

min, f | z+a-b‘k dF (z)
bl

v [Fw]
T) enfin la quantité :
¢[F_(1L2ﬂy_l] = “waing f \y-b
b
est éyvidemment définie si les moments d'ordre k de Y et Y' existent,

Soit alors b* une valeur de b pour laguelle le minimum de l'intégrale
précédente est atteint, On aura évidemment :

¢ [EM,}QM]:%! j ly-b*|* dF(y)+f | y-b1* dGly) |

et le second membre est évidemment supérieur ou égal a :

%{",f."'f | y-br|* dF(y)+rE|iln.f | y-br|* dG(v)}

k

dF + G
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donc :

¢ —F‘J’—z—c‘—(ﬂ];—;— 0 [0 ] +9 [awm] 1

2) Considérons maintenant le cas de la différence moyenne D,

e i Y g
=2fF(z)[l-F(z):|)\ dz
= 7\3[1’(!/)]

0 [F(-%—)] -~ ¢[F(y)] P o

et la condition I est bien vérifiée,

) On voit de méme que :

¢ [Fo-a] =9 [ro]
Y) enfin, on a :
p ﬂy_%m_(u] =2j_F_(mzcm [1 _F(y)mm] -

{2 [ ro[ie0] avez [ ot [1-a0)] o]
3 [[Fo)-c]* @
=% {¢[F(y)] +¢ [G(y)] } +%f [F(y)-c(y)]’ dy

et la condition III est bien vérifiée,

3) Enfin l'entropie n'est définie que dans 2 cas particuliers, le cas
ol Y est une v,a, aléatoire discrite et celui ob Y possiéde une densité de
probabilité,

@) entropie dans le cas discret,

On suppose que Y est susceptible de prendre un nombre fini de€
valeurs y,, y,,.. y, avec des probabilités p,, ... Pn

On aura alors :

¢ [F(y)] = -Zpi L p;
Oou en posant :
SHAR P R (D)
b [rn] =% uep)

et il en résulte immédiatement que :

¢ [=(3)]

P [F (y-a)]

p [ ]
p [Fin)]

n
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De plus, si nous supposons que la v.a. Y'de fonction de répartition G(y) ne
Peut prendre que les valeurs y;,... ¥, avec les probabilités P} se:e Py, ON aura :

¢ [M ] =3 H [_(Pi +p;')]

Pj et p;' étant des quantités nécessairement positives ou nulles

i ) e .
H [LEI—;-—P—’—)-] sera nécessairement définie.

De plus, comme H est une fonction concave, on aura nécessairement

H [3‘—;—5-] =5 [H (p;) +H (pE)]
] I
€e qui prouve la condition III.

P) entropie dans le cas d'une densité de probabilité,

On aura alors :
9 [r]
¢ [F(%)]

-f f(y) L £(y) dy
fr e [relF) o] e
=Lx+ 9 [F]

donc la condition I est bien vérifiée.

La condition II 1'est aussi également,
Enfin, si f f(y) L f(y) dy et f g(y) L g(y) dy existent au sens classique,

Alors ; [F(y) + Gly) ] A f f(y) + gly) 1, £0) + 80 g

existera aussi et sera telle que !

P [ﬂy_)_’zr_cﬂﬂ] =110 [rm] +9 [aw] |

3. — NOTRE DEFINITION DE LA NOTION D’INCERTITUDE

Il résulte des paragraphes précédents que diverses définitions de la
notion d'incertitude sont également possibles. Toutefois, comme le reste
de notre travail roule sur 1'étude de certaines propriétés de cet indice,
nous aurons besoin d'adopter une définition précise de cette notion.

Il est clair que si nous adoptons une définition trop vague, les théorémes
auxquels nous parviendrons dans la suite seront d'un énoncé relativement
fort compliqué. Au contraire, si nous adoptons une définition trop stricte,
ces théoremes seront d'un énoncé tres court, mais perdront beaucoup de
leur généralité,

Nous avons choisi un moyen terme entre ces deux écueils et dirons dans
la suite que Jy est un indice dlincertitude s'il vérifie les conditions IletIIl.

Définition.

Nous dirons donc que 0 [F(y)] est un indice d'incertitude si :
1° - toutes les fois que ¢ [F(y)] et [G(y)] sont définis § [F(y-—a)] et

s
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Fiz) + G!z! ;.
¢ > le sont aussj.
2° - ¢ est une "fonctionnelle concave'', autrement dit :

¢ [ZoetlF I )] 7y [at] | (8

3° - On a toujours ] [F(y-a)] =0 [F(y)] (1.2)
conca-

On verra dans la suite que dans notre énoncé, la condition de
vité (1,1) est une condition essentielle alors que la condition (1,2) est un€
condition accessoire qui permet simplement d'alléger 1'énoncé de certain®
théorémes,

Remarque : Nous avons préféré dans le cours de cet exposé éviter le mf’;
d'information autant que faire se pouvait attendu que ce mot a été déj
employé dans des sens différents par Wiener (1) etGuilbaud ( 1) d'une part
Mandelbrot (1) et Schiitzenberger (1) de l'autre, - La meilleure de ce_ﬁl
définitions et la seule employée au moment ol nous avons écrit ce travai
est sans contredit celle de Wiener qui appelle information une entropi€
négative J =X p; L p; dans le cas discret. 3 = /" f(y) Lf(y)dy dans le ''cas
continu" - Cette définition est justifiée par le fait que l'information d€
Wiener augmente si la variable aléatoire Y est connue avec une plus gran L
précision, - Aussi nous conformant i l'idée directrice de Wiener, nou#
appellerons Information une incertitude négative, - Cette définition ﬂ‘_’“s
sera utile quand, au chapitre III, nous définirons notre gain d'information
qui généralise le gain d'information de Wiener (s

4. — DOMAINE DE DEFINITION

Il est & noter que ¢ [F(y)] n'est pas en général définie en tout _point
de l'espace E des fonctions de répartition, Ceci nous conduit & associer
toute mesure de l'incertitude un domaine D de E qui devra &tre tel que :

1° si F(y) € Dalors ¢ [F(y)] est définie

2° 8iF(y) ¢ DetG(y) ¢ D alors ___2___F(y) + Gly) ¢€D

les domaines D qui vérifient les conditions 1° et 2° jouissent d'importante?
prod:riétés. aussiles désignerons-nous sous le nom de domaines de définition
de

D'autre part,i l'ensemble desv.a, Y dont le moment absolu d'ordre ¥

to
m® = .[D ly[" ar(y) (1.3)

existe, nous pouvons associer l'ensemble A" des points F(y) de E tels
que (1,3) ait un sens,
Il est alors clair que si nous prenons le moment typique d'ordre k dé

Fréchet comme mesure de l'incertitude, nous pourrons prendre le
domaine A pour domaine de définition de o,

(1) En théorie des télécommunications on utilise généralement le logarithme de
base 2 - Dans notre théorie au contraire le choix de la base des logarithmes est sans
importance,
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De plus, il est clair que § [F(y)] n'est pas défini si F(y) n'est pas
un é€lément de A ), Nous traduirons ce faiten disant que A(K) est le domaine
Maximum de définition de §. Nous pourrons dans certains cas avoir intérét

considérer certains domaines de définition de ¢ quine coincident pasavec
€ domaine maximum de définition de §.

Dans le cas présent, nous pourrons par exemple prendre comme
omaine de définition de § tout domaine A" ot r = k.
di De méme, on ne peut prendre E comme domaine de définition de la
ifférence moyenne ; toutefois il est possible de montrer que l'on peut
Prendre le domaine A (') défini plus haut comme domaine de définition de
Cette quantité,

De méme encore pour l'entropie, on ne pourra prendre E comme
domaine de définition.

Aussi nous sommes-nous demandé s'ilexistedes indices d'incertitude
dont E soit précisément le domaine maximum de définition,

La réponse i cette question est affirmative,

Si nous prenons pour indice d'incertitude la valeur pour( fixé de la
fonction de concentration de Paul Lévy, changée de signe,

c=¢ [F(v)] =m;n. i F(y) =~y +£)f

1l résulte d'un théoréme de G. Darmois [1] que la condition III est
b}en vérifiée. Il en est de méme évidemment de la condition II. Clest donc
bien un indice d'incertitude qui reste bien défini quel que soit F(y).

5. — DE L’UTILISATION DES INDICES D’INCERTITUDE

Il est clair qu'on ne pourra jamais connaitre l'indice d'incertitude
tl_1éC)rique exactement. En revanche, on peut espérer connaitre l'indice
dincertitude approximativement en cons 1derant les valeursy,, Yay.--Yis-:-Yns
Prises par une v.a. Y de fonctions de répartition F(y), au cours de n

Preuves indépendantes.
On sait,d'aprés le théoreme de Glivenko-Cantelli,que si n tend vers

I'infini, la fonction de répartition empirique Fn(y) converge presque siire-
ment vers F(y) et ceci uniformément sur tout l'intervalle (-0, +® ),

Définition.

Nous dirons avec Fréchet (cf. bibl, Fréchet [1] ) que ¢ est une
fonctionnelle continue en F(y) sur un domaine D de définition de ¢ si,
quelle que soit la fonction G(y) de D et lenombre positifn , on peut trouver
€ suffisamment petit pour que :

Maxl F(y) - G(y){{e entraine I ] [F(y)] -9 [G(y)] ‘c:"__ M
Des lors, si § est une fonctionnelle continue en F(y) sur D et si F (y)
est uyn élément de D, alors d'apres le théoreme de Glivenko-Cantelli
[F (y)] tendra presque slrement vers ¢ F(y)| quand n tend vers
infini,

Le désir ot nous sommes d'appliquer le théoreme de Glivenko-Cantelli
hous conduira souvent a ne pas prendre pour D le domaine maximum de

définition de @
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Ainsi, sinous prenons l'entropie pour mesure de l'incertitude, “‘:_“s
constatons que ¢ [F,(y)] tendra vers ¢ [F(y)] si nous prenons poY
l'ensemble des F(y) totalement discontinues.

De méme, si nous prenons la différence moyenne de Gini oule mome::
d'ordre k de Fréchet § [ F(y) ] tendra vers ¢ [F(y)] - si nous preno®

pour D l'ensemble des fonctions F(y) correspondant & des variables aléa-
toires d'étendue finie,

Plus précisément, on peut montrer que dans le cas ot on prend;:
moment d'ordre k de Fréchet comme mesure de l'incertitude, il n'est p)
nécessaire d'imposer 2 F(y) d'étre un élément de tous les A" (définis p. 1.9/

mais qu'il suffit pour que ¢ [Fn(y)] e [F(y)] de prendre simplement
(2k)
D =A

LECTURES RECOMMANDEES

Les personnes désireuses de se documenter plus complatement SUF
quelques questions abordées ici liront avec fruit les articles suivants :

a) pour les valeurs typiques Fréchet [3] [7] (8] [15] Féron [2] {8]
Jackson [1]  vVille [1]

b) pour la différence moyenne Cantelli [1] De Finetti [1] De Finett]
Piacello [1] Kendall [1] Salvemini [1]

c) pour l'entropie l'ouvrage tondamental reste Shannon et Weaver [1]
on peut lire  aussi Féron et  Fourgeaud. [1]. C. Guilbaud Lk
Wiener [1] et [2] Schutzenberger [1] Mandelbrot [1] Hartley[l1l



CHAPITRE 1l

DE LA FONCTION DE REPARTITION LIEE

1. — RAPPEL DE DEFINITIONS CLASSIQUES

Comme nous l'avons dit dans notre introduction, le rapport de
Corrélation de Pearson n'a été a notre connaissance défini que dans le cas
Ob X est une v.a. discrete et il en va de méme des principaux indices dits
de corrélation, La raison de ce manque manifeste de généralité nous semble

Ue au fajt que ces indices ne peuvent étre construits facilement que si on
8ait ce que 1'on doit entendre par le mot "fonction de répartition liée'.

Or,si cette notionest facile & définir dans le cas ol X est une v.a, dis-
Crite, elle l'est si peu dans le cas général, qu'il nous eut été impossible
de démontrer des théorémes d'existence si la théorie de la mesure et des
ondements du calcul des probabilités n'avaient été préalablement suffisam-
Ment développés.

Comme la plupart des auteurs, nous considérons que 1'on peut associer
3 tout intervalle I de l'espace euclidien a 2 dimensions Ry et plus générale-
Ment & tout ensemble de Borel S de R une fonction P (S)appelée probabilité
de S et vérifiant les conditions suivantes :

JEe P(S) est non négative P(S) > 0
2 P(S) est complétement additive
P(S1)+P(Sa)+. . . +P(Sn)+. .. = P(Si45z+. .. 45n...) (2.1)
si les Si sont disjoints
3°/ PEY Hate |
Par un léger abus de langage, nous désignerons par

Bilx, X% < X9, Y1 << Y << y,) la valeur de la fonction P(S) quand S est
l'intervalle ouvert défini par les points My(xq, y1) Ma(xs,y2) et par
Pr { e G y, Y= yg la valeur de P(S) quand S désigne l'ensemble
des points x, y tels que y, Y << y, et X est un pointde l'ensemble T de
'espace Ry (T est supposé B-mesurable).

Nous noterons simplement par Pr(X C T) ou T désigne un ensemble de
Points de l'espace R4 la valeur de P(S) quand S désigne l'ensemble des
Points x, y, tels que X soit un élément de T (y restant quelconque),

Ces définitions classiques étant données, ilestimportant de remarquer
que la probabilité li€ée au sens classique que mnous noterons
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Priyies Yias vy | X C T) est définie seulement si Pr (X C T) est définie
et non nulle et dans ce cas, on a :

[w ==Y ey G T] (2.2)

Pri(y, < T <<y [iic m) = 2X

i SH o b e i b
et la fonction de répartition liée correspondante sera :
Fly | XCT)=Pr (v <<y | XC T) (2.3)

Il est & remarquer que F(y I X C T) n'est définie au sens classiqué
que si Pr(X € T) est définie et positive.

En particulier F(y | X=x) ne sera définie au classique qu'aux point®
xi oft Pr(X = xi) # 0,

Il est clair que toute tentative se proposant d'étendre la notion claf!f'_i"'lue
de fonction de répartition lie présentera une certaine part d'arbitrair€:
afin d'étendre la notion de probabilité liée de la manidre la plus utile, *
convient tout d'abord d'étudier les propriétés de ces fonctions,

2. — SYSTEME DE FONCTIONS DE REPARTITIONS LIEES GENERALISEES

LY Sl Timuls sust sont disjoints, on a évidemment :

i F(y | Ti) Pr(XC T;) = Pr{ o aTailo £o Ty y] (2.4)

=1

Ceci nous conduit & imposer a tout ensemble de fonctions de répartition
liées généralisées Fy (y) d'étre tel que pour tout ensemble E de Ry:

fEFx(y)dP(T)=Pr by o & ey (2.5)

L'intégrale étant bien entendu prise au sens de Lebesgue-Stieltjes; €7
langage probabiliste ordinaire (2,5) est complétement équivalente a :

LF‘g (y) dF(E,0 ) = F(x,y) (2.6)

si F(x,y) =Pr (X=<x, Y =< y).
° . b’F X, ) < - : ar
2°) Nous verrons que si x 0y  existe et est continue en tout point?

rapport al'ensemble des variables x,y,la ligne de régression des moyenné®
de y en x y = @(x) est telle que :

+0
@ (x) = lim, f y d F(y ’ Ti) (2.7

T—>0 &2

Quand T est un intervalle ouvert contenant le point x, Comme nou$
désirons que les propriétés connues des v.a, possédant une densité d€
probabilité subsistent dans notre théorie, nous serons naturellemen.t
amenés a supposer que, si nous étudions les moyennes liées, on @ *

fdex(Y) «*53 e, deF(VITi)

L =0
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pl“ﬂgé_né ralement si nous étudions la fonctionnelle § [F (y) ] (par exemple
& variance liée, 1'étendue liée, etc...) il nous sera commode d'imposer a
y) d'étre tel que :

6 [ By ] =umuint. ¢ [ F») | )] (2.8)
3]
quand T; est un intervalle ouvert contenant le point X.

3. — ENSEMBLES ADMISSIBLES DE FONCTIONS DE REPARTION LIEES

On remarquera que les conditions précédentes ne sont pas suffisantes
POur nous permettre de définir Fx(y) d'une maniere unique en tout point du
Plan, Mais elles nous permettent de définir des ensembles E de fonctions
de répartition qui se comporteront d'une maniere identique dans nos
Calculs, De tels ensembles seront dits ensembles admissibles de fonctions

e répartition si seule (2.5) est vérifiée, ensembles admissibles relative-
Ment 3 la fonctionnelle §, si (2.5) et (2.8) le sont. Plus précisément :

Définition I,

Nous dirons que l'ensemble E des fonctions de répartition Fy(y) est

x
2dmissible si j FE (y) d F(E, o ) existe et estégala F (x,y)1'intégrale
-00

€tant prise au sens de Lebesgue-Stieltjes.

£ Il est & remarquer que cette intégrale existera pour tout ensemble de
Onctions Fy(ye) =7Y (%, yo) mesurables.

En particulier,comme toute fonction mesurable au sens de Borel 1'est
AU sens de Carathéodory, l'intégrale existera toujours si Y (x, Yo) est
*-mesurable. D'une maniere plus particuliére encore toute fonction con-
inue étant B-mesurable, 1l'intégrale existera toujours si Y (x, vo)est
Continue,

Définition 1I.
Nous dirons que l'ensemble E des fonctions de répartition Fx(y) est
admissible relativement & la fonctionnelle @, si Fx(y) vérifie les conditions

de la définition I et si de plus,quand 1,}?‘_'_:%‘ 0 [F(y | Tj )] existe, quand

Ti est un intervalle ouvert contenant le point x, alors ) L Fi(y)] existe et

€8t tel que :

[ [Fx(y)] =1'1T:r_l;ir(1)f. i} I:F(y\Ti )] (2.9)

Ceci posé, remarquons des a présent que le systeme de fonctions de
<épartition liées, considéré par Paul Lévy (1) n'est pas nécessairement un
Systeme de fonctions de répartition admissible a notre sens. En effet, a
Ce stade de la théorie, la fonction de répartition est pour Paul Levy, une
onction croissante et bornée, mais on n'a pas nécessairement pour lui

lim. Fy(y)=0 lim. F(y)=1 (2.10)
Y—-&-—-m y‘—"l‘w

—_—

(1) Paul Lévy [l] p. 68.
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< s A 8
Ces conditions sont pour nous, au contraire, absolument esaentie“e -

La méme remarque s'applique 2la définition de Madame Gruzewska 1
qui appelle fonction de répartition conditionnelle, la quantité :

t F(xt+Ax,y)- F(x (2.13)
‘tg(y) = k;n_B:% F(xt+Ax,00 )-F(x,00.)

et elle démontre le théoretme suivant :
Théoréme de Mme Gruzewska :
Si quand Ax tend vers 0, la quantité :

_ F(x+Ax, = F(x, g 2)
8 (x,y,Ax) = ngIA:, :o) ) - FE:L)’ ) oy

tend vers une limite unique sur tout l'ensemble de définition (t:'esli-a'dira
en tous les points tels que :
F (x+Ax, o )>F(x, © ) pour tout Ax= 0).

Alors on a : x
F(x,y) = f Ge(y) dF (¥, 0 )
-0

Ce théoréme nous est apparu comme un cas particulier du théoréme plu8
général suivant :

Théorgme 1.

Quelle que soit la fonction de répartition F(x,y), il existe toujours uné
infinité de systémes admissibles de fonctions de répartition liées,

Ce théoréme estun cas particulier d'un théoreme beaucoup plus généra:ll

dd a Doob (2) dontnous ne pouvons ici donner qu'une vague idée(cf, Doob
p. 18).

Etant donné un certain espace abstrait() et uncertain corps de Borel g,
Doob appelle probabilité conditionnelle d'un certain ensemble mesurable
relativement au corps & toute fonctionP (M | F) de2variables(l'ensem ~
ble M et le pointw ) telle que pour tout A e &

f,\ PM|& )dP = P( A M)

et démontre l'existence d'une infinité de "versions' de P(M Ic? )

Dés lors, si nous considérons 2 fonctions B-mesurables x(w ), y(w) et st
nous prenons :

1°/ pour M l'ensemble des points de ) pour lesquels y (w ) << y.

2°/ pour & le corps de Borel B(5) engendré par la classe& des
ensembles de points w tels que x (w ) appartienne a un intervalle,

On peut montrer aisément qu'il existe une version z (w) de P (M I 9" )
telle que z (w') = z (w") toutes les fois que x(w') = x(w" ), autrement dits

(1) Melicer-Gruzewska [l] Sur la distribuante de deux variables aléatoires
dépendantes C.R. 1951 p, 1256,

(2) Doob [2] avait donné précédemment une autre définition de la probabﬂi'é
conditionnelle qui a été critiquée par Dieudonné I [3]
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:elle que P (M | & )ne dépende que dex. Une telle yersion'' des P (M | &)
€ra un ensemble de fonctions de répartition liées admissible a2notre sens.

¢ En raison de son importance capitale, nous donneronsici une démons-
Tation élémentaire du théoréme I.

Il nous suffira évidemment pour démontrer le théoréme 1 de prouver
qu'il existe un ensemble admissible { Fx(y) ] de fonctions de répartition
lies puisque si [Hx(y)] est un ensemble de fonctions de répartition telles

Eue Hy(y) = Fx(y) sauf peut-étre pour un ensemble de valeurs de x de proba-
‘!“é nulle, on aura d'apres la définition de l'intégrale de Lebesgue-
Stleltjes :

Feay) = [ Fg 0)aF (5. )

L:H,E (y)dF (€, ) (2.13)

£ Pour montrer qu'il existe effectivement un systeme admissible de

onctions de répartition liées, remarquons que F (x,0 ) = A (x) a, au plus,
Une infinité dénombrable de points de discontinuité., On pourra donc écrire :

A (x) = Aq(x) + A (x)

:ﬁ A4(x) est une fonction totalement discontinue, non-négative et non-
€croissante,

§t ob of (x) est une fonction continue non-négative et non décroissante; soit
1 l'lensemble des points ou Ay(x) présente des discontinuités, Si xj est un

Point de 1'ensemble Sy, on pourra poser :

R (y) =-Eg) -Elu-0.4) (2.14)

Le dénominateur étant toujours positif, Fx; (y) sera toujours définie,
De plus, en tenant compte du fait que :
lim, P(Sn) = P(lim. Sn)
on voit en prenant successivement pour Snp l'ensemble des points tels que :

Yy = -N,X = X| ety<n,x=x;n=l,2,3...

Que :
lim. Fy (y) =0
y—> -
lim, Fyg (y) =1
y——-+w
Posons par ailleurs Fy(x,y) = 37 F(xi,y) - F(xi-0,y)

x;cx

On aura évidemment :

Fy (x,y) = f Fg (y) d A (%)

-0

Posons & (x,y) F(x,y) - F(x.y) (2.15)

& (x,y) sera évidemment une fonction continue de x puisque si x> X !

F (x2,y) - &F (x1,y) =< A (x5) - oA (xy) (2.16)
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et comme 4 (x),elle sera non-décroissante et bornée. Donc of (x) et &"(xgg
seront des fonctions de x uniformément continues (1) eton voit com
précédemment que :

lim. & (x3y) - & (x1,y)

y—>-m

0

Um. & (x3,y) - & (x1,y) =f (x) - of (x1)

y—>+0

Dts lors, posons of (x) = uoux = & (u) etconsidéronsla fpnCti"t’;
& (a(u),y,) = & (u,y,).Cette fonction sera également continue et croissan

eton a :
Oég‘.'l (usYo)‘g._l

De plus, en vertu de (2, 15), on aura :

8‘; (u+h,y0) '&‘i (u:Yo)< h
lim. &; (uth,y) - & (u,y) =0

y—>=-0

lim, & (uth,y) -& (u,y)=h

y —*+®@

i ’ e
F; (u, yo) ne sera donc pas seulement une fonction continue elle sera encor
absolument continue et on aura :

& (Wye) = [ & (v.yo) dv (2.17)

od &' (v, yo) est /la. dérivée supérieure de & au point V (22;
Cette dérivée reste évidemment comprise entre 0 et 1, D'autre part, qula
que soit € on peut trouver y, tel que &, (u,y)<<e? et le théoreme de b
moyenne nous montre alors que &, (v, y,) reste inférieura e sauf peut'étre
sur un ensemble de mesure au plus égale a €. On en déduit aisément quv'
sauf peut-étre sur un ensemble de mesure S, nulle de wvaleurs de
lim, &4 (v, yo) = 0
y—s=-0
On voit de méme que sauf peut-étre sur S,
lim, &5 (v, yo) = 1
y—+®

Ceci posé, désignons par & (y) la quantité égale 2 &{ (v,yo) quand v= A (%)
On a en se reportant 4 la définition de l'intégrale de Lebesgue :

& = [ o praat (x)

et on aura en appelant T l'ensemble des points ¥ tels que Eéx:
F(x, y) = Fy(x,y) + & (x, y)

= fT Fe (1) dA (¥)+ f(R1_51_52)Tg% (y) dof (¥)

54

(1) Fréchet [9] pai273;

(2) 11 est aisé de voir que cette dérivée est une fonction mesurable-B (cf Lavallée
Poussin [1] p. 67).



DE LA FONCTION DE REPARTITION LIEE 133

et en posant :

Fy (y) si x = x; est un élément de S5y
(2.18) Fr (y) = & (y) si x est un élément de (R,-5(-5)
Hx (y) fonction de répartition arbitraire

si x est un élément de Si
on aura bien :

F (x,y) =fo(¥)dA(E) e o

En tenant compte de la note de la page précédente, on voit immédiate-
;ne“t qu'on peut choisir Hy(y) de manitre que Fx (y) =Y (x,y) soit une
Onction de la variable x B-mesurable.

D'une facon plus particulidre encore si 8 (x,y, A x)définipar2.12 tend
Vers une limite unique quand Ax tend vers 0, il est clair que cette limite
Sera nécessairement égale a2 Y (x,y) si x est un point de l'ensemble Ry=Sa,

€€ qui prouve que {‘gx(y)] est un systéme admissible de fonctions de

Tépartition lides Fy(y).

4. — ENSEMBLE ADMISSIBLE DE FONCTIONS CARACTERISTIQUES
LIEES
A tout ensemble admissible E de fonctions de répartition [Fx(y)} nous

ferons correspondre un ensemble E' de fonctions caractéristiques liées
lCP,((v)} telles que :

et nous appellerons E' ensemble admissible des fonctions caractéristiques
liées, Comme par définition tout ensemble E de Fy(y) vérifie (2.6) on aura:

ffe‘(”"*"”dr(x,y) = ff X +W) g 1 (y) d A(x)

plaw) = [ % gl aaw
de-méme en faisant u = 0, on voit que :

@(0,v) = f @x(v) d A(x)

00

ou :

5. _ SURFACES DE PROBABILITE REMARQUABLES

A) Deux v.,a, X et Y sont dites indépendantes si, quels que soient
Xety, ona:
F(x,y) = A(x). Bly)

Nous allons montrer que : Si deux v,a, sont indépendantes, on peut
rouver un systéeme admissible de fonctions de répartition liées pour lequel
Fy(y) = B(y) quel que soit x et réciproquement.

En effet, si je pose Fy(y) = B(y) j'ai d'apres (2.9)
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F(x,y) = [ Bly)da()
Bly). Alx)

donc nous avons bien défini un systeme admissible de fonctions de répar-
tition tel que (2. 18) soit vérifiée .,

"

Réciproquement, s'il existe un systéme admissible de fonc:t;io_ﬂf’éde
répartition tel que Fy(y) = B(y), alors (2.18) seranécessairement vérifiée.

Il en résulte que la condition nécessaire et suffisante pour que d‘j:’_‘
variables X et Y soient indépendantes, est qu'il existe un systéme admi

sible de fonctions de répartition { Fy (y)} telles que :
Fe(y) = C(y) (2.19)
B) Ce résultat va nous permettre d'étendre au cas général d'autres
notions qui n'ont été jusqu'ici bien définies que si le couple aléatoire X
admet une densité de probabilité,
Etendant des définitions de Serge Bernstein [l] -
Nous dirons que la v,a, Y est en corrélation dure, relativement h:
8i on peut trouver un systéme admissible de fonctions de répartition | ée
[F;(y)] tel que, quel que soitx, on ait :
Fx(y) = C [y - g(x)] (2.20)

Nous dirons que la v,a, Y est en corrélation simplement élastigﬁ.@;
relativement 3 x si on peut trouver un systéme admissible de fonctioD

de répartition liées [Fx(y)} tel que, quel que soit x, on ait
Fx(y) =C [A (x).y] (2.21)
plus généralement,

Nous dirons que la v,a, Y est en corrélation isogeéne relativement ax
si on peut trouver un systéme admissible de fonctions de répartition liées

Fxly) = ¢ [ A(). [y - ¢ (]] (2.22)

C) Le concept de fonction de répartition liée va également nous
permettre de généraliser la notion de régression linéaire ou parabolique.

Nous dirons par exemple que la courbe de régression des rnoyg_tlﬂ_e_ﬁ—de

Y en x est rectilinfaire s'il existe un systeme admissible de fonctions d€

répartition [Fx (y)} et deux nombres a et b tels que si nous posons

y(x) = _/; n dFx(n) (2.23)

on ait :

y(x) ax + b (2.24)

6. — QUELQUES PROPRIETES DES SYSTEMES DE FONCTIONS DE
REPARTITION ADMISSIBLES, RELATIVEMENT A ¢

1°/ 11 est aisé de voir que :

Sila courbe de régression des moyennes de Y en x est rectilinéaire

et s'il existe un systeme de fonctions de répartition {&; (Y)} admissible
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felativement 3 la _moyenne § lF(y)] = f y d F(y), alors ona :
¢[9x (y)] = x +f (2.25)

en effet, soit {Fx(y)] un systéme admissible de fonctions de répartition
Pour lequel (2,24) est réalisé, on aura :

b + 0 b
f [f y d F,(y)jl d F(x,0 ) =f (axtB) d F (x,m )

dtmcg [ F (y ' R X b)} est compris d'aprés le théoremedela

::‘:Yenne igntre aa +P et ab +P etsalimite inférieure ¢ I:c?; (y)] (cf, 2.9)
aa +

A La démonstration continuera a s'appliquer si on remplace dans 2,24
droite ax+[ par une courbe continue gquelconque ¢(x). Cette derniere
Temarque va nous permettre de généraliser la notion de régression,

Définition :

S'il existe un systéme (S) de fonctions de répartition &(y) admissible
Telativement 4 la fonctionnelle §, nous appellerons courbe associée a la
Onctionnelle § (et au systéme S) la courbe) :

o) = ¢ [ ty]

. En particulier si nous prenons pour § {F(y) la valeur typique
ordre k de la v.a. Y de fonction de répartition F(y) alors la courbe

P(x) = ¢[8‘x (y)} sera par définition la ligne de régression de la
Valeur typique d'ordre k de Fréchet (1)
D'une manitre plus particulitre encore, si nous prenons

9 [F(y)] = fy d F(y) la courbe ¢(x) = ¢ [8'; (y)] sera la ligne de
Tégression des moyennes

LECTURES RECOMMANDEES
sur les diverses définitions de la probabilité consulter

Blanc Lapierre et Fortet |1 Cramér [1] Fellar 1] Paul L& e
Mme Gruzewska [1] [2:1 F[ré]chet [9] Ldive [1] [ W[][]

sur les questions de la mesure consulter

Lebesgue [1] La Vallée Poussin [I] Saks [1] Dieudonné ]:l] [2] [3]
Layve [1] et ensuite seylement Doob [1] [2] Halmos [I]

(1) Il n'est évidemment pas certain que cette ligne de régression soit unique,
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CHAPITRE Il

NOTION DE GAIN D’INFORMATION

1. — DEFINITION DE LA NOTION DE GAIN D’INFORMATION

A/ Nous partirons des notions exposées dans le chapitre précédent pour
€ssayer de caractériser l'avantage que nous retirons de la connaissance
°|‘_3mpléte d'une surface de probabilité F(x,y).A ceteffet,nous comparerons

incertitude sur les fonctions de répartition liées &, (y) &2 celle sur la
fonction de répartition marginale F (o0 ,y) = B(y) et parviendronsa
démontrer que :

Théoreme 1.

A RA T 1A W

Pour tout systeme de fonctions de répartition lies i - (y)}a.dmissible
relativement  la fonctionnelle concave § et tel que ¢ [f&',} {y) d Ct (x)]

existe quelle que soit la fonction de répartition & (x), et soit a variation

b [s]= [ ¢ [m]aam G.1)

bornée, alors :

Nous poserons :
o [0]-2 ¢ [s 0] -
de sorte que (3.1) s"écrit :

Fy - MIyy = 0 (3.2)

l'inégalité (3.2) montre que si les conditions du théoreme I sont vérifiées,
I'incertitude relative ala v.a,Y esttoujours plus grande ou au plus égale a
la moyenne des incertitudes conditionnelles Jy,. Le fait de connaitre la
valeur prise par la v,a. X entrainera donc en moyenne une diminution de
l'imprécision de nos connaissances sur la valeur prise par Y. Nous
traduirons ce fait fondamental en disant que la connaissance de la valeur
prise par X, nous fait perdre de l'incertitude ou ce qui revient au mé&me

gagner de l'information - Et nous appellerons gain d'information la quantité
AT =0y - My, =M (-F) - (A

Lemme auxiliaire I. Fy (y) et Fp (y) étant de la forme f Fx (y)d & (x)(3.3)

la fonctionnelle § [?\ Fy (y) + (1-A ) Fy (y)] existera et sera continue

sur le segment de droite (Fy (v), (y).

(] [1 F(y) +(1-2) B (y)] existera évidemment car elle est, elle
aussi de la forme férx (y)d & (x). De plus F (y) et K, (y) étant fixées
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i} [ AE(y)+(1-0)F (y)] sera uniquement une fonction p () du paras
metre A ( 0<< A =< 1) on aura :

(M) =6 [NE )+ (1-20) Fy(y) ]

P(h) =8 [aFi(y) + (1-Ay) Faly) ]

Ecrivons que ) est une fonctionnelle concave, il vient :

719 [MEe s 0 me) ]+ [h o)+ (0o20) R0

< ¢ [ 2t Mg )+ -2ty gy ()]

ou
2 CAESPRR TV =g ESES ¥y

donc ¢ (A ) est elle aussi une fonction concave de A ; elle est de plug
évidemment bornée, donc elle est continue (1)

Plus généralement ¢ [A, Fy(y) + NgFaly) +---rrmmmmmmemee - + Ap Fp(y)] ob
M+ ' Ng #... ¥ Np''='1" ‘est  ‘continue sur la portion de l'hyperpla?
[F1 (v), Foly),.. Fp{y)] telle que :
A+ Aat..o.. +Ap=1 0 = N ¥l
p—1
e = 1 S
on le voit aisément en posant J( (y) = TT‘-F’—Z AiFj (y)

Lemme II, Quels que soient le nombre Pir Ppress Pm0=p <1 Xp; = 1

et les fonctions Fi (y)_de la forme (3.3), on a :

g p; ¢ [1“; (Y)] = [Zr:: p; F (v)] (3.4)

Démonstration

Par définition, on a %{ 9 [F1 (y) ] + ¢ [Fg(y)]} = ¢ w]

Des lors si Fy(y), Fy(y), Fs(y), F; (y) sont 4 fonctions de répartition de 12
forme (3.3), ona :

il [rn] +o EXNEY [0 ] + 9 (o]}

= _§.¢ [F1(Y)+F2(Z)] +_é_¢ [F3(X! +Fﬂx!]

- [F1(y)+Fe(y)ZFs(y)+F4(y)]

plus généralement :

2 30 [ne]=< o [27 3 ro]

(1) Hardy Littellewood et Polya [I] p. 93.
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En particulier,si Fy(y), Fz(y) ... Fn(y) sont données et si nous faisons
dans la formule précédente :

Fra (y) = Foya (y) = 3 Fz"(Y) =5 (y) + Fa(y) :. ++ + Faly)

il vient :

= [ 3¢ [mw] e [iSnn]l=<9[LtEnn]

oy :

13 [nm]=s[+3r0] G.5)

; Dans le cas particulier ol n, des Fy (y) sont identiques & F,(y),n,
;dentiques a Fy(y) et nmidentiques & Frn(y) (ny + ng + nm = n) (3.5) prend la
Orme :

%\ n, ¢ [E(Y)] +n2¢ [FE(Y)] too. tmf I:Fm(Y)]

- [“—r;F1 (¥) +. +"—;Fm(y)]
(3.6)

Cette derniere inégalité démontre que,quels que soient les nombres p;
Tationnels, on a :

i pid [Fiy)]< ¢ [i P Fi ()] (3.6)

Or,de 1a généralisation du théoreme I résulte que f) est continue,donc (3.6)
est vraje pour toute valeur de p; rationnelle ou non, ce qui démontre le
lemme II.

Pour achever la démonstration du théoréme I, remarquons que § [;9; (y)]
€8t certainement mesurable-B,

En effet, considérons la fonction D(e) égale a @ [8’ (y I e)] si cette
Quantité est définie et égale @ m dans le cas contraire, et attachons a chaque
8rille G, un ensemble de nombres D (e;) et posons D, = D (en)cette fonction
D, est mesurable-B, car elle est constante dans chaque maille w, et
¢ [&Fx (y)] qui est la plus petite limite de D est aussi mesurable-B,

‘De plus, d'apres le lemme II, on a, en choisissant convenablement
les Fi(y) :

3 ¢ [FO)| ei) ] Pr(ei) << B(y) (3.7)
Ol les e; sont disjoints et tels que 2 Pr(ej) = 1

Il suffira pour achever de prouver le théoréme I, d'appliquer le théoréme
€ Fatou, On a en effet :

[lim.inf. Dy (%) 1B (e 0ia ) = f limﬁinf. Dn(x).d F (x, o0 )

>f¢ [£x) ].4F x, @)
inégalité qui prouve (3.1).
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B/ Généralisation de la notion de gain d'information

La notionde gaind'information précédemment définie par (3.2) le-éaen;:
l'inconvénient de n'étre définie que s'il existe un systéeme de fonctions
répartition liées admissibles relativement a la fonctionnelle 0.

Or, si nous sommes bien arrivés a prouver qu'il existe toujours un
systéeme admissible de fonctions de répartition liées. en revanche. on_Df-‘“'
construire des exemples ou § [ F(y) j e; )J existe bien, quel que soit ej-
mais ol néanmoins on ne peut construire de systeme admissible, relat!
vement 2 la fonctionnelle §,

Aussi généraliserons-nous la notion de gain d'information en d?““an:
une définition de cette quantité qui ne fait intervenir que la notion
probabilité liée 4 un intervalle (sans faire intervenir la notion de systemé
admissible 1ié & un point),

2 3 P es
Nous aurons besoin dans nos démonstrations de considérer |

Fely) = 22 AiF(y |ei) (3.8)
ol Z A= 1
et nous énoncerons le théoréme suivant :
Théoréme II.

Siquelque soit Fy(y)défini par (3, 8), la fonctionnelle concave § [FK(Y)]S
existe et reste comprise entre deux nombres donnés m et M, alors, que:®

que soient les intervalles disjoints e; tels que 2. Pr (ej) =1, on 2

p [B6)]- 30 [Fly | e)] Pr(e) = o (3.9)

La démonstration de ce théoréme est absolument identique a celle d:
lemme II. Il suffit pour s'enconvaincre de lire la démonstration précédent
en donnant aux F (y) leur nouveau sens,

Des lors, nous appellerons gain d'information la borne supérieure du
premier membre de 3,9 et poserons :

AJ = borne sup, i i} [B(y)] =570 [F (y | e,-)] Pr(e;) l (3.9

Remarque,

La condition de concavité, qui figure dans le théoreme II, n'e_st pas
une condition accessoire, En effet, la ndition nécessaire et suffisa
pour que la quantité :

borne sup. { [} [B(y)] - IE ¢[F(y I e;)]Pr(e,—) } (3.10)

soit non-négative, pour tous les couples aléatoires X Y pour lesqggl_ﬂ__f_ug
est définie, est que soit une fonctionnelle concave,

En effet, nous venons de voir que la condition est suffisante, Pouf
montrer qu'elle est nécessaire, supposons qu'il existe deux fonctions de
répartition Fy (y) et Fy(y) telles que :

o [ro] os [mo] | = o [Epmo]

alors si nous considérons le couple aléatoire X Y tel que :
1
Pr (X =x;, Y =< y) =5 F1(y)

1
Pr(X=x; Y=< y) =4 F, (y)
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Pr (X différent de x, et de x;) = 0

il est clair que pour ce couple la quantité (3.10) sera bien définie et vaudra :

¢ [2e24m0] 1 {4 [500] +9 [50)]]

quantité qui est négative.

2. — CAS DE L’INDEPENDANCE

! Nous avons vu au chapitre précédent que si 2 variables X et Y sont
ndépendantes, alors F(y | ej) = B(y) toutes les fois que Pr(ei) # 0, des
Ors on voit immédiatement que la quantité :

p [30] - ¢ [FG |en] . Pren)
®st nulle quels que soient les ej, salimite AJ seradoncnulle, donc si X et
sont indépendantes, le gain d'information est nul

A/ La réciproque n'est_pas vraie, Il peut en effet arriver que X et X
Ne sojent pas indépendantes,bien que A7 soit nulle, Il en sera par exemple

dinsi lorsque quelque soit ej, @ [B(y)] =0 [F(y ] ei)]

1) Exemple I.

= Considérons le cas ol la variance est prise comme mesure de l'incer-
itude et supposons que quel que soit e la fonction de répartition Fly | e)
it une moyenne m et une variance o ? donnés d'avance ; dans ce cas on

aura bien :
¢ [B] =9 [riv | @]

Cette propriété qui résulte immédiatement de l'hypothese faite,
résulte aussi du fait que si on considére un ensemble d'intervalles e

disjoints, tels que :

S Pr(e) =1 (3.11)

on aura en notant o'e'zj et me; la variance et la moyenne de la v,a, de
fonction et répartition F(y | ej)

Y= f y d B(y) Zmej Pr(ej) = me;

Ty = f (-9 aB) =3 [0d +(me;-O] Prley)  (3.12)

_ Des lors silesfonctions de répartition Fy I ej)ne sont pasidentiques,
blen gu'ayant méme moyenne et méme variance X et ¥ ne seront pas
indépendantes, Et pourtant on a bien AJ =0, si par exemple on suppose
en outre que F(y | e;) = Fly l ej) pour tout ejc e;j.

2) Généralisations
a) L'exemple précédent est instructif car il nous montre que si nous

Supposons que F(y e) a une moyenne constante alors quels que soient les gj

vérifiant (3.11), (3.12) nous montre que :

o} =2 ad Prlej) (3.13)

€t en passant & la limite on voit que AJ = 0
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Réciproquement, si sur un ensemble ej tel que Pr ej # 0 on a me; # Y alors
(3.12) nous montre qu'on aura :

AJ>E(me; - Y)? Pr ()

La condition nécessaire et suffisante pour que AJ = 0 quand on prend

la variance pour mesure de llincertitude, est donc qg_gf'yd F(y I e) soit

indépendante de e pour tout intervalle e pour lequel F(y|e ) est défini.

b) Plus généralement si nous prenons le moment typique d'ordre K de
Fréchet m™ comme mesure de llincertitude, on aura en posant :@

o) e [ [y |\ ang) oo
m{;gzn%in,f I(y-bl“ dF(y | e) (3.15)

et en supposant que les ej vérifiant (3.11)

m® = min, 3 Uly_alk dF(y | ¢) | Prlei)

et l'on aura toujours évidemment :

m(¢)_—‘2ﬂ¥ i mbin. f l y-blk d F(y |eJ') f Pr (e;) (3-16)

on ne pourra évidemment avoir le signe = dans (3.16) que si le minimu™
de chaque intégrale f l y-bj lk dF (y I ej)estatteint pour la valeur a pour

chaque e tel que Pr(ej) # 0. Autrement dit, si a est valeur typique d'ordr®
k de la v.a. Yj qui a pour fonction de répartition F(y | ej).

En raisonnant comme précédemment, on arrive ainsi a2 montrer queé -

a condition nécessaire et suffisante pour que AJ = 0 quand OnP.‘.'.-‘?-n—é
le moment typique d'ordre k de Fréchet comme mesure de l'incertitud®:
est qu'il existe une constante a qui soit valeur typique d'ordre kde toute$
les v.a.qui ont une fonction de répartition de la forme F(y | e) (toutes les
fois que F(y | e) est défini).

En particulier :

La condition nécessaire et suffisante pour que AJ = 0 quand on_prend

l'écart moyenm () = mafn. f | y- | dF(y) comme mesure de 1'incertitude

est qu'il existe une valeur a qui soit €gale al'une des médianes des v,a, Ye
—_—ne E S Cdianes des V.2

de fonction de répartition F(y | e),

B/ Fonctionnelle strictement concave
fonctionnelle strictement concave
1/ Définition :

Nous dirons encore que § est une fonctionnelle strictement concave i

p | P B0 =1y [r0)] 49 [mm] ] @D

pour tout couple de fonctions de répartition Fy (y) et Fy (y) non identiques.

__Autrement dit, on ne peut avoir le signe égal dans 1'inégalité (1,3) que
si F(y) = G(y).
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Dans ce cas, on voit en reprenant les calculs du début de ce chapitre
que l'on ne peut avoir le signe égal dans (3.9) que sitousles F(y | ei) sont
ldentiques, On en déduit le théoreme suivant :

Théoreme :

i Si on prend une fonctionnelle strictement concave comme mesure de
th_lC_Grtitude, on aura AJ = 0 si et seulement si X et Y sont indépendantes.

Au contraire, si  estune fonctionnelle concave sans &tre une fonction-
Nelle strictement concave, il existe des couples aléatoires X Y tels que
= 0, sans que X et Y soient indépendantes,

2/ Application 2 l'entropie

Supposons que le couple X Y soit susceptible de ne prendre qu'un
Nombre fini de valeurs (xi, y;) et soit p;; la probabilité du couple xj, yj.
%8 lors, si nous prenons pour { l'entropie, on aura :

¢[F(Y)J=-Z pj L pj (3.18)

Cette fonction étant définie, quelles que soient les probabilités p; des

¥ telles que o pj = 1, il est clair que (] [ 0 X1 (y)] oh > Ai=1,
8€ra bien définie,

Or, ¢ définie par (3.18), est une fonctionnelle strictement concave.
Eneffet si nous considérons une autre f,d.r. F*(y) pour laquelle Y prendra

les mémes valeurs y;j avec des probabilités p;( Z p_,-' =1) on aura :

o [FOE0] - p e g

or - x Lx étant une fonction strictement concave, on aura :

i1 i i P 1 ' 0
TSR TR R I R ) I RO

et l'on ne pourra avoir le signe égal dans (3.19) que si p; = p}

Il en résulte qu'on aura toujours :
e pl- p s 4 pl.
o7 By By 1
':4: Lo o e [;PJ‘LPJ";P'J LP'J] (3.20)
et l'on ne pourra avoir le signe égal dans (3.20)que si tous les p;j sont
€gaux aux Py

_Autrement dit, on ne pourra avoir :
g [z ] Ll [e ] o[ 0] |

Que si F(y) = F*y)

Donc, si X et Y sont des v.a. discontinues susceptibles de prendre un
Nombre fini de valeurs,et si on prend l'entropie comme mesure de l'incer-

titude, on aura AJ = 0 si et seulement si X et Y sont indépendantes.

b) Considérons maintenant le cas ol on prend l'entropie comme
Mmesure de 1'incertitude sur la v.a. Y possédant une densité de probabilité
f(y) £(y) = F'(y)) bien définie et bornée en tout point, et posons :

0[] -- [ L ay (3.21)

3
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et supposons que pour un couple aléatoire XY, {) soit définie pour‘to'-;te:
les fonctions Fy(y) définies par (3.8), (Il en sera notamment ains

? .
9 E :)"y = f(x,y) existe et est continue en tout point du plan et si de plués
pour tout x tel que :

#73m, £(x,y) il
0) =" Tix, n ) an
l'intégrale :

J st L 55 (3.22)

existe également), )
Dans ces conditions, si F;(y) et F,(y) sont définis par (3.8

() +Fiy) ; ) anera aussi, donc ¢|:F—2—iﬂ' (y) + Fy ] existera.

De plus, on aura évidemment si on pose

F'y(y) = fa(y) Fy (y) = faly)
f1(y) 5 faly) 1, 5iy) 5 foly) ~ -3 [ft (y)L f1(y)+fz(v)L£=(v)]
et l'on ne pourra avoir le signe égal que si fy(y) = f,(y).

Deés lors, on voit aisément que l'on ne pourra avoir :

? [E&Lzﬂ(ﬂ] =‘§‘{ 9 [Fn (Y)] + 9 [F,(y)] } (3.23)

que si fy(y) et fy(y) sont identiques, sauf peut-&tre sur un ensemble 4€
mesure nulle E,,

On aura donc puisque E, est de probabilité nulle :

Fi(y) = Fa(y)

s £
Donc dans ce cas, on aura encore AYJ =0 si et seulement si X et Y 802
indépendants,

3. — NOTION DE FONCTION UNIVALENTE

La définition la plus naturelle qui vient & l'esprit est de dire CI'-‘BY)
est fonction univalente de x si la valeur de Y est un nombre certain ‘F(’c
quand on connait x, Mais de méme qu'on est amené en calcul des proba'bi'
lités & sybstituer 2 la notion analytique de convergence, d'une suite veTr®
un nombre a, les notions de convergence en probabilité, de convergenc®
en moyenne d'ordre k, de convergence presque siire, de méme nous seron®
aussi amenés A élargir la notion de fonction univalente de l'analyse.

Diverses définitions sont alors possibles :

Nous dirons que Y est une fonction univalente de x du type A, Si_oP
peut trouver unsystéme admissible de fonctions de répartition liées [ Fxt;”
pour lequel quel que soit x il existe une valeur Yo(x)_telle que :

Beiby) - 0 pour y == y,(x)

1 pour y =y, (x)
Mais, en réalité, nous avons vu que nous obtenions des résultats plus Sé_“é'
raux en nous passant de la notion de systdme admissible de fonction
de répartition liée,
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A cet effet, considérons un réseau linéaire sur 1'axe 0x défini par un
:;“'mbre illimité de grilles Gy, Gi... Gn. La grille G, sera obtenue a partir
€ la grille Gy en divisant chaque maille de la grille Gy en k partie égales.
€8 mailles correspondant & lagrille G, seront des intervalles semi-ouverts
q"Oite et nous noterons par {, une maille quelconque de G,. Ainsi, un
p?"‘} x appartiendra 3 une maille {} de Gp et une seule de ces mailles.
183 ... ... sont emboitées les unes dans les autres.

Ceci posé, nous dirons de Y est fonction univalente de x au point x, en
Probabilité (en moyenne d'ordre k, presque sGrement

Si 1°/ Quel que soit n F(y| £} ) est bien défini
2°/ si Ypo désignant la v.a, de fonction de répartition F(y| 2R n)

Ypo converge en probabilité (en _moyenne d'ordre k presque siirement)
" vers une constante (1).
Il est bien clair avec cette définition que si Y est fonction univalente
® X ay point x, au sens de l'analyse elle 1'est 2 1'un quelconque des sens
't‘?Chastiques ci-dessus. De plus, il est bien évident que si Y est fonction
Univalente de x au point x en moyenne quadratique ou presque sirement
lle 1'est aussi en probabilité,

( De méme, nous dirons que Y est fonction univalentede xen probabilité
€N moyenne d'ordre k, presque sarement) si c'est une fonction univalente
de x pour un ensemble E de points xo dont la probabilité totale est unité.

a) Nous dirons de plus que Y est fonction univalente de x au sens strict :
: en probabilité, b) en moyenne d'ordre k, c) presque sdrement. Si cette
d°nVergence est en quelque sorte uniforme, c'est-a-dire si a tout couple
€ nombres positifs € et on peut faire correspondre un nombre N tel que
Pour tout n = N et tout xoon ait :

a+E
a) max f dF (y| €2)=>1-n
a

a ~&

b) min, fﬂul y-alk dF(y |ln)<e
a 5

(o]
c) on peut trouver a tel que les inégalités :

are
_[dF(y |€’3)>1-Tl v = snsatmehel i
£

Soient simultanément vérifiées,

Ceci posé, prenons le moment typigue d'ordre k de Fréchet comme mesure
de 1'incertitude, Il est bien évident que si Y est fonction univalente de x au
Sens strict en moyenne d'ordre k, alors, quel que soit £ on peut trouver un
Nombre N tel que n =N entraine :

(1} [F(y |€n)] = borne inf, f 1 y-a|k d F(y |€n)-¢e
a

e —————————
(1) La définition que nous proposons présente toutefois un inconvénient, Il n'est pas
Prouvé que la définition de la fonction univalente stochastique soit indépendante du systéme

de grilles choisi.
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et ceci sera vrai pour tout intervalle ¢,tel que n=N et que P (XC /n) £

dés lors on aura évidemment :
2V [Fu|e)] Plar<e

la sommation étant étendue a tous les intervalles de la grille Gn et i
conséquent :

borne inf. 3 ¢ [F(y |¢)] (&) = o
d'ot: on tire d'apres (3,9) :
a9 = ¢ [B@y]
par conséquent si Y est fonction univalente de x en moyw

sens strictet si on prendl'écarttypique d'ordre k de Fréchet comme m_ﬁ-—“ﬂ’

de l'incertitude, on a :

a3 = ¢ [By]
En particulier, si Y est fonction univalente de x en moyenne quadratiql!.‘i-:—u
sens strict et si on prend la variance comme mesure de l'incgggﬂ.ﬁl-—'
ona : Ads= 0'\2,

Réciproquement, supposons qu'on prenne le moment typique d'ordre k de
Fréchet comme mesure de l'incertitude et qu'on ait ;

A7 = ¢ [B(y)]
d'aprés (3.9), ona :
borne inf, > ¢ [F(y ei)] Pr(e;) = 0

Il est alors clair que quel que soit& on peut trouver des ensembles €i

tels que > ¢ [F(Y | B.‘)] Pr(ej)<<e et on pourra supposer puisqu®
¢ { F(y Il ] } est supposé borné que les extrémités des e; ne sont P3?
points de discontinuité de F (x, o ).

Considérons les intervalles semi-ouverts ai‘j formés par les noeuds de 12
grille Gy et par les extrémités des ej ,il est clair d'apris le théoreme II
présent chapitre que l'on a :

ij ij
>0 [F(y la.n’)] Pr(Xcal)=<e
et sauf peut-&tre pour un ensemble de a.j.,j de probabilité totale inférieur®

4 \/& onaura [F(y la.';_.j )]< V€& clest-a-dire que sauf peut- &tr®

pour un ensemble de valeurs de x de probabilité nulle, on aura P""‘r
tout point xq

. M k []
lim min, | y-a dF(y [a,) = 0
a

n=+oo

apdésignant celui des af_{ qui contient xo autrement dit si AYJ = ¢ [B(Y)]

quand on prend la valeur typique d'ordre k de Fréchet comme mesure 4

l'incertitude, Y est fonction univalente de x en moyenne d'ordre k,
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En particulier, si AJ =o§quand on prend la variance comme mesure de

1
L-L‘!Siliitude Y est fonction univalente de x en moyenne quadratique.

LECTURES RECOMMANDEES

Le terme gain d'information apparait dans WIENER [1] sur les
Questions de convexité consulter HARDY LITTLEWODD et POLYA [1] .






CHAPITRE IV

SUR UN SCHEMA PROBABILISTE

1. — DESCRIPTION D’UN COUPLE ALEATOIRE QUELCONQUE X Y

Les surfaces de probabilités gque l'on rencontre dans la pratique
Semblent, & beaucoup de statiticiens, trop compliquées pour &tre étudiées
directement. Aussi essaient-ils de les remplacer par des surfaces de
Probabilité plus simples.

A/ CORRELATION DURE.
Dans le cas particulier ou le couple aléatoire XY admet une densité

2
de probabilité f(x,y) :_%xT,y_)_, S. Bernstein [1] a proposéunmodele
Simple qui englobe la plupart des modeles considérés avant lui, Il écrit :

f(x,y) = a(x) . ax(y) (4.1)
et dit que X et Y sont en corrélation dure si :
ax(y) =V [ v+ o]

Autrement dit, les courbes ay(y) sont superposables par une translation.

Géométriquement parlant, une densité de probabilité peut étre considérée
comme une certaine masse répartie sur le plan des xy avec la densité
£(x,y). ax(y) représente alors la densité sur les fibres élémentaires paral-

les 3 Oy et le fait qu'il y a corrélation dure se traduit en disant que les
fibres élémentaires se déduisent les unes des autres par une translation.

Nous dirons que la demsité f(x,y) estalors produite par des fibres
élémentaires réparties avec la densité a(x) sur l'axe des x et, engendrées
par la translation de la distribution de masse ¥ (y) le long de la courbe ¢ (x).

Nous avons, au chapitre II, généralisé cette définition et avons dit que
X et Y sont en corrélation dure si l'on peut trouver un systeme admissible
de fonctions de répartition liées tel que :

Fy(y) = ¥ [y+ ?(X)] (4.2)
On voit aisément qu'alors on a :

Pr [ ¥ =< o) +h, XC 1] =Pr(xcT).V () (4.3)
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et réciproquement si (4.3) est vérifiée, quel que soitE Fy(y) = ¥ [y+ ?(x)]
est un systeme admissible de fonctions de répartition,

X et Y seront donc en corrélation dure si et seulement si (4.3) €5t
vérifiée,

B/ SCHEMA PROBABILISTE,

Etant donné un couple aléatoire XY (supposé défini par P(E) ) et ‘fn:
fonction y = w (x) nous pouvons essayer de remplacer le couple a.léatO}fn
XY par un autre couple aléatoire X" Y* dans lequel X* Y* sont en corrélatio
dure, s

Le couple aléatoire X* Y* sera donc supposé défini par P* (E)_EEP.PP;‘-—é-E
telle que :

P*[Y<w(x)+h,XCT]=P(XCT)w£h) (4.4)
Plyo +n] = p[ Y<<w()+ ] (4.5)

et ceci quels que soient T et h,

En faisant T = R, on voit que ¥ (h) est entidrement déte rminé par (4-5)
puisque (4.4) donne alors :

Y (h) = P*[Y<w () + 1] (4.6)

2, — GAIN D’INFORMATION DURE ET ELASTIQUE
A/ DEFINITION

Nous pouvons caractériser la valeur du achéma probabiliste au moyen
de l'incertitude,

Nous avons vu en effet cf, (3.9) que l'ona AT = 0
avec : AJ =9 [B(y)] - borne inf, Z: i [F(y) | ei)] Pr(ej) (4.7)
I

et ceci quelle que soit la fonctionnelle concave §.

On peut écrire (4.7) :
&9=9 [B0) ] -0 [v 0] +9 [¥ )] -bormeint 5 ¢ [riy | en] e

= D . E (4.9)

En posant :

e - <o ool
p=9[Bm] -9 [vw)]
E = ¢ [W (y)] - borne inf. 3 ¢ [F(y | e;)] Pr(e;)

Nous appellerons AJ gain d'information totale, D gain d'informa:LQB:
dure et E gain d'information élastique, et dirons que le gain d'information
totale est la somme du gain d'information dure et du gain d'information
élastique,

On voit donc que ces quantités sont définies quelle que soit la fonction-
nelle concave
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B/ PROPRIETES DU GAIN D'INFORMATION ELASTIQUE ET DU GAIN
D'INFORMATION DURE,

1) Gain d'information élastique.

On a, compte tenu de (4.4) et (4.5) :
vy :=P[vy=ow () +y] (4.11)
donc W (y) est bien une fonction de répartition.

Posons :

Fly | e) == [Yép?xf:")e‘;y' xc el 8i P(XC e) 0

Fy(y | e) = & (y) dans le cas contraire (ot & (y) est une fonction de
répartition arbitraire mais telle que ¢ [ & (y)] est défini et borné,
Fi(y | e) est évidemment une fonction de répartition et on a pour lese;
18joints et tels que e;i= Ry

2 F(y | &) Plej) =T (y)

On a d'apres (3.6)
0 [v 0)]= = ¢ [R0|e] Pe (4.12)
Il en résulte que :
8i quel que soit € on peut trouver des nombres ej tels que ej C e entraine
p[Fh [e)] -2 Rl | ei] <ce (4.13)
alors le gain d'information élastique E ne peut &tre négatif.

La condition (4.13) est absolument essentielle et nous supposerons
toujours dans la suite que nous nous bornons a 1'étude des fonctionnelles
et des courbes w (x) pour lesquelles (4.13) est vérifiée.

On remarquera que dans le cas ot X est une v.a. discontinue pouvant
prendre les valeurs x4, Xp ... Xn(c'est le seul cas ot la fonction de répar-
tition lie est définie au sens classique pour des ensembles e tels que
2. Pr(ej) =1), (4.13) est une conséquence de (1.2) - (4.13) s'écrit en

effet alors :
= ¢ [ Fx; [Y + w (xi)] =9 [in (Y)] (4.14)

2) Gain d'information dure.

Le gain d'information dure, au contraire, peut étre positif ou négatif,
Le fait que D est négatif signifie que le schéma probabiliste considéré est
trés mal adapté au probléme considéré. D mesure en quelque sorte le gain
d'information apporté sur le couple aléatoire X Y par le schéma probabiliste
envisagé. Il est d'ailleurs clair que nous sommes tout a fait bien informés
sur X Y quand on connait toutes les fonctions de répartition lies (cas
auquel le gain d'information est AJ ) au contraire la donnée du couple
aléatoire X* Y* ne nous renseigne que partiellement,

Et en effet, si (4.13) est vérifiée, on a toujours en vertu de (4.9) :
D=AJ (4.15)

3. — CAS OU L’INFORMATION ELASTIQUE EST NULLE

A/SI X ET Y SONT EN CORRELATION DURE ET SI 4,13 EST VERIFIEE,
ONA E = 0, sionprendpour w (x) la ligne de régression ¢ (x),



152 R. FERON - INFORMATION, REGRESSION, CORRELATION

En effet (4,3) est alors vérifide,
On aura donc pour tout ensemble T tel que Pr(T) # 0
Y@ =Fy|D
donc quels que soient les ej tels que > el = Ky
9 [‘V (y)] =29 [F1(y l ea)] Pr(ej)
) I:"]nI (y)] - borne inf, > ¢ I:F (y I ei)] Pr(ej) = 0 (4.16)
ciQ. ¥

B/ SI LE GAIN D'INFORMATION ELASTIQUE EST NUL, ON NE PEUT
AFFIRMER QUE X ET Y SONT EN CORRELATION DURE.

Un exemple suffira 4 nous montrer qu'il en est bien ainsi.

et

On prend la variance comme mesure de l'incertitude,

a) Supposons que X est une v,a, discontinue pouvant prendre les
valeurs x,, X,,... Xpet soit Fy; (y) les fonctions de répartition liées en ce€$
points (on a vu que ces fonctions de répartition existent au sens classique
des lors d'apres (4.5) et (4.6), on aura :

V) =T F [ v+ )] Prx=x) (4.17)

etla v.a.% quia pour fonction de répartition W (y) aura une variance

a',i et une moyenne Y .
et on aura, si on prend la variance comme mesure de 1'incertitude
B : 2
E =o" - borne inf. 3] ol Pr(e,)

avec 2. e, = Ry (4.13)
ol o;,i désigne toujours la variance de la v.a, Ye, de fonctionde répartition
F(Y | ek)
Or, d'aprés la formule (3.6), si ek. = ej + ej' on aura :

crgk Pr(ek);cezj Pr(ej) + o-gj, Pr ejt
On en déduit aisément que :
borne inf, Zk: agk Pr(e,) = Z:: o?Pr (X = xj)
ol cr?dési ne l'écart type de la v.a, de fonction de répartition Fy; (y) de
sorte que ?4. 18) s'écrit :

B = [: (y-y yd $ Fy, [y + w (x.-)] Pr(X=x;)- $ o ? Pr(X=xj)

2 [;m [ n -w (xj) -i]z dFy; (n)- n1 o? Pr(X=x) (4.19)

1 i=

Or nous aurons :

[:E}_w (xi) 'g]a dFy; (n ) = o? (4.20)
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le signe égal étant obtenu dans (4.20) si et seulement si :
(1]

Y +w (xi) = y d Fx; (y)
-0
On en déduit aisément que :

Théoreme :

20éoréme :
La condition nécessaire et suffisante pour que E = 0 quand on prend la
Variance comme mesure de llincertitude et quand X est susceptible de

Prendre un nombre fini de valeurs x,, X, ... Xpe€st que :
ots) =t [y aEg o) (4.21)

ol K est une constante arbitraire.

b) Cas ot le couple X Y admet une densité de probabilité f(x,y).

Nous serons alors obligés évidemment de supposer ¢ (x)mesurable au
Sens de Lebesgue.

+to
Dans ces conditions, les intégrales L y? f(x,y) dy étant supposées

toutes bornées, on voit aisément que l'on aura encore :

y f(x,y) dy
E=0 si ¢(x) =K+ ==

[T e o

en tous les points ol le dénominateur n'est pas nul,

4 — GENERALISATION DES NOTIONS PRECEDENTES

A/ RETOUR A LA NOTION DE CORRELATION DURE :

Il est aisé de démontrer que :

La condition nécessaire et suffisante pour que Y soit en corrélation
dure, relativement & x (cf, définition p, 2,15) estqu'ilexiste une foncti
univalente de x, @ (x)_telle que la v,a, Y- @ (X) soit indépendante de X,

En effet,la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse trouver
pour le couple aléatoire (X, Y) unsysteme admissible de fonctions de répar-
titions liées { Fy(y) ] tel que Fx(y) =C [y+o (x) ] est que l'on puisse
trouver pour le couple (Y - ¢ (X), X) unsystéme admissible de fonctions de
répartition liées [&% (y)] telles que &x (y) = C(y) et d'apres le théoreme
de la p. 2,14, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi
est que les v.a. Y- ¢ (X) et X soient indépendantes,

Dire que l'on peut remplacer en gros la surface de probabilité consi-
dérée par une surface de probabilité en corrélation dure équivaut donc a
dire que les v.a. Y- ¢ (X) et Y sont grossitrement indépendantes.

La fonction de répartition de Y - w (X) n'est autre que W (y) comme on
le voit d'apres (4.11). Il en résulte que :

D = Jy-Jy w(x; (4.23)

E = Jyvu(x - borne inf, 2, ¢[F(y | eiiPr(e',) (4.24)
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B/ GAIN D'INFORMATION RELATIF AU SCHEMA DE LA CORRELATION
ISOGENE,

Le principal intérét du schéma précédent est de nous permettre c.le
construire trés rapidement divers schémas simples, plus généraux que lui.

Ainsi la condition nécessaire etsuffisante pour que Y soiten corrélation
isog®ne relativement 4 x (cf, définition p.2,17) est qu'il existe deux fonction®
univalentes de x : @(x) et A(x)telles quelav.a, L{-q—’-)-(z)-aoit: indépendante
de X, AX )

Des lors, étant données deux fonctions w (x) et (x) on pourra définir
des quantités Det & analogues auxquantités D et E définies précédemment.

On aura :
7, =jY_j Y—Lu(x)g)(! (4‘25)
b
& :j Y-;:-sxgxz - borne inf, ZI: [} [F(y l ei)] Pr(e;) (4.26)

on sera alors amené 2 poser :

) =P yp 0 [0 (0 + v]] (4.27)

et :

Fly|e] =2 [Yé};(E)}I{:gé:i)»ey] X e

8i P(XC e) # 0. Mais ici on n'a plus &0,

Il en résulte une sérieuse difficulté pour dire qu'un schéma de corré-
lation isogéne est meilleur qu'un autre.

Certes, on peut toujours démontrer que :

La condition nécessaire et suffisante pour que Y soit en corrélation
isogéne, relativement & x est qu'il existe 2 fonctions univalentes de x CP(")

et A (x) telles que la v, a. Y-}“PXX , Soit indépendante de X,

et que par suite, si Y est en corrélation isogéne par rapport a x, on pourra
trouver un schéma probabiliste tel que :

9=Ajl

& = 0 (4.28)

Mais la réciproque n'est pas vraie, Et on pourra construire des
schémas probabilistes qui donnent une idée tout & fait inexacte de F(x,y) et
qui néanmoins sont tels que (4.28) soit vérifi€e,

LECTURES RECOMMANDEES

Les personnes désireuses de connaitre les diverses généralisations de
la loi de Bravais (définie dans Bravais [1] )lirontavec fruitBernstein [1J]-.
Sarmanov [1] Prétorius [1] Narumi [1] Risser [FoL [



CHAPITRE V

DE LA REGRESSION

1. — NOTION DE LIGNE DE REGRESSION

A/ LA DEFINITION CLASSIQUE DE LA LIGNE DE REGRESSION -
SES GENERALISATIONS.

1*) La ligne de régression des moyennes.

Généralement, on ne parle que de la ligne de régression de la moyenne
de Y en x d'un couple aléatoire possédant une densité de probabilité
5.

fx,y) = a(x). axly) 1)
La ligne de régression des moyennes est alors la courbe :

P x) = f y ax(y) dy (5.2)

2°) Conception de Cramér,

Pour Cramér, la notion de valeur typique est quelque chose de vague.
C'est une quantité qui, comme la moyenne, la médiane ou le mode, peut
&tre considérée comme le '"point central" de la distribution (Cramér [ 1]
p. 178). Des lors, pour lui, la ligne de régression de Y en x sera définie

dans deux cas particuliers,
a) Quand le couple aléatoire XY possdde une densité de probabilité f(x,y)

On considere alors la valeur typique Q?(Yx) de la v.a, Yx qui a pour
densité de probabilité ay(y) définie par (5.1). La ligne de régression de Y
en x est alors donnée par la courbe :

}.t(x) = G(Yx) (5.3)

b) Quand X est une variable discrite (cf. Cramér Bllen - 272):

La fonction de répartition lie aupoint x telque P(X = x;) # 0 est alors
déterminée comme il .est dit au chapitre II (p. 210) ; soit F(y | X = x;)

cette fonction de répartition. Alors la valeur typique C@(Yxi) de la v,a, Yy

de fonction de répartition F(y | X = xj) sera bien déterminée. Cramér
propose d'appeler alors ligne de régression, la courbe obtenue en joignant
par des segments de droite les points consécutifs (x;, 5 (Yx;) (x4,  (Yx, )-

3° Premidre généralisation de la notion de régression.

Nous avons déja donné cette généralisation p, 134 , le progrés est
double,
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a) La notion de valeur typique est bien précisée, c'est la valeur typique
d'ordre k de Fréchet,

b) La ligne de régression est bien définie dés qu'il existe un system :
fonctions de répartition | Fx(y)| admissible relativement a la Yale:
typique d'ordre k de Fréchet (autrement dit la fonction de répartition ¢4
couple aléatoire XY peut &tre absolument quelconque).

e de

Pour distinguer les lignes de régression définies par ce procéfiér dz
celles que nous allons définir maintenant , nous les nommerons anciennés

lignes de régression.

B/ NOUVELLES LIGNES DE REGRESSION,

1) Leur détermination.

ait Etre
onc tout
1us

Nous avons vu au chapitre IV, qu'un schéma probabiliste pouv
considéré comme d'autant meilleur que D est plus grand, On sera d
naturellement amené i choisir la courbe w (x) de sorte que D soit le P
grand possible, Ceci étant, nous adopterons la définition suivante :

Définition :

Nous appellerons nouvelle ligne de régression relative & la mesure é
de l'incertitude, toute fonction y = w (x) telle que le maximum D*de D soit
atteint,

Plus précisément, comme nous voulons que D ait un sens, nous seromns
amenés a rechercher les fonctions @ (x) mesurables Lptelles que § ["I’ (y)
soit minimum quand (cf, 4.11) :

v (y)=P[Y< w (x)+y]

Il convient dés a présent de remarquerqu'envertude (1,2), siy =@ (x)
est une nouvelle ligne de régression y = w (x) + a en est une également. On
aura donc toujours non pas une nouvelle ligne de régression unique, mais
une famille de telle lignes, Il est d'ailleurs aisé de voir que l'on peut
retrouver ainsi les lignes de régression classiques,

Exemple I.

Recherchons d'abord l'ensemble des nouvelles lignes de régreﬂsion
quand on prend la variance comme mesure de l'incertitude,

On aura alors & rechercher la fonction ® (x) mesurable Lp ettelle queé *

¢ [W (y) ] f (y _@-)9 d ¥ (y) minimum (5.4)

Y fmy dw (y) (5.5)

oo
ot W (y) est donnée par 4,11,
Et comme w (x) est supposée mesurable Lp, on aura { Fy (y)] désignant
un systéme admissible de fonctions de répartition liées :

VT o] g g e 8
[;wk f yar, [y+w (] !dA(x) (5.7)
f ;f [0-0 6] de(u):dA(x)

Quand :

i

d'otr :

Y
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TR S e (5.8)
€n posant :
WP f ydF (o, y) (5.9)
(-] T
w (x) =fw(x) d A (x) (5.10)

(5.4) s'écrit donc :

0 [vn] f | f(y-?+m)’m[y+w(x)] dA (x)

= fif[u-?-w(x)+ﬁ(x)]2df'x (u)} dA (x)

ou en posant : wix) =@ ()= Xlx) {(65.11)

0 [vn]- f \f[u-(?+ux))]’ dFx (u) | A () (5.12)

et il est clair que le minimum de ol ¥ (y) sera atteint si toutesles
L e 2
intégrales f ’ u - [Y + X (x)] I d F, (u) sont minimum, ce qui se

produira si Y + K (x) = f ydF, (y)ou w(x)= y d Fx (y) + C* (5.13)

Il convient toutefois de remarquer que ce calcul ne sera valable que si
on peut trouver un systeme admissible de fonctions de répartition liées tel
que toutes les intégrales utilisées aient un sens, ce qui n'est pas du tout
évident,

De plus, notons que si le minimum de (5.12) est atteint pour une

fonction X, il le sera pour toute fonction X ™ qui ne différe de X (x) que

pour un ensemble de valeurs de x de probabilité nulle,

La réciproque estd'ailleurs vraie si surun ensemble T telque P(XC ) # 0
ona X,(x) # X (x) alors le minimum de § [W (y)] ne sera pas atteint
pour h,(x). On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréme :

Si l'ancienne ligne de régression des moyennes p (x) existe et si, de
plus, toutes les intégrales dont il a été question plus haut ont un sens, la
famille des nouvelles lignes de régression relatives ala variance comprend
les courbes définies par :

1°) Les fonctions w, (x) = [J.(x) + Cte

2°) Les fonctions de w, (x) telles que W, (x) ne differe d'un wy (x)
donné sur un ensemble de probabilité nulle,

Exemple 1I.

Prenons comme mesure de l'incertitude le moment typique d'ordre k
de Fréchet, on aura alors :

¢ [w (y>]=m:n.f | y-a|* aw )

- min. f [f | y-a- 0 ([ a B ] aa @ G.19)
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et le minimum de ¢[1IJ (y)] sera encore atteint quand le minimum

de f |Y-a— w (x)|k d Fy (y) est atteint, autrement dit si a +@ (x
onction

] est

1'une quelconque des valeurs typiques d'ordre k de la v.a., ¥Yx de f
de répartition Fy (y).

La famille des nouvelles lignes de régression compﬂfﬁiﬁ‘_ﬁ’ﬁg—@w

réserve de conditions d'existence) :

1°/ La famille des courbes w, (x) paralléles & toute ancienné ligne de
régression p (x)

wy(x) = px) + K
(x)

2°/ Lafamille des courbes wj(x)telles que w, (x)ne differe d'un 1
que sur un ensemble de probabilité nulle,

L'application la plus importante de ce théorgme se rencontre quang
k=1; (x) est alors une ligne de régression des médianes, La média':e
n'étant pas nécessairement unique, il en sera de mé&me de r (x). Dans ot
cas, on pourra prendre pour ,(x) une courbe parallzle a l'un quelcond
des p (x) possibles.

Remarque :

Il y a lieu 2 notre sens de nous féliciter du fait que l'on n'obtient S:’:
une nouvelle ligne de régression unique mais une famille de telles nouve
lignes de régression car ceci nous montre qu'un trés important groupé€ 2
propriétés des anciennes lignes de régression appartient aussi a d'autre
courbes (les nouvelles lignes de régression).

La principale différence entre les anciennes et les nouvelles lignes 21:
régression tient au fait que les premiéres sont définies a1'aide de la donn
d'une caractéristique fonctionnelle de position (Les c.f, relatifs aux v.2. ;
et X +a doivent étre = et = +a), les secondes al'aide d'une incertitude-l‘l es
toutefois également possible de définir les anciennes lignes de régression
1'aide de la donnée d'une incertitude,

On peut ainsi définir l'ancienne ligne de régression de la .moyen:tle
comme étant la courbe définie par la fonction p* (x) qui rend minimum -

m[ ¥ - p]° (5.15)

Et plus généralement, l'ancienne ligne de régression de la valeur t)_fPique
d'ordre k=1 comme étant la courbe définie par lafonction p*(x) qui FeP

minimum : Kk
m| ¥ - p|
Information dure et élastique quand w (x) est une nouvelle 113’—‘—9—49
régression,

Il est clair que si on prend lavariance comme mesure de I'incertitude:
ona :
D* = AY Bda=sio (5.16)

plus généralement, cette propriété sera encore vraie si on prend la valeﬂ:
typique d'ordre k comme mesure de l'incertitude, Les diverses intégrale
étant supposées exister, on a en effet, en tenant compte de (5.15) :

e :’Y-tP(XJ - mjyx

:min.f[[ | y - (@a+o (x) Ik de(y)] dA (x)
a
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Il n'en sera pas de méme si § estune fonctionnelle strictement concave
(4.12) s'écrit en effet alors :

b [ve]=32 ¢[m 6]e)] Pren G

et l'on ne peut avoir le signe égal dans (5.18) que si : Fy (y |ei) = ¥ (y)
pour tout e; tel que P (ej) # 0;sidonc nous supposons que (4,13)a lieu, nous
ne pourrons avoir E¥ = 0 que si Y- w (X) estindépendante de X,clest-a-dire
81 Y est en corrélation dure par rapport a x,

2. — NOTION DE DROITE DE REGRESSION

A/ LA DEFINITION DE LA DROITE DE REGRESSION.

l - Anciennes droites de régression

Dans (5.15), nous avons pudéfinir une ligne de régression des moyennes
quelconques. Mais on peutremarquer que dans (5. 15% on peutimposer p (x)
d'étre une courbe continue, d'étre dérivable, d'é&tre une courbe d'une forme
analytique donnée, une parabole ou une droite par exemple, Dans ce dernier
cas,on obtiendra pour p*(x) l'ancienne droite de régression ajustée par la
méthode des moindres carrés,

On aura donc pour déterminer cette ancienne droite de régression a
déte rminer les valeurs a* b° de a etde bqui rendentminimum TM(Y-a-b X )%
la droite de régression ainsi obtenue sera :

Y Lo
s B g (5.19)
O’Y Ox
ol oy et gy sont les écarts types de X et Y,

e leur coefficient de corrélation linéaire,

On peut évidemment généraliser cette notion de la méme mani&re que
la précédente et chercher les valeurs a* et b* de a et b telles que

m|y-a-bx|* soit minimum.

En particulier, si k = 1, on obtientainsila droite des moindres écarts.

2 - Nouvelles droites de régression.

1 Nous pouvons, dans le schéma probabiliste considéré au chapitre IV,
imposer & w (x)d'étre d'une forme analytique simple, par exemple d'étre
une droite,

Nous essaierons de déterminer l'ensemble des valeurs a* b¥ deaetb
pour lesquelles le maximum Df de D est atteint quand on astreint w (x) a
étre de la forme w(x) = ax + b et nous appellerons nouvelles droites de
régression relative a la mesure ¢ de l'incertitude,celles des droites ax + b
qui rendent D maximum. i

Il est clair que (4.11) s'écrira :
W(y)=P[YéaX + b+ y] (5.20)

et que D sera précisément obtenu quand ¢['llf (y)] est minimum,

Or, en vertu de (1.2), il est clair que si a* et b* sont des valeurs
de a et b telles que § [ ¥ (y)] est minimum, il en sera de mémede
a* et b* + c et ceci quel que soit'c, autrement dit, quel que soit G, a¥x +6
sera elle aussi une nouvelle droite de régression relativementa l'ince rtitude

P [F(n]

14
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La famille des nouvelles droites de régression coincide donc avec 13

famille des droites (a* x + € ) paralleles aux droites a* x rendant D maximum
quand on impose a w (x) d'étre de la forme w (x) = ax,

B/ EXEMPLES :

En particulier, on peut prendre pour @ [F(y)] un écart typiqueé
d'ordre k, On voit immédiatement que :

Si _nous prenons la variance comme mesure de l'incerti_tﬂﬂf.a_-_lgg-
nouvelles droites de régression sont les paralleles a la droite de régressionl
classique (droite ajustée par la méthode des moindres carrés).

De méme, sinous prenons l'écart moyen comme mesure de l'ince rtitude,

les nouvelles droites de régression sont précisément les paralleles 2 la
droite ajustée(ou aux droites ajustées)par la méthode des moindres écarts -

C/ DECOMPOSITION DU GAIN D'INFORMATION
On peut évidemment écrire :
¥R P 0 e ) © P b o S o (5.21)

et si (4,13) est vérifiée, les quantités D! , D* - D¥, E* sont toutes troif
non négatives,

La quantité D¥ - DY mesure en particulier ll'information gagnée ,i:
remplagant le schéma probabiliste ol w(x) est assujetti & étre une drol
par un schéma probabiliste ot w (x) est quelconque (1),

Ainsi, le fait de remplacer le schéma probabiliste ol w (x) eSt' ““:
courbe quelconque par un schéma probabiliste ol on impose & w (x) d'étT
* * .
une droite,sera d'autant plus justifié que le rapport 2—.5——,21 sera plus petit.
Si ce rapport n'est pas jugé assez petit, nous pourrons trouver Y%

schéma mieux adapté de la maniére suivante :

D/ REGRESSION PARABOLIQUE :

Supposons maintenant que nous imposions &  (x) d'étre un polyndme
de degré n

(k) =ja, + a.x .4 ) (5.22)
et que nous déterminions les valeurs a%, a% ... a% de ap, a; ... an telles
que le maximum Dy de D soit atteint,

On voit comme précédemment que si :
ag + a{ x+ ... a¥ x" estune nouvelle parabole de régressionde degré
il en sera de méme de :

C + atx +.,. +ah x" et ceci quelle que soit la constante C.

Nous dirons que DX est le gain d'information parabolique d'ordre %
relatif & l'incertitude ¢ [F (y)f

Il est clair que le gain d'information parabolique d'ordre m est plus
petit ou égal au gain d'information parabolique d'ordre n si m—=— n

DY =< D} si m=n (5.23)

(1) Dans le cas particulier ol on prend la variance comme mesure de l‘incertitud:
onaD" - DYV =M {‘? (X) - M ¢ (X) - a)C] autrement dit, on peut trouver cette valeulhy
connaissant seulement F(x,) et les nouvelles lignes de régression.
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On remarquera que (5,22) peut s'écrire :
AY =D}+D§-Df+... +D}-D}y +D* - Dr +E* (5.24)

Autrement dit, dans la pratique on pourra se faire plusieurs représen-
fations de plus en plus précises de la surface de probabilité en prenant
Pour w (x) des polynémes de degrés de plus en plus élevés. L'intérét de
la formule (5.24) est de nous indiquer i quel moment nous pourrons nous
Considérer comme satisfaits car nous pouvons a chaque fois évaluer a la
f?_m l'information que nous avons effectivement gagnée Dj - Di et
l'information qui reste & gagner D* - D} .

* *

Nous pourrons par exemple nous arréter quand DT-.D-Q est inférieur a
Un nombre donné, Cecin'estd'ailleurs peut-&tre pas la seule considération
Qui doit entrer en ligne de compte, on peut aussi songer a s'arréter

* *
Simplement parce que -—D“—dr?;ﬂ est trop petit, etc...

Remarque :

. Au lieu d'imposer &  (x) d'étre un polyndme, on peut évidemment lui
impoger d'avoir une autre forma analytique simple donnée, dépendant d'un
Certain nombre de parametres.

BIBLIOGRAPHIE

sur les définitions classiques de la notion de régression, voir :
Brambilla [1] Cramér [1] Pompilj [1] Salvemini [2] Jordan [4]
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CHAPITRE VI

DE LA CORRELATION

Supposons que nous désirions nous faire une idée de la valeur que
prendra un certain caractere aléatoire Y, par exemple la taille d'un
garcon quand il aura atteint 1'4ge de 20 ans,

Nous pourrons avoir une idée a priori de cette taille par la fonction
de répartition B(y) des tailles de tous les hommes de 20 ans. Mais nous
nous ferons une idée meilleure de cette taille si nous connaissons la
taille x du pere du garcon et la fonction de répartition conditionnelle Fy (y).
Le probléme que se pose le praticien est de juger de la valeur du rensei-
gnement supplémentaire ainsi obtenu. Ce probleme est d'importance car
au lieu de dépenser notre temps et notre argent 2 évaluer la taille du fils
4 1'aide de celle du pere, nous pourrions l'utiliser a évaluer la taille du
fils au moyen de celle de la mere, etc...

1. — INDICES DE CORRELATION

A) DEFINITION :

L'avantage que nous apportera la connaissance de la valeur prise
par X sur la connaissance de la valeur que devra prendre la v.a, Y peut
s'exprimer comme le rapport du gain d'information que nous avons effec-
tivement réalisé a celui que nous pouvions espérer réaliser quand nous ne
connaissions que la fonction de répartition de Y, C'est ce rapport que nous

.

appellerons indice de corrélation C, on aura par définition :

AT :
C *MaxAJ (6.1)

ob Max AYJ désigne le maximum que AJ est susceptible d'avoir quand on
sait seulement que Y a pour fonction de répartition B(y).

B) EXEMPLES :
1° On voit immédiatement que :

Si on prend la variance comme mesure de l'incertitude, nous obtenons
pour C le carré 7 2du rapport de corrélation de Pearson toutes les fois que

ce rapport est défini,
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a) En effet, au sens classique 7* n'est défini que si X est une Va:;
discontinue susceptible de prendre les valeurs X5 o an Xl rmong i VeSS

m
probabilités positives p,, ..p ( 2 p; = 1) et si de plus les moments liés

m(:.) = f y? d Fy; (y) existent : le carré du rapport de corrélation

r A Arbiy)
de Pearson sera alors : 7 XZY = GY Zp‘ ai (6-2)

Ty
en posant : 2 1
o y = min (y-a)*dF (o ,y)
a
o : =

2
= min (y-bi)” d Fx; (y)
b
Et on reconnait au numérateur la quantité Al
De plus, la fonction de répartition de Y étant donnée, on doit avoir
max A U<o§, puisqu'une variance ne peut étre négative ; mais quand LS

est fonction univalente de x(cf, définition ch,II)on a O'Zi = Odonc 2 Pi% =0
2
v

il en résulte que max AJ =o
b) Dans le cas o X n'est plus une v,a, discréte, nous continuerons 3

appeler carré du rapportde corrélation de Pearson la quantité 1]2 =m§
toutes les fois que cette quantité sera définie.

c) Le carré du rapportde corrélation de Pearson ainsi généralisé jouit
d'importantes propriétés,

1°5i X et Y sont indépendantes, on a n2=0 (c'est bien évident
puisqu'alors’  AJ = 0,

2° Mais la réciproque n'est plus vraie. On peut méme montrer qu:
quand 7% existe la condition nécessaire et suffisante pour que 1_= 0 est que

f ydF(y ] e) soit indépendante de e pour tout ensemble e pourleqll_e—!
F(y | e) est défini (cf, théoreme p, 3,8)

Si n? et l'ancienne ligne de régression des moyennes existent tous deu";
il faut et il suffit pour que n? = 0 que l'ancienne ligne de régression de
moyennes soit parallele & Ox (1),

3°5i Y est fonction univalente de x en moyenne qt:na.clra.tic_lge_«‘:l-_ll__S_Q_'i‘-g
strict, alors N2 =1, L

En effet, d'aprés la fin du chapitre III, le numérateur de 1% estnéces-
sairement alors égal a 0’3[ :

4° Réciproquement, si 112 = 1, Y est presqu rtainem f

univalente de x en moyenne quadratique au sens large, (cf, démons-

tration chapitre III),

On remarquera qu'avec la définition classique de 1)?dans laquelle on sup-
pose que X ne peut prendre qu'unnombre fini de valeurs x; avec des probabi-
lités positives p,les conditions précédentes peuvent se simplifier ,En posar
Fy; (y) = Pr (Y<"y| X = x ) on a en effet toutes les fois que 72 est définl.

(1) On dit alors que Y est indépendante de X en moyenne,
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1) 2) La condition nécessaire et suffisante pour que n?=0 est que
la moyenne liée ?’(iz f y d Fy; (y) soit constante (1).

3) 4) La condition nécessaire et suffisante pour que n?= 1 est qu'il
existe un nombre @ (xj) tel que :

0 pour y == ¢(xi)
Fy; (y) =
1 pour y = @(xi)

2° Plus généralement, prenons l'écart typique d'ordre k de Fréchet
comme mesure de l'incertitude, on obtient alors comme précédemment un

i R A
indice G( = Nax AT

1)Si X et Y sont indépendantes : ™ = 0

jouissant des propriétés suivantes :

2) La condition nécessaire et suffisante pour que C(k) =0 est _qu'on
puisse trouver une quantité a indépendante de e et telle que le minimum
par rapport a b de f y-b ¥ dF (y | e) soit obtenu pour b = a et ceci
pour tout ensemble e pour lequel F (y | e) est défini. En d'autres termes
que les v.a, Ye de f, de r, F(yql e) aient toutes une valeur typique d'ordre k
commune,

3) Si Y estfonction univalente de x enmoyenne d'ordre k ausens strict,
alors c'®W =1, (1)

4) Si c(kK) = 1, v est fonction univalente de x en moyenne d'ordre k au
sens large.

En particulier, si k = 1 et si X est une v.a, pouvant prendre unnom-
bre fini de valeurs x; avec des probabilités positives p;.

1) 2) La condition nécessaire et suffisante pour que c®=0 estque
la valeur typique liée d'ordre k de Fréchet soit constante (On appelle valeur
typique liée d'ordre k de Fréchet au point xj celle des quantités aj qui rend

. - k
minimum l'intégrale f | y - aj | d Fy; (y).

3) 4) La condition nécessaire et suffisante pour que c® = ]est qu'il

existe un nombre ¢ (x;) tel que :

0 pour y == @(xi)

Fx; (y) =

1 poury ;—‘P(xi)
Si k = 1 les conditions 3) 4) restent inchangées mais on doit légérement
modifier les conditions 1) 2) pour tenir compte du fait qu'on n'aplus
nécessairement une seule valeur typique;la condition 1) 2) deviendra
alors

1) 2) La condition nécessaire et suffisante pour que (of bk o vy
qu'on puisse trouver une quantité a, égale a une médiane liée pour toutxj
(on appelle médiane liée 2 x toute médiane de la v a Yy de f. der. Fy (y)).

3° Supposons enfin que les v.a, X et Y sont totalement discontinues et
susceptibles de prendre seulement les valeurs xj, yj et que nous prenons
l'entropie comme mesure de l'incertitude,

Soient :
Pi; la probabilité du couple xj, ¥;j

(1) Ceci tient somme toute uniquement au fait que, si on prend le moment typique
d'ordre k de Fréchet pour une mesure de l'incertitude la condition V p. 120 est elle
aussi vérifiée.
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Pi. la probabilité marginale de X = x;p; . = 2; Pij

B la probabilité marginale de Y = Yi B = Zi Pij
Bl la probabilité conditionnelle de yj quand on sait que
X = xj iji = !;_'_J_
on a i
pili = 0 ; Pj|i !

'
Si nous prenons l'entropie comme mesure de l'incertitude ,nous aurons *

% #5)
Aj—-Zgij,j-i-ﬁv_tpi.?p”i ijli ‘(6
i L Pili =— 0 et le maximum
de cette quantité sera précisément égal i zéro et sera obtenu quand tous
les Pj|i sont nuls & l'exception d'un seul qui est égal & 1, On aura donc
3 AJ
T Max.AJ
-2y Lp.g+ Xipi 2 Bili L pji

"FF!J L pj

Eten tenantcompte des résultats du chapitre III, on voitque C estun indice
qui vérifie les conditions de Fréchet, c'est-i-dire que c'est un nombre
compris entre 0 et 1 et que l'on a :

CommeonaOépJ-li =1 ona P;

C

L5} 2°) C = 0 sietseulement si X et Y sont indépendantes.,
3.%) 4°) C = 1 si et seulement si Y est fonction univalente de X
(c'est-a-dire si pour toute valeur de i unseul des pij estdifférentde 2€ro).

2. — INDICES DE CORRELATION DURE

A) DEFINITION :

Mais nous avons vu que dans la pratique on pouvait se faire une idée
moins précise, mais plus simple de la dépendance qui existe entre X et
en remplacant le couple aléatoire XY par un couple aléatoire X* Y™ tel
que Y* soit en corrélation dure relativement & x comme il est expliqué
aux chapitres IV et V. Nous avons vu que nous pouvions faire cette ﬁub’"
titution de différentes manidres plus ou moins précises et que le gait
d'information relatif A ces divers schémas probabilistes ne peut E&tre
supérieur a AJ

Ceci posé, il est utile d'avoir un indice capable de caractériser 12
valeur des schémas probabilistes considérés au chapitre V, La valeur d'un
schéma donné ou indice de corrélation dure Cp s'exprimera comme l€
rapport de l'information gagnée par ce schéma a l'information qu'a priori
nous pouvions espérer gagner connaissant simplement lafonction de répar-
tition de Y, D 7)

Co *Hax.a5 (&

Parmi tous les schémas probabilistes possibles, nous nous bornerons
dans la suite & ceux qui sont les mieux adaptés, Autrement dit, nous
n'examinerons ici que le cas ou :

1)D est le maximum D*de D(cf p.156)quand la courbe y=w(x)est quelconque.
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2) D est le maximum D de D (cf.p. 159) quand la courbe y = w (x) est
une droite,

3) D est le maximum Djide D (cf. p. 160) quand la courbey = @ (x)
est une parabole de degré n,
Nous désignerons les trois indices correspondants par :
(" o o

En vertu de (5.23) on a évidemment :
C= Cp+ Cpx = Cpr (6.8)
D'autre part, les quantités D*, Dy, D} étant non négatives C, Cp» ,
Cox , Cp; seront eux aussi non négatifs, Ceci posé, examinons ce que
deviennent ces indices dans quelques cas particuliers .
B) EXEMPLES :

1* On prend la variance comme mesure de l'incertitude

a) la courbe y = w (x) est supposée quelconque,

Nous avons vu au chapitre V que le maximum D* de D étaitalors obtenu
quand y = w (x) est une ligne de régressiondes moyennes. Maintenant nous
examinons uniquement l'avantage que nous retirons du schéma probabiliste
considéré dans la définition des nouvelles lignes de régression.

Cet avantage s'exprime par :

*
G Wwea DL (6.9)
Max, A Y
ot D* = ,'JY - borne inf, > O':i Pr (e;)

par conséquent Cp* est bien défini et égal 2 7? toutes les fois que cette
quantité est bien définie (cf. plus baut),

Autrement dit, quand on prend la variance comme mesure de l'incer-
titude, on a toujours C = Cp» (6.10)

b) la_courbe y = w (x)_est supposée &tre une droite.

Le maximum D} de D est alors atteint quand y = w (x) est la droite de
régression. Le couple aléatoire XY est maintenant considéré comme bien
représenté par un couplealéatoire X" Y* tel que Y" est 2 la fois en corréla-
tion dure et en régression linéaire par rapport a x. L'avantage que nous
retirons de ce schéma probabiliste s'écrit :

DY
T Max AJ

et un calcul simple montre que Cp* n'est autre que le carré du coefficient
de corrélation linéaire Cpy = r2

CD: (6.11)

c) ourbe y = w (x) est supposée &tre une parabole de degré n,

Le maximum Dp de D est encore obtenu quand ® (x) est la parabole de
régression, On a :
Dh
Cpt . B s (6.12)
Max, AJ
On aura évidemment Cp, = 0 si la parabole de régression de degré n se

réduit A une droite paralléle a 1'axe des x (1'école italienne dit alors qu'on
a indépendance parabolique d'ordre n cf,Salvemini [3] ouPompilj [1] ).
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On aura Cp% =1 8i et seulement si Y est presque sirement fonction
univalente de x:y = ¢(x) et si de plus @ (x) est une parabole de degré n 2t
plus.

2*) Onprendla valeur typique d'ordre k comme mesure de 1'incertitude

D*, DY, D étant toujours définies comme il est dit au chapitre V, OB
posera encore :

D*‘ D* D*
T s e 7 R s ISR R R L 13)
Cot = axay ' Sofeequiiyss wCp. & SEmRe s
et I'on aura encore CK)  étant défini par (6.4)
c = cgﬂ (6. 14)
k K K)
LS G Tl e C 1 Som Oy o 0 (6.15)

k : 5
et 1'on aura encore Cl(,r_‘) =0 si et seulement si on peut trouver um‘-:_llqwelg

parabole de régression de degrés n parallele a l'axe 0Ox.

K ; : ;
De méme, on aura encore C,(,?: =1 si et seulement s'il existe un®

parabolede degrés n : ¢ (x)=ao+ ajx... + an x" etunsystéme admissible
de fonctions de répartition Fy (y) tels que

0 pour y < ¢ (x)

F —
el 1 pour y —= @(x)

NOTE HISTORIQUE

Le rapport de corrélation de Pearson a été défini dans Karl Pearson [3]



CHAPITRE VII

INCERTITUDES, INDICES DE CORRELATION
ET LIGNES DE REGRESSION GENERALISEES
POUR UN COUPLE
DE NOMBRES ALEATOIRES

1. — GENERALISATION DE LA NOTION D’INCERTITUDE

Nous proposons dans ce chapitre en quelque sorte de généraliser la
notion d'incertitude d'une manidre analogue a celle que l'on emploie en
algebre pour généraliser la notion de distance, Le fait que l'on puisse
découvrir des propriétés intéressantes de l'espace en ne considérant que
la notion d'écart de Fréchet entre 2 points nous parait 4 ce propos parti-
culitrement remarquable, Par analogie, nous attacherons a tout couple
de fonctions de répartition F(y), G(y) un nombre réel positif négatif ou

nal 0 [Fly). G ]
Q [F(y), G(y)] sera en quelque sorte un écart algébrique entre F et
G et nous lui imposerons évidemment d'étre nul si Fly) = Gly).

o [Fy.cn] =0 s FO) = 6 (7.1)

Mais nous serons aussi dans la suite conduits 4 imposer a

Q [F(y), G(y)] la condition (7.2) analogue & (1.2).

Nous aurons @

e ln [cn.mm] +a [co)1mom] f:;- 0 [G(y). Fyly) 3 Ful ](7_2)

Nous supposerons donc que (7.2) est vérifiée dans un certain domaine.
Plus précisément, nous supposerons seulement cf (3.9) que (7.2) est véri-
fi€e toutes les fois que Fy (y), Fz(y), G(y) sontdes Fi (y)c'est-a-dire sont de

la forme Z Ai Fy Iei) (5 W =)

Nous supposerons en outre que quels que soient les Fe(ly) les

Q [G(y), FR(Y)] restent compris entre deux nombres dannés m et M.

Avec ces deux seules hypothéses on pourra démontrer comme au chapi-
tre III que quels que soient les Pj positifs rationnels ou mnon tels

que >, p; =1 on aura:

2 ‘v [G(y)- Fy (Y)] = Q [G(v)- 2 p (v)] (7.3)
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ou

2 Pr(ej) Q [G(Y),F(y | Ei)];;? Q [G(y). 2 Fly | ej) Pr(ﬁi)](7'4)
Si nous faisons G(y) = B(y)compte tenu (7. 1), (7.4) s*écrit en remarquant
que 2 F(y | ei) Pr(ei) = B(y)
3 Pr(ei) 0 [Bly), Fiy| e)] =0 (.5)
et l'on aura évidemment dans (7.5) le signe égal si quelque soit €i
Fly | ei) = B(y)

De plus, si les e;” sont les mailles du réseau d'ordre n, il est clair que *

2 priei™ 0 tB(y),F [y e;‘“f| ls: 2 pr(ei™") 0 [B(y),F [v s

€ij

2. — GENERALISATION DE LA NOTION DE GAIN D’INFORMATION

A) DEFINITION :

Premieére généralisation :

Q [G(y), F(y)] étant supposé choisi comme nous l'avons dit précé-
demment, nous appellerons gain d'information généralisé la quantité :

AJ = borne sup. 2 Prlej) Q [B(y), F(y I e; )] (7.6)

I1 est clair qu'on aura toujours AJ = 0 .(7-7)
et qu'on aura nécessairement le signe égal dans (7.7) si X et Y sont indé-
pendantes, mais que la réciproque n'est pas nécessairement vraie,

Deuxieme généralisation :

Nous prenons simplement (7.6) comme définition du gain d'information
mais sans imposer () de vérifier nécessairement les conditions qui on
servi & prouver (7.7). Nous imposons uniquement & () d'étre tel que (7.7)
soit vérifiée pour tout couple aléatoire XY pour lequel AJ est défini et de
plus d'étre tel que AYJ = 0 si X et Y sont indépendantes,

B) EXEMPLES :
Les conditions précédentes seront en particulier vérifiées dans les 3
cas particuliers suivants :
1) Q [F(y). G(y)] est une fonction concave du vecteur F(y) - Gly)
autrement dit sion pose Fy(y) - G(y) =21 , Fao(y) - Gly) = z,
0 [my), 60 ] =w (2,) ona

1[w(z1) 40 (z0)] = o B$H]
2) afrw. am | = ¢ [re] -9 [co] (7.8)

ohf est une incertitude, Dans ce cas, le fait que AJ = 0 entrainer2
l'indépendance de X et Y si nous supposons que @ est une fonctionnelle
strictement concave, mais il n'en sera pas nécessairement de méme si nous
supposons seulement que § est une fonctionnelle concave.
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Bls L) [F(y), G(y)] est une mesure de l'écart de Fréchet (1) entre les
deux lois de probabilité F(y), G(y) etonaura toujours Q [F(y), G(y)] =0
le signe égal ne pouvant &tre obtenu que si F(y) = Gly).

Dans ce cas, on aura AJ = 0 si et seulement si XetY sont indépendantes.
Dans la suite, nous serons amenés a considérer comme cas particulierement
intéressant le cas ou l'aire (prise en valeur absolue) comprise entre les
courbes F (y) et G(y) est prise comme mesure de l'écartentre F(y) etG(y) (2)

a[ron o] = [ |Fe) - 6o

Dans le cas o les v.a., Y, et Y, de fonctions de répartition F(y), Gly)ne
peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs y; avec les probabilités

dy i L))

respectives pjm me, nous serons également amenés a considérer les

définitions suivantes de la distance :

0 [r). at ]

]

38 e (7.11)

a [ro. o] =3 [ -5 (7.12)

Toutes ces définitions d'ailleurs ne s'imposent nullement, Nous
n'attirons l'attention sur elles que parce gu'elles nous permettront tout a
I'heure de retrouver divers indices de corrélation qui apparaissent d'un
grand intérét théorique.,

3. — GENERALISATION DE LA NOTION D’INDICE DE CORRELATION

1°) L'indice de corrélation généralisé C seratoujours donné par laformule

(6.1) C =3pax A7

généralisé, Cette quantité ne sera considérée comme définie que si AJ et
Max AJ existent et sont finis,

dans laquelle AJ désigne maintenantle gain d'information

1) Nous aurons évidemment toujours C =0 si X et Y sontindépendantes
et :

2) Nous voyons immédiatement que si Q [F (v), G(y)] vérifie (7.9) on
ne pourra avoir C = 0 que si X et Y sont indépendantes,

3) Par contre, nous ne savons pas a priori sinous aurons C =1 quand Y
est fonction univalente de x en un des sens stochastiques définis dans les

P. 144 et suivantes, Il n'en sera ainsi que si le maximum de AJ est
obtenu précisément quand Y est fonction univalente de x en ce méme sens,

(1) Rappelons qu'on appelle espace écartisé de Fréchet ou espace E tout espace ol
on peut définir la convergence ou la limite au moyen d'un écart c'est-a-dire ol
1° & tout couple de points a b de l'espace considéré correspond unnombre(a,b)=(b,a) = 0
nombre qu'on appellera écart de a et de b,
2°0Ona (a,b) = 0 si a et b ne sont pas distincts et dans ce cas seulement
3° Pour qu'une suite infinie de points a, a;... 2q... soit convergente et ait pour limite le
point a il faut et il suffit que 1'écart (a,, a) entre ajeta tende vers 0 quand n croit
indéfiniment,
Cette définition est plus générale que celle de Bourbaki puisqu'elle ne suppose pas
I'inégalité triangulaire,

(2) Cet écart vérifiant 'inégalité triangulaire est une distance au sens de Fréchet -
Par contre ce n'est pas une distance au sens de Bourbaki, car cet Q [F(y),G(g)] n'est
pas nécessairement fini pour tout couple de fonctions de répartition,
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4) De méme, nous ne pourrons avoir C=1 que si Y est fonction univa-
lente de x en un certain sens stochastique, seulement si le maximum de
ne peut étre obtenu que si Y est fonction univalente de x & ce sens stochas-
tique,

2°) Les principaux indices de corrélation (1) considérés jusqu'a présent
n'ont, & notre connaissance, été définis que si X est une v,a, discrete né
pouvant prendre que les valeurs x{ avec des probabilités p;. Ce sont :

a)Si Y estune v.,a, discréte les indices simples et quadratiques de
connexion partielle de Gini,

En effet, soit p; la probabilité du couple xi,y; posons :

e < = . AL
B =2 p et . = X b (7.13)
On retrouve l'indice simple de connexion partielle de Gini :

Py = 2 J 4

Pl' . P'J

7.14)
21l et ) ;

si [F(y), G(y)] est donné par (7.11) c'est-a-dire

si 0 l;"(v)sti (V)] TN

PU = Psj
i

De méme, on retrouve l'indice quadratique de connexion partielle de

Gini :
e
wizel'y

e s )
Cy = Boe i fradict Dot sl

SR pEJ'

quand () [F(y), G(y)] est défini par (7.12) clest-a-dire

(7.15)

8i () [B(Y)- Fy; (V)] = 2 P%- P.j )2
J le

b)Si Y est une v,a, quelconque on retrouve I'indice simple de
dissemblance de Gini :

ST B - B0 | gy @ @ )
f B(y) [1 - B(v)] dy
si [F(y), G(y)] est défini par (7.10)

(7.16)

Il convient de remarquer que les indices de Jordan, Mme Geiringer ;
Fréchet ne sont pas des indices de corrélation & notre sens nouveau,

(1) Nous conformant & la terminologie franco-anglaise, nous appelons indice de
corrélation ce que les Italiens appellent ""indice de connessone'', Ainsi nous continuerons
4 dire rapport de corrélation de Pearson, .., bien que pour l'école italienne il s'agisse |
d'un indice de connexion.Nous ne gardons le mot connexion que pour les indices découverts
par l'école italienne,
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4. — RETOUR A LA NOTION D’INFORMATION ELASTIQUE

Ici la généralisation des notions de gaind'information dure et élastique
est relativement complexe etil est probable qu'en raison de cette complexité
méme cette généralisation sera relativement peu utile, Aussinous bornerons-
nous a considérer uniquement un cas particulitrement simple: celui ol

Q[F(y), G(y)] est un écart, c'est-a-dire que nous supposons que :
0 [F(Y), G(Y)] gl |0

Q [F(y), G(y)] = 0 si et(ﬂ)eulem?n)t (7.17)
si F(y) = Gy

On sera donc amené & poser (voir ch, IV)

E = borne sup, Fagle) [W (y),Fly

et nous aurons toujours E = O,

ei) | Prien) (7.18)

Et nous serons amenés A considérer que le schéma est le mieux adapté
possible si E est le plus petit possible,

Or, la valeur de la quantité E dépend uniquement de
Wi(y) =P [Y = w (x) + y] (cf 4.11)

donc E est une fonctionnelle de w (x)

Nous sommes donc tout naturellement conduits 2 appeler nouvelle ligne
de régression relative 3 () toute fonction w* (x) telle que le minimum
E* de E soit atteint.

Il est bien clair que si nous prenons pour & (x)ladroite y =0, nous
trouverons E = AU

NOUB aurons dOﬂC nécessairement w
(== o= g

Il est d'ailleurs clair qu'on aura E* =0 si et seulement si Y est en
corrélation dure relativement a x.

De méme nous pourrons définir les nouvelles droites de régression
relatives & (), comme étant celles des droites ax + b pour lesquelles le
minimum E% de E est atteint quand on impose & w (x)d'étre une droite,
Et nous aurons évidemment :

0=C E*=C Ef=_AU

VALEUR D'UN SCHEMA DE CORRELATION ISOGENE

Nous avons vu p. (4.10 ) qu'avec la définition classique de l'incertitude,
nous ne pouvions juger aisément la valeur d'un schéma de corrélation
isogéne car nous n'avons plus nécessairement &= 0. Au contraire, si Q
est donné par (7.17), nous serons conduits a poser :

& = borne sup. S ) IEI' (y), Fly ei)] Pr(e;) {7:19)

e W (y) = P [Y‘:A (x) [y+ q:(X)] }
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nous aurons toujours :
E=0

Nous serons amenés a considérer le schéma comme le mieux adapté
possible si on prend pour A (x) et ¢(x) des valeurs A" (x) et (P*(x) telles
que le minimum &" de & soit atteint.

On aura évidemment
el Soves Al (7.20)

Il est évidemment également possible de considérer d'autres familles
de schémas probabilistes et de déterminer par ce procédé le mieux adapt
les schémas de la famille considérée,

On peut également comparer les schémas de 2 familles différentes pa¥
exemple, on peut comparer les 2 familles de schémas probabilistes consi~
dérés ici, La seconde étant incluse dans la premieére, on aura toujours

C<E"

LECTURES RECOMMANDEES

Les divers indices de corrélation dont il est question ici sont défini®
dans Brambilla [1] la lecture de Gini [1] (o est défini g)esttout
particulidrement recommandée, - Apreés sa lecture il n'est pas du tout
évident que g peut se mettre sous la forme (7.16). On s'en rendra compt®
toutefois en consultant Salvemini [1 la démonstration de ces auteurs &
été reprise en francais dans Fréchet [2] et dans Féron [1] pour les
questions de Topologie voir Fréchet [16] et Bourbaki [1] .



CHAPITRE VIl

INFORMATION, REGRESSION
ET CORRELATION
DANS L'ESPACE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS

Nous nous bornerons a examiner ce que deviennent les notions
précédentes dans le cas simple souvent rencontré dans la pratique ou l'on
ne considere plus 2 variables aléatoires, mais n variables aléatoires
Z:,Zy... Zy de fonction de répartition F(zy, %3, «.. 2zn). Nous obtiendrons
une généralisation des résultats précédents en faisant jouer aux p premieres
variables un réle particulier par rapport aux m=n-p suivantes, Autrement
dit, les scalaires x, y considérés précédemment seront remplacés par des
vecteurs % et y ol X est un vecteur a p dimensions et ¥ un vecteur am
dimensions,

Ceci posé, nous nous proposons de généraliser a l'espace les notions
d'incertitude, de gain d'information, de régressionetde corrélation, telles
qu'elles ont été définies dans les chapitres Y Eo R T

1. — GENERALISATION DE LA NOTION D’INCERTITUDE

A) DEFINITION

I1 nous faut maintenant définir ce que nous entendons par incertitude
sur un vecteur aléatbire Y de fonction de répartition :

o ST e - R e (8.1)

A cet effet, nous considérons une fonctionnelle § [F(‘i)] a laquelle
nous imposerons une condition analogue a (1.1). Cette condition sera :

Fy (y4,¥2. .. ¥m) + Fa(yy:¥20 <« ¥m)
|:1 12Y2 > 2(y1.Y2 ]>%=¢[F1(y,,...ym)

+9 [R26r0evm)] } (8.2)
Si (8.2) est vérifiée, nous dirons encore que $ est une fonctionnelle

goncave, Si de plus, on ne peut avoir le signe égal dans (8.2) que si
F, (¥) = F2 (¥) nous dirons que § est une fonctionnelle strictement concave.

De plus, dans les études qui touchent & la régression, il est utile
d'imposer a ¢_’une condition analogue 2 (1.2) ; on devra avoir, quel que
soit le vecteur 2 (a;,...am)

p [F(.ir' ) e [F6] (8.3)

5
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B) EXEMPLES :

Ly A [F(y)] désignant une fonctionnelle concave ordinaire, il est
clair que la fonctionnelle :

bro ] =S A [Fla . io im0 )] @4

i=1

(o0F(® ,« ...® , ¥ , ® ... )désigne la fonction de répartition

marginale de Y; etles k; des constantes positives arbitraires) ser2

concave (1),
2) Nous pouvons généraliser la notion d'entropie dans le cas ot Y est
babilité

un vecteur aléatoire totalement discontinu,Soit pi,, i3, ... im 12 pro

pour que le vecteur aléatoire Y ait pour coordonnées y.‘,‘ - y;’-. v Yo

Nous appellerons encore entropie de ce vecteur aléatoire 2
fonctionnelle :
ﬁ [FG;)] = E X Pif:izn..-im L'Pi i 3e0eim (8'5)
igadg coiiim 112

Il est clair que si Fy(¥) et Fy(¥) sont les fonctions de répartibiotz_g_e)
deux vecteurs aléatoires W-l.| et ?1 totalement discontinus, F, (Y) +
sera aussi la fonction de répartition d'un vecteur aléatoire totalement
discontinu et qu'on aura ¢ é&tant donné par (8.5) :

P2 =ty [m o [me] | w9

le signe égal ne pouvant &tre obtenu dans (8, 6) que siF, (y)est identique 2 Fy (y)

3) Supposons enfin que nous désirions définir d'une manidre judicieus®
I'incertitude sur le vecteur aléatoire 2 2 dimensions Y de fonctionde
répartition F(y ) = F(u, v).

Le probléme étant relativement simple,nous pourrons choisir ¢ [F(—ﬂ .
de maniére a lui donner une signification physique simple, Nous sommeé
ainsi fort tentés de prendre pour ﬁl;F(u.v)]p le gain d'information AJyy 04
l'un des gains d'information dure D" ou Df,

Pour pouvoir le faire, il faudrait prouver que AJ , D*, D% sont.des
fonctionnelles concaves, Or, il n'en est généralement pas ainsi, Bien aU
contraire, Nous allons donner un exemple ot AJ , D* et D} sont des
fonctionnelles convexes, ce qui nous permettra de prendre -AJ, -D*,-Di
comme mesures de l'incertitude,

Supposons que pour la détermination de AYJ , D" et D} nous ayons pris
la variance comme mesure de l'incertitude, autrement dit :

o' [rv)] = [ war (o, v) - [ [e-mtam()ar(ue) 6.7

9:[F(u,v)] =f (v—V)idF(oo ;v)-rréin. ff (v-au¥)? dFu(v)dF(u,(r;s;

(1) Plus genéralement si (N Xy A ) est une fonction concave et croissante
de l'ensemble des variables numériques N, , A, ... , An (cf. Rado 1) et si les /\jsont
des fonctionnelles concaves alors
O[F(N] = YIA, [Flyooo..o seeeesA[F (o0 o000 0] seee An[Floo oooo0vm]}

ast une fonctiohnelle concave,
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ou

f vdF (0 , V)
Vu = f vdFy (v)

<l
il

Un calcul simple montre que si O* et O sont donnés par (8.7)et(8.8),
on a :

@*[F'(H’V)QF“(“'V)] <i{ o[rev] 2 [rea] ] @9

‘D‘:’[Fl(u’V)ZF"(u’V)] <%{ ‘DT[F'(usV)] + @T[Fu(u,v)] } (8.10)

Donc 9" et ‘D: sont des fonctionnelles convexes et par conséquent
-D* et - DF sont des fonctionnelles concaves et peuvent &tre prises comme
mesure de l'incertitude.

2. — GENERALISATION DE LA NOTION DE FONCTION
DE REPARTITION LIEE

Etant donné un vecteur aléatoire Z (Z1s Z2s ««« Zp) de fonction de
répartition F(zy, Z9, +.. Zps oss zp), nous appellerons systtme admissible
de fonctions de répartition liées 2 l'ensemble des p premigres variables
tout systeme de fonctions de répartition Fz,, 255 <. 2p (Zpw s == Zn)tel que:

z, Zq. Zp ( )

Zp+ls e %

F(z1.zq...-zp=..-zn) ":f f ..-f Fg«ugz..-.'g'p Bt n
-00 -00 -0

dF(‘:\!---:n,m »y @ ) (8.11)

et ceci quels que soient 2y, Zg,... Zn.
(8.11) peut d'ailleurs s'écrire dans le langage vectoriel condensé suivant :

x
PET) - [ Fp ) aF (E.w) (8.12)
Et de méme que précédemment on peut montrer qu'il existe toujours
une infinité de systemes admissibles de fonctions de répartition liées.
Dans ce cas, on dit encore (cf.Cramér !:l] p. 160) que les vecteurs
aléatoires X et Y sont indépendants si :
F(%,7) = F (T, 3RE(ET) (8.13)
Avec cette définition, nous pouvons généraliser le théoreme p, 134 et
énoncer que :
Si deux vecteurs aléatoires sont indépendants, on peut trouver un

systéme admissible de fonction de répartition liées {F? (?)}pour lequel

Fs (y) = F(o© ,7¥) quel que soit X et réciproquement,

De mé&me, par analogie avec les définitions du chapitre II,nous dirons
que le vecteur aléatoire Y est en corrélation dure relativement 2 X si _on
peut trouver un systeme admissible de fonctions de répartition liées




178 R. FERON - INFORMATION, REGRESSION. CORRELATION

Fe (V) telles que, quel gque soit le vecteur X & n-p dimensions, 00
puisse trouver un vecteur Y (x ) & p_dimensions tel que :

Fpo (7) = W [7‘+ y(—;')] (8.14)

Nous pourrons également définir ce que nous appelons systéme admis-
sible de fonctions de répartition relativement a la fonctionnelle ¢ comme a
la p. 131, l'équation (2.13) deviendra alors :

¢ [8’; )] - lim, inf, ¢’F[§f| 7] | (8.15)

ot 6(T;) désigne le diametre d'unintervalle arbitraire contenant I'extrémité
du vecteur x

3. — GENERALISATION DE LA NOTION DE GAIN D’'INFORMATION
A) DEFINITION :

Le gain d'information sera :
g

AJ = borne sup. { ¢[F (icoitiy )] STl [F(?'ei)] Pr(e;)}(a.lf’)
les e; étant des intervalles de l'espace Rptels que 3 ej = Rp et on montre
comme précédemment qu'on a toujours :

Aifoe'l 0 (8.17)

et on montrera comme précédemment que si X et Y sont indépendantes
on a toujours :

AT = 0
La réciproque,au contraire,ne sera vraie que si ® est une fonctionnelle
strictement concave (il en sera par exemple ainsisi § est donnée par 8.5k

Par contre, dans le cas particulier ol Y est un vecteur A une dimen<
sion alors que X est un vecteur 2 p dimensions le fait que AJ =0 quan
on prend la variance comme mesure de l'incertitude signifie simplement
que la moyenne liée est indépendante de X (c'est-a-dire que l'on peut
trouver un systéme admissible de fonctions de répartition Fy (y)tel que °:

fdeT (y) = Cte

4. — SUR UN SCHEMA PROBABILISTE

A) LE SCHEMA PROBABILISTE

(1]

approxi—

Comme précédemment,nous pourrons remplacer en premisr
qui sont

mation les vecteurs aléatoires X , Y par des vecteurs i‘,
en corrélation dure (cf, formule 8. 14),

4

—

Le couple de vecteurs aléatoires X" Y aura pour fonction de répar-

tition F* (¥, ¥') telle que :
F*(® ,7) = F (% ,7) (8.17)
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P*[?< © (%) +T{,5c'cE]= P(X<E) ¥ (h) (8.18)
Ces conditions entrainent d'ailleurs :

iy yeE P [?4 w (X) + ?“] (8.19)

B) INTERPRETATION GEOMETRIQUE DANS UN CAS PARTICULIEREMENT
SIMPLE.

Considérons le cas particulierement simple oin=3 et ol il existe une
densité de probabilité f(z,,2zs,%s). Nous pouvons considérer la loi de probabi-
lité de 'ensemble des variables aléatoires z,, Z;, Z; comme bien déterminée
par la donnée d'une répartition de masse continue dans l'espace,la densité
au point z;, 2z, zs étant £(z,, Z:, Zs).

Toutefois, en premidre approximation, nous pourrons considérer que
l'ensemble des v.a, Zq, Zq, Z3 est suffisamment bien décrit en associant a
chaque point z,, Zj, Z,, une densitéde probabilité £*(z,, z;.z,) quisoit d'une
forme analytique simple.

Mais dans ce cas particulier, deux schémas simples nettement différents
se présentent suivantque l'on considere y comme un vecteur de Ry oude Ry,

1°/ ¥ _est un vecteur de Ry -

Alors la distribution de densités f"(z,, z,, z3) peut &tre considérée
comme produite par une distribution de masse W (z,) sur un fil élémentaire
se déplagant paralltlement 2 l'axe des z de maniere & couper la surface

2= @ (F) = © (24, 2) (8.20)
en un point fixe (les fils élémentaires étant bien entendu supposés répartis
avec la densité Azy,29) = £ (g nr o ma) Ay

2°*/ ¥ _est un vecteur de R, -

Alors la distribution des densités £*(z,, 2z;zs) peut &tre considérée
comme produite par une distribution de masse U (zy, zs) sur un plan
élémentaire perpendiculaire & 0z, et animée d'un mouvement de translation
le long de la courbe que mnous pouvons écrire en langage vectoriel

§. = o (=) (8.21)
ou en langage algébrique ordinaire :

Zg = Wy (Z.|) (8.22)
Zg = W, (Zl )
(les plans élémentaires étantbien entendu supposés répartis avec la densité
% S f £¥(xy, my 55 ) GEs d8s)

Revenons maintenant au cas général et aux notations du paragraphe
précédent.
C) GAIN D'INFORMATION DURE ET GAIN D'INFORMATION ELASTIQUE

Par analogie avec les définitions du chapitre IV, nous définirons le
gain d'information dure par

b - ¢[rm. 7] -9 [v&) (5.23)
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et le gain d'information élastique par :
E =0 [\II (_y")] - borne inf, > ¢ |:F (¥) | e )]Pr ei (8.24)
T -

et tous les théorédmes du ch, IV relatifs & ces quantités se généraliﬂent
aisément.

5. — GENERALISATION DE LA NOTION DE REGRESSION
A) GENERALISATION DE LA NOTION DE LIGNE DE R.EGRESSION:

Nous serons amenés 2 associer 4 tout vecteur x de l'espace euclidier
4 p dimensions un vecteur @ (X) del'espace euclidien 2 m = n-p dimension8

etappellerons yariété de régressionde Y en X (1) une quelcongue variété :
n = o (2 (8.25)

pour laquelle le maximum D* de D est atteint, c'est-a-dire pour laquelle
¢ [‘l’ (_y')] est minimum quand :

v(7) =P [Y= ) +7]

en langage ordinaire (8,25) s'écrit évidemment :

Zpy1 = Wy (z” Zysens zp)
Zp+2 = W, (z'n Zoseesw zp) (8‘26)
%R =oM% By e Zp)

Dans la suite, nous supposerons que ( a été choisie de manikére
vérifier 1'équation :

0 [F L s ] =9 [F (‘y‘)] (8.27)

qui généralise (1.2). Il en résulte que si la variété définie par (8,26) est
une ''variété de régression' quels que soient ay,,. am, la variété :

Zper = Wy (Z1,Z9... 2Zp) + a4

(8.28)

3 ®m (24,29... zp) + 2am

sera aussi une ''variété de régression',
Il est d'ailleurs clair que si Y est en corrélation dure par rapport &

X cf, (8.14), quelle que soit la fonctionnelle § [ F(§)] vérifiant (8.27)
choisie pour mesurer l'incertitude, non seulement la variété :

v e ) (8.29)

(1) On peut aussi parler de régression d'un groupe de v.,a, Zy,7Z,,. ..Zp par rapport-
au groupe complémentaire Z st Z,,;. e L
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sera une variété de régression, mais encore les variétés :

W - W Sl )

B) EXEMPLES :

1) Application 2 la loi de Laplace-Gauss, !:
Plagons-nous dans l'espace a 3 dimensions et supposons que l'ensemble
des v.a. Z;, Zp, Z3 obéisse A une loi de Laplace-Gauss et soit :

1 'Q(z“llz‘znzs)
£(z4,Z2,23) = e (8.30)

(ot Q(zy, z,, Zza) est une certaine forme quadratique définie positive), leur
densité de probabilité et considérons l'ellipsoide

Q (24, Zq, zy) = 1

a) Si_y__est un vecteur de Ry

Alors quelle que soit 1'incertitude $ vérifiant (8.3) tout plan conjugué
de la direction 0 z4 est une "variété de régression''.

B Si V_est un vecteur de R,

Alors quelle que soitl'incertitude ¢ vérifiant (8. 3) toute droite parallele
3 la direction conjuguée du plan 0z,z, est une "variété de régression',

2) Les généralisations de la notion de ligne de régression des moyennes :

oy
a) Si Y est un vecteur de Ry

Alors on obtiendra la "variété de régressiondes moyennes'' en prenant
toujours la variance comme mesure de l'incertitude, Il est aisé de voir que
toute hypersurface parallele a l'hypersurface :

+ o
Zp+1 = @ (thZE---zP) = _[m ZPHsz.,...IP' (xp+l)

(8.31)

sera une variété de régression des moyennes,

g) si Y est un vecteur de Rm

Alors diverses définitions de "la variété de régression des moyennes''
sont possibles, Il est en effet possible alors de donnerdiverses définitions

de l'incertitude ¢ I:F(y, e .ym)]
La plus simple consiste & poser
- 2
# [F(y, 2 Yo sete .ym)] = Z min [ (i -aj) dF(w,®,...0,7; :®:...0 )
! & i (8‘32)
clestadire & prendre pour §) la somme des variances des variables marginales,

Dans ces conditions, considérons dans un espace a p+l dimensions
I'ensemble des v.a. Z;, Zy,..., Zp et Zpyi;l'hypersurface de régressionde
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Zpsi €n zy, Zy ... Zp sera donnée par (8,31) on aura :
Zpyi = Wi (211 Z9s eaa zp) (8‘33)
Dans ces conditions, il est aisé de voir que si nous prenons (8.?2)
pour mesure de l'incertitude, quels que soient by, by ... bm, les variétés : .

Zprq: 5Dt w0y (295 Zg . i Zp )

Z‘p-‘-m = bhnt+ Om (21,22,,,.Zp) (8'34)

sont des varietés de régression,

B) GENERALISATION DE LA NOTION DE DROITE DE REGRESSION
Dans le schéma probabiliste considéré précédemment, nous pouvons

imposer & w (') d'étre d'une forme analytique simple.Par exemple, nou$
pouvons imposer aux composantes du vecteur w d'&tre des fonctions
linéaires des composantes du vecteur x .

En langage ordinaire, nous aurons donc :

Wi (Z1,00. 2p) = 2,i % +..by

(8.35)

Wn(2,... 2p) = Hoi 29 4 T

M~ M

et nous essaierons de déterminer les valeurs ali et b} pour lesquelles le
maximum D} de D est atteint quand @ est donné par 8.35).

Il est aisé de voir, compte tenu de (8.3) que le maximum de D ser2
encore obtenu pour les a’."j et bj quels que soient les bj ., Aussi quels qué
soient les bj, nous appellerons variété linéaire de régression de Y en x 12
variété :

Zpy = Ay zy +... + ajyzpt by
: (8.36)
Zn = Aty z, + + a.f,,P zp+ bm

Il est aisé de voir que dans le cas ol l'ensemble des T, B el s el
obéit & une lo1 de Laplace-Gauss & n dimensions, les variétés linéaires
de régression coincident avec les variétés de régression et ceci quel que
soit ¢

-

De plus, quelle que soit la loi de probabilité de X Y quand Y est un
vecteur de Ry et quand on prend la variance comme mesure de 'incertitude
on retrouve comme variété de régressionl'hyperplan ajusté par la méthode
des moindres carrés,

6. — GENERALISATION DE LA NOTION DE CORRELATION

A) INDICES DE CORRELATION GENERALISES :

Nous appellerons toujours indice de corrélation cf, (6, 1) la quantité :

5 Al
C =—maxAy (8.37)
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ot AJ est défini par (8.16).

Dans le cas ot § est définie par (8.32) on obtient une généralisation du
carré du rapport de corrélation de Pearson,

B) INDICES DE CORRELATION DURE GENERALISES :
1) Définition :

Comme précédemment, nous considererons encore les indices de
corrélation dure :

D*
Cp* AT (8.37)

D-I
i s O i
Cpyp = TTTR (8.38)

qui nous indiquent la valeur des 2 schémas probabilistes les plus intéressants

dans la pratique.
—

Nous nous bornerons ici 2 donner quelques exemples dans les cas o Y
est un vecteur aléatoire de Ry ou de Ry,

2) Exemples :

@) Y estun vecteur aléatoire de R

Dans ces conditions, si on prend la variance pour mesurede
l'incertitude, on a encore C = C§ et on retrouve le rapport de corrélation

de Pearson,

Par contre, on aura

1
o TR IR A (Zpﬂ .1‘1...p)

Gyt = (8.39)
2 ngﬂ
en désignant comme d'habitude par zpy. figrrto s la v,a,
Zptie 1 2....p% Zpr1- -z.‘-pﬂ = a-?:r'l,i Zy =eos -a';;+1,p Zp (8.40)

et on retrouve aisément le carré du coefficient de corrélation multiple :

Cpt = R? (8.41)

B) Y est un vecteur aléatoire de R,

Un calcul simple montre alors que si on prend pour mesure de
'incertitude la quantité - D ot D} est défini par (8.8) on retrouve pour
Cp* le carré du coefficient de corrélation partielle,

LECTURES RECOMMANDEES

La définition des indices classiques de corrélation se trouve dans
Kendall [1] et Brambilla [1]
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CHAPITRE IX

ETUDE APPROFONDIE
DE CERTAINES CLASSES D’INDICES
DE CORRELATION

Dans les chapitres precédents, nous avons généralisé les notions
d'écarts typigues, de gain d'information et de régression et donné une
définition nouvelle de la notion de corrélation, Nous ne nous sommes
jusqu'a présent occupés que de caractéristiques fonctionnelles théoriques
et avons délibérément laissé de c8té les questions relatives a la conver-
gence stochastique de suites de caractéristiques fonctionnelles empiriques,
Ce probléme n'est pas difficile et le lecteur verra sans peine que le
statisticien peut en général, a l'aide de données expérimentales, se faire
une bonne idée de la valeur de l'indice de corrélation théorique, Nous
verrons toutefois gu'alors que la valeur d'un indice de corrélation déduit
de l'expérience a une signification simple dans notre théorie, il ne semble
pas en é&tre de méme des indices de corrélation obtenus a l'aide des
définitions classiques.

Avant de pousser la théorie plus avant, remarquons qu'il y a lieu de

distinguer entre plusieurs types d'indices de corrélation empiriques.

La valeur de certains indices de corrélation C que nous appellerons
indices du type 1 ou indices qualitatifs, ne dépend que de la probabilité
qu'ont X et Y d'appartenir & un nombre fini d'ensembles ¥, B hdaas gt
Nys Mg seea N« C ne dépendra alors que des probabilités pj; d'observer
les couples §;, nj :

C=="\ (p',j) (9.1)

D'autres indices que nous appellerons indices du type IIl ou indices
quantitatifs sont au contraire définis quand X et Y sont des nombres sus-
ceptibles de prendre toutes les valeurs x, y entre - et +oo .Ona alors :

GE== [F(x. y)] (9.2)

Enfin, d'autres indices que nous appellerons indices du type II sont
définis si X appartient 2 un nombre fini d'ensembles alors que Y est
susceptible de prendre toutes les valeurs entre - ® et +o .

Nous nous borneronsici a 1'étude des indices des types I et II qui sont
les plus simples,



186 R. FERON - INFORMATION, REGRESSION, CORRELATION

1. — ETUDE PARTICULIERE DES INDICES DU TYPE |

Nous mnous limiterons ici a l'étude de ceux de ces indices C qui sont
tels que :
1°/ C = 0 siet seulement si X et Y sontindépendantes

2°/ € = 1 sietseulement si pour i donné tous les pj; _sauf un_sont
€gaux a zéro,

Nous avons déja précédemment rencontré 2 tels indices ; ce sont :

- 1'indice de connexion de Gini :

S | o - pieg l
a1 J
s

et l'indice quadratique de connexion partielle de Gini :

S e
G Xl.' %I 5 (Pij -PiR) By
z p.j (1-p)
i

A) INDICES THEORIQUES ET INDICES EMPIRIQUES :

(9.3)

Dans la pratique, on ne peut connaitre exactement la valeur de
l'indice théorique C =W (Pij) car on ne connait pas les valeurs des pij -

On connait seulement les fréquences f(i?(fréquences d'observation du
couple xj y; au cours de n épreuves indépendantes),

Aussi calculerons-nous l'indice empirique :
PLILC

Ceci posé, nous démontrerons que :

Les indices empiriques de connexion partielle de Gini tendent presque
certainement vers leur valeur théorique,

En effet, d'aprés le théoréme de Borel-Cantelli, les {fg)convergeﬂt
presque certainementvers les p;; et [3,(‘“’ et c2(™ étant des fonctions continues
'] (ff:)) des f%;-') ces indices convergent presque certainementversles ¥ (pij)

correspondants (1),

B) EXTENSION AU CAS OU X ET Y SONT DES VARIABLES ALEATOIRES
CONTINUES :

1) Définition des indices de corrélation théorique et empiriques.

Considérons maintenant un couple aléatoire X Y dont la fonction de
répartition F(x,y) est absolument continue,

(1) On peut méme affirmer que si C # 0 ou 1 alors la distribution de Cl"tend quand n
tend vers l'infini vers une distribution normale (Cf Von Mises (1) ou Hoeffding (1)) -
SiC =1 on a évidemment toujours C{("= 1. Pour le cas oli C = 0 voir Von Mises (2) ou (3)
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Pour associer unindice dutype 1 aucouple X Y, il nous faudra effectuer
une certaine division en classes, Nous considérerons c - 1 valeurs parti-
culitres de x: X, Xz,... Xe-4 €t € - 1 valeurs de y: yy,...¥js.0. Yoot
désignerons par p;; la quantité :

Pij. = F(xi,Yj) - F(x;- .yj) - F("i'Y_j—|) + F(xi-,,yj_,) (9.6)
La formule (9.6) permettra également de définir : py;, Pir» Pej» Pif 8i

nous posons symboliquement :

x°=Y°=_m xc=Y¢=+0°

L'indice théorique défini sur les pj; donnée par (9 6) dépendra évidem-
ment de la manigre dont ont été choisis les vecteurs x (35X e Xcoy) et

——

Y (y,,.. yj .y!_,) ; aussi l'appellerons-nous Cy 3. Si Cx 3 est une
fonction continue des p;;, il est cla.u- d'aprés le lemme précédent que nous

pourrons obtenir une approximation C yde Cy 7 qui tend presque certaine-
ment vers C¥ 3 quand n—o .

Le seul probléme théorique qui subsiste est donc de savoir quels
renseignements sur F(x, y) nous apporte la connaissance de Cx" ¥

Nous nous bornerons d'abord 3 examiner ce que deviennent les condi-
tions de Fréchet.

2) Propriétés fondamentales de C3 §

Nous avons les théorgmes suivants :
Théoreéme I -

Si X etY sontindépendantes, ona Cyx 3= = 0

En effet, si X et Y sont indépendantes, on a :

Fx,o) F(w,y) =T (x5y) (9.7)

relation qui entraine :

[F{x,.oo ) - F(x;-y, © )][F » ¥j) - F (o0 ,yj_1)]
= F(Y-UVJ) F(Xn 'I’YJ) F(xx:YJ 1)+F(xl—|lYJ-1)
(9.8)

et la relation (9.8) peut s'écrire : p; P.; = Pjj (9.9)
(9.9) entraine Cy 3= = O.

Théoreéme 2,
Si Cy 3y = 0, onapour xj1<x<<xjetyj<<y<yYj
| Fx.y) - Flx,0) F(w,y) | << Flo.yj )F(xi, 0 )-F (00 ).y )Py 2 @0 )

En effet, on a alors : F(xi,yj) = Fxj,o )JF({®,.v)

Flxig %)= Flxio, o JF(0 4 i) ik

et en tenant compte de :
F(xi-1, yj-1) =< F(x,y) << F(xj, y;)
F(xj1, 0 ) =< F(x, @ ) <<F(xj, )
F(o ,y4)=<F(o ,y)<< F(o. ., yj)
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F (xi-1,¥j-1)-F(xj,0 )F(0 ,y;) < F(x,y)-F(x,0 ) Flo ,y) <<
F(xiaYJ)-F(xi-g ,o0 )F(o0 'YJ“)

ou en tenant compte de (9,10)
F(xi_1,0 )F (o ,yj-1)-F (xj,® )F(® ,yj) << F(x,y)-F(x,0 )F(w ,y)

< F(xj, )F (0 ,¥))-F(xj1, 00 JF (2 ,yj-1)
Remarque :

On peut choisir x,y, assez petits et x.,yp,assez grands pourdque
F(xq,0 )=1 F(o ,y;)==1 1-F(xcq, @ )=<=7
1-F(yg4, @ )=<7)
ot 1| est arbitraire ; alors (quand ¢ et c tendent vers 1'infini)
on peut trouver un nombre & tel que :

F(xi)- F(xi1)=¢ F(y;)- Flyj1)<<e
pour tout i et j entraine :
[Feay) - Flx, @ ) F(w ,y) ) = (9.11)

En effet, on a d'apres le théoréme 2 :

‘ F(x,y)-F(x, 0 )F(o »v)\ = [F("F-ium ) +6:] [F(m (Y1) + E]
-F(%i-1,00 )F(® %9
- 2 & +e
quand xq << X <"X¢-q Vi<V <<V¥o-y
etl F(x,y) -F(x, o ) F(o ,y) | <<1n dans le cas contraire,
Théoreme 3
Si Y est une fonction univalente de x C% 5~ n'estplus en général égal al.
En effet, supposons que la ligne de régression de Y en x,y = ¢ (x) coup®
la droite y = y; au point x* tel que, par exemple @ xj-1<=x"<Z x;
si Pr(xja<X<<=x*) £ 0 et Prix<~X<<xj)# 0
alors il y aura pour i donné au moins deux p;; différents de zéroet "= 3
sera différent de 1,
Théoréme 4.

Si G Y = 1 et gila variable aléatoire Y reste comprise entre les
valeurs y, et y, alors pour tout x on peut trouver deux valeurs de y : yy et ¥x

telles que : ;
¥'% - ¥'x<==Max (y; - yj-1) et un systéme admissible de fonctions de réparti-

tion liées Fy(y)_tel que Fy (yY) - Fy (y4) = 1

En effet, si C = 1 a toute valeur de i correspond une valeur de j telle
que p;; - pj. = 0

Donc a tout xjcorrespond un y; tel que :

F(xi,¥j)-F(xi-1,yj)-F (xi, -1 +F (%1, ¥j1)- [ F(xi,00 )-F(xj-1,00)] =0 (9.12)

CAE F(x,y) = f Fg (y)dF (¥, ) (9.13)

00

et (9.12) s'écrit en tenant compte de (9,13) :

f FE(YJ')dF(E-OO)-[ Fg(Yj-ﬂdF(E:w)-f dF(§,o ) =0
Xi

-1 Xi-1 Xi-1
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j dF(§¥ ,o ) =0 (9.14)
Xj-4

Or,ona:0 = Fy (yj-1) =Fy¢ (v) =1 la quantité entre parenthéses
dans 1'équation (9.14) ne peut donc &tre que négative ou nulle. Elle doit donc
s'anmuler sauf peut-8tre sur un ensemble E pour lequel :

dF (¥,w)=0

3) Retour 2 la notion de fonction univalente

Fg (yj)- Fg (y.1)-1

La démonstration précédente nous laisse entrevoir 1'impossibilité
de vérifier statistiquement que Y est fonction univalente de x, Il est clair
en effet que quel que soit lenombre de points expérimentaux,nous pourrons
toujours par ces points, faire passer une courbey = @ (x) telle que y soit
fonction univalente de x.

En conséquence, si aprés avoir faitn expériences indépendantes pour
déterminer la fonction de répartition du couple aléatoire X, Y, il observe
un nuage de points,le statisticien se refusera 3 considérer comme plausible
l'hypothese que Y est fonction univalente de x au sens de l'analyse et ceci
bien que (sauf pour des cas toutafait exceptionnels) 2 chaque valeur xi de X.
observé correspond une seule valeur de y. S'il agit ainsi, c'est qu'il

.

postule que si Y est fonction univalente de x @
y = ¢ (=
a) (@ (x) doit &tre fonction continue de x
b) @ (x) doit en outre vérifier certaines conditions de régularité que
nous allons préciser tout a l'heure,
1° De la liaison bilatérale :

Le plus souvent d'ailleurs, le statisticien suppose qu'il y a liaison
bilatérale continue entre X et Y (a toute valeur de x correspond une seule
valeur de Y et réciproquement a toute valeur y correspond une seule valeur
de X).

S1il en est ainsi, nous pourrons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme :
S'il existe une liaison bilatérale continue entre le couple de v,a, X, Y,
L

de fonction de répartition F(x,y),quel que soit l'ensemble des valeurs de X :
X< Xg< . . < Xc-1

telles que les probabilités marginales p;. = F(xij, ©® )-F (xj1, 0 ) restent

toutes inférieures & €

et quel que soit l'ensemble de valeurs de Y ! yy<< Yo<< . <<Vt

telles que les p.j = Floo ,vj) - F(oo™, yj_T) restent compris

entre Ae et ¢ (0= A é 1), le nombre des

Pij = F(xi,Yj)-F(xi—1iyJ)-F(xi ,¥j—1)*F (xi-1,y)-1) non nuls dans chaque colonne

sera au plus égalhx + 2 et ceci quel que soit e

Démonstration

—-_—

Soit Fy (y) la fonction de répartition de Y liée 2 x. Si Yest fonction
univalente de x, nous avons !

Fx (y)

n
o

si ¥ << Yo (x)
£ 1 si Y —=Yo (x)
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et la liaison sera continue si y,(x) = ¢ (x) est une fonction continue de x.

Posons : W (x,x+Ax,y) = F(x+A x, y) - F(x, y) (9.15)

x+AX
- f Fg (Y)dF (§,0 ) (9.16)

a) Si @ (x) est une fonction croissante de x, on 3 :

siy << @ (x) Fy (¥)= =0 pour x << E <<x+ Ax

donc W (x, x+ Ax, y) =90

siy =@(x+ Ax), Fy (v} =1 pour x =<—E<<=x+ A x
donc ¥ (x, x+Ax,vy) = Flx,+Ax,0 ) - F(x,o )

enfin si Plx) =y <<q(x + Ax),E\e (y) = 0 pour ESx 5 N%

x+Ax
F(x+ Ax,y) = L Fg )dF (¥, 0 )
= _L Fg (y)dF (¥, o)
o F(w JY)
F(x,y) = F(x, 00 )

donc, d'apres (9.15) ¥ (x, x+ A x,y) = F( oo , y)- F(x, 0 )
donc puisque F (y) est une fonction croissante, en vertu de (9. 16)
W (x, x+ A x, y) ne pourra varier que pour les valeurs de y telles que :

Bl @ e B 00,5 Ty ) e 1 (e AR 8

b) si_¢ (x) est une fonction décroissante de x.

Si y << @x+ Ax), Fe (yseas &s055:pONT 26— 8 = -t x
Y (x, x+ Ax,y)= 0

Si y = @(x) Fy oo = ol sk dpourx<lFs— xt A x
Y(x,x+Ax,y)= F (x+Ax,0 )-F(x,00 )

Si @ (x+ Ax)=—y < ¢(x)

B (XEAXT) =" F oSy [“m Fg¢ (y)aF (% ,2 )

= F(mw ,y)—[l- F (x+ A x, ® )]
F (x, y) =0

et d'aprés (9.15) W (x, x+ Ax,y) = F(o ,y)- [ l1- F(x+ Ax,o )]
donc V¥ (x,x+ A x,y) ne pourra croitre que pour un ensemble de valeurs ¥y
telles que :

l1-Flx+Ax,0 J)es F(o , y)es 1-F(x, @ )

Bref, dés que nous avons entre X et Y une liaison bilatérale continue, il
existera deux nombres y' et y' tels que :

T (x, x+ Ax,y) ne puisse varier que pour y' ==y = y'
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etque : F(o , y") -F(o ,y') = Flx+d x, ® )- F(x, @ ) (9.1}
si donc on pose X = Xj- x+ A x = xj

et siy estle plus grand des y inférieurs a y', on aura nécessairement

Yot =>Y'
et F (005 T i (o gt vit)
mais Flo ,y;) - Flo , y4)=> A€ par hypothese

donc si m est le plus petit entier supérieur a ~
F(eo , Ykﬂﬂn) P y'")
ainsi au plus% + 2 des p;; seront mon nuls,

Nous prendrons la propriété précédente comme condition de régularité a
imposer aux liaisons unilatérales,

2° De la liaison unilatérale,

Définition :

F(x, o ) étant supposée absolument continue, nous dirons que nous avons
une liaison unilatérale du type of si pour tout e<Te, et pour tout ensemble
de valeurs de X: X;<Z Xg ... Xc-1

telles que = F(xi, ® )- F(xj4,0 )<<t

Pi-

et pour tout ensemble de valeurs de =& e, e e e B

telles que R el avec 0=Ar=1

le nombre de pjj non nuls pour i donné soit au plus égal a une constante
donnée h et ceci quel que soit €o

CASOU £ ET ¢ TENDENT VERS L'INFINI :
Revenons au théoreme 3, et plagons-nous pour fixer les idées dans le
cas ol le couple X, Y admet une densité de probabilité,

(n)
Nous savons que si Y est fonction univalente de x, Cyy n'est plus
en général égal 2 1.Nousnous proposons maintenant d'examiner.

a) ce que deviennent les indices classiques quand ¢ et ¢ tendent tous
deux vers l'infini de telle sorte que p;<< € et AE << pj<¢

b) ce que signifie le fait que les indices classiques sont voisins de 1
quand ¢ et ¢ tendent tous deux vers 1'infini,

a/ Examinons d'abord un cas particulier : celui ol toute la masse
est concentrée sur la droite y =k,x et ol les v.a. X et Y ont une densité
de probabilité constante sur des segments de longueurs a et k.a,

£(x) 0 si Y= Oron x> d
=-:i— si 0 =St

partageons le segment 0, a en c segments égaux a a/c et le segment
0, ka en k,.c segments égaux a/c et calculons les valeurs de Cx et Cx.

Un calcul simple montre que l'on a alors :

1_1

=

i
1
s

et par conséquent fx tendra bien vers 1 quand c—=



192 R. FERON - INFORMATION, REGRESSION, CORRELATION

Il n'en sera pas de méme de C2 en effet, on a :

1 1 1
2
BEA 74
C: 5 ¢ ke kcﬂ) Ck+‘:(kc?) Ay (9.19)
“kc

et c} tendra vers —ll(- quand c— @

Cet exemple prouve qu'il est toujours dangereux de considérer sSans
étude préalable les indices de corrélation (méme s'ils vérifient les condi-
tions de Fréchet) comme un outil pour déterminer s'il y a une relation
fonctionnelle entre X et Y,

Aussi ne nous semble-t-il pas que, pour le moment du moins, on
puisse donner au mot indice de corrélation unautre sens précis que celul
que nous avons donné au chapitre VI,

Pas plus que l'indice C§,l'indice de Jordan (1) qui vaut :
o

M e H R DD (9.20)
PiiiRd)

(et par conséquent n'est pas un indice de corrélation & notre sens) D€
semble pouvoir servir a isoler les cas o il y a une liaison fonctionnelle
eptre X et Y, En effet, on a dans le cas précédent :

1 Basotl ;
T < (9.21)
k (1- ck)

et par conséquent J? tendra vers % quand c tend vers l'infini,

Il est vrai que Mme Geiringer [1] ayant remarqué pour J? un inconvé-
nient de la nature que nous venons de signaler, propose de le remplacer par
l'indice :

3 (P
1+(€¢-1)J2

Cet indice n'est pas non plus un indice de corrélation & notre sens.
Il tend évidemment vers 1 dans l'exemple sus-mentionné, Nous verrons
toutefois qu'il ne semble pas non plus nous permettre de juger s'il y a une
relation fonctionnelle entre X et Y,

Montrons que les résultats auxquels nous sommes parvenus sont géﬂé‘
raux, Autrement dit, montrons que si nous avons une liaison unilatérale du
type A et si € est de l'ordre de grandeur de -é— , alors que J? reste, en
général, inférieur & 1, g? et By tendent vers 1,

a) J? reste en général inférieur a 1,

En effet, si pour tous les Pjj» ona p;; =< Up; , on a en posant pour
simplifier :

Pij

SR L .23)
J B, P ©

B R

(1) Pour les propriétés de cet indice, voir Fréchet (2)
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d'ol on tire :

donc :

et le second membre tend vers p quand { —

b) g? tend vers 1.

En effet,comme dans chaque colonne on a au plus unnombre fini fixe k
de Pij #'0 le plus grand des pjj de chaque colonne sera au moins égal

p;. o R - 1
Ity - De phis S coaume p; < € aumoins 5 des p; seront supérieurs a —

: s 1 :
mais p_j> A e donc pour au moins ¢ valeurs de i, on aura :

1
Pij 1 ck
i Bi. P e T
et S = m" Si donc on a pris € de l'ordre de grandeur de%,S-—-w
4 S-1
. 2 =
et : 4 e ) S (9°24)

tendra vers 1,
c)_p tendra vers 1.

En effet, si dans chaque colonne au plus k des p;; sont non nuls, on
pourra considérer le numérateur N de l'indice de connexion partielle de
Gini comme la somme de deux nombres.

N = N+ N

ol N!' = Z' I Pij - Pi- B | la somme Z' étant étendue aux seules
valeurs de i et j pour lesquelles p;; £10 ep/NU = Sy | Pij - Pi. P.j I la
somme > ' étant étendue aux seules valeurs de i et de j pour lesquelles
i 0;des lors on aura ' B, Pt S pij = N' > Dt D= Z'p._p_j
ars; .

D5 aBis <3 I TTHES

tandis que bR T e T k e? donc tendvers zéro
et N' tend vers 1.

On a de méme :
it = M op Py

ST Pi,P.J"‘Z' BieP4

1= N'" == 1 -cke?

donc N — 2
le dénominateur D tend lui aussi vers 2, en eifet, on a

o

}15<.‘P.j<e
mais Z Ped il
J
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donc ) pe <<1l<< le
et
R
Des lors 5% p_§<962 tend vers 0 et D—*=2
donc Rl (9.25)
Réciproquement

On peut se demander ce que signifie le fait d'observer que C= 1 -7

Nous examinerons successivement ce qui se passe pour l'indice de
Jordan,l'indice de Mme Geiringer et l'indice simple de connexion partielle
de Gini,

a) L'indice de Jordan :

La démonstration précédente prouve qu'alors le plus grand des Pjj
devra &tre au moins égal a (1- 1 ) p; .

Mais il est aisé de voir qu'au moins @ (1- 7 ) des rapports Ajj —_-%J.
doivent &tre au moins égaux a 1-7 X
En effet on a :

81 =01 T2 Hil donc §=>1{ (1-7 )
et de l'autre :
Pij
S z? ZJ: ?\;J' m
or L.j = LT_‘: Aij 'Ep% =_ 1 doncau moinsl(l—"})
des sommes {,j devront &tre supérieures 2 1-1 et ceci n'est possible que
si un au moins des Ajj de chacune d'elles est supérieur 2 1-7

Il est & remarquer que pour T}<—é on ne peut avoir deux )\ij = 1-7m
dans la méme colonne, donc :

Théoréme :
Si 2yl (n<:’_-%)il existe un nombre j_tel

que p;;=(1-7m ) p;. pour au moins ¢ (1-7 ) valeurs de i

b) L'indice de Madame Geiringer :

La démonstration précédente a montré qu'il suffisait que S tende vers
l'infini pour que l'indice de Mme Geiringer tende vers 1, Pour qu'il en soit

ainsi, il suffira évidemment que quand le nombre des lignes et des colonnes
augmente indéfiniment, pour une infinité de valeurs de Pij » les rapports

Pij et Pii restent supérieurs a un nombre fixe e .

Pi. P.j

Il en sera ainsi notamment si une masse finie est tout entitre concentrée

sur une ligne, le reste de la masse étant réparti d'une maniére quelconque.
c) L'indice de connexion partielle de Gini :

5i p=1-q pour Ae <<pj<<e

alors :

Z pfj< QEQ<_;_
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et le numérateur devra &tre supérieur a :
2(1-n)(1-5) = 2(1-n") ou n' est petit,
Soit aijle plus grand des 2 nombres p;; ou p;j P; et pi; le plus petit,

On aura :
N = Zl: ?“ij' > JZ'r‘ij

n
—

T EI: JZ gijoiad Ei:%:Pi.P.j

25 Xij o+ 4\; ?Pi‘j
diott s Z Z pi; =n'

n
o4

donc : Z

On a donc i définir 2 ensembles complémentaires E et E' tels que :
EE:. Pij = &4 %: 1T

avec : €+ Eg==17'

Ainsi le fait que P —1 quand &—=0 ne signifie pas que Y est fonction
univalente de x. Il en sera par exemple encore ainsi si toute la masse est
concentrée sur un nombre fini de lignes.

2. — ETUDE PARTICULIERE DES INDICES DU TYPE Il

A) INDICES THEORIQUES ET INDICES EMPIRIQUES :

Nous avons vu que,pour les indices du type II, X n'est susceptible
d'appartenir qu'a un nombre fini c d'ensembles %ys §350.. §; avec les
probabilités p,, pPys... Pcs alors que Y est susceptible de prendre toutes
les valeurs de -0 & +® . Soit Fy; (y) la fonction de répartition dela
variable liée Y¢, . C sera alors fonction uniquement des p; et Fg; far)ees

nous noterons  =A [ P; » ng (y) ]

Nous nous bornerons ici a 1'étude des indices du type II qui vérifient
les conditions suivantes :

1°/ C = 0 siet seulement si :
By =Rly) =ilipge oty il S5 oty sly)
2°/ C = 1 siet seulement s'il correspond a tout ¥;

un nombre y, ( ¥; ) tel que

P, (P01 =T1000 oIS iz ¥l B4 (9.26)
Fy; (v) 1 R e L gl B

Les indices du type II seront dits continus si & tout nombre 7 on peut
faire correspondre un nombre € tel que :

IP; —Pi'\‘iE
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et borne sup, | F-EI, (y)- F"Ei (y) |<a (1 =l enc) (9.27)

entrainent :

e [ory 0] - cle.m 0] ]|<n G20

Ceci posé, si f;" et FE("J (v) désignent les fréquences de ¥; et les
fonctions de répartition empiriques des variables liées Y¥; observées au
cours de n épreuves indépendantes, on sait d'aprés les théoreémesde

(n
Borel et Glivenko-Cantelli que quand n —= o les quantités ' fi = pi] et
borne sup. Fg:) - F‘Ei (y) i tendent presque certainement vers zéro,
Donc :

lemme. - Les indices empiriques continus du type II tendent presque
certainement vers leur valeur théorique quand n—

Regardons donc si l'indice simple de connexion de Gini :
+ o0
Zl Pi ] | F‘gi (Y)'F(m » Y) | dy
% = i (9.29)
+
2 f F oo ,¥y) [I-F(m,y)] dy

-0

est un indice continu,

Cet indice n'est évidemment défini que siles intégrales du numérateur
et du dénominateur convergent,

Il en sera ainsi notamment si l'on peut trouver 2 nombresy' et y'' tels
que F(o ,y') = 0 Bioon vy (9.30)

Ceci posé, pour pouvoir démontrer que ‘¢ est un indice continu, nous
serons obligés de supposer que (9.30) est vérifiée, S'il en est ainsi, les
conditions (9.27) entraineront :

l$?i F!gi (y) -2 p F?i (y) |<::a

[P (0 y) - F (o Ly | <

- ﬂ g 05

de méme la variation du dénominateur tend vers zéro et, si Y ne se réduit
pas presque certainement a une constante, on aura g - —=0, ' bref,
l'indice simple de connexion de Gini, empirique tendra presque certaine -
ment vers sa valeur théorique si 1'étendue de Y est bornée et non nulle.

R @-re | | | <2ep

B) EXTENSION AU CAS OU X ET Y SONT DES V.A. CONTINUES :

La démonstration p (9. 9 ) prouve que si y est fonction univalente
monotone de x =
y= ¢ (x)

et si on prend des points de subdivision tels que :
F(Xi. oo )—F(xi_1,oo ){5
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alors on pourra trouver pour chaque colonne 2 nombres y' et y'' tels que
la probabilité pour qu'un nombre soit de la .ieme colonne et reste
inférieur 2 y :

Fily) = F(xi.y) - F(xi-,y)

ne soit susceptible de varier qu'entre yi etyl

Biid (v ) t=eiio
Fi (yf) = Fi (o)
et que : F(o ,y))-F(o ,yj)<<t¢

Définition -

F(x, oo ) étant supposée absolument continue, nous dirons que nous
avons une liaison unilatérale du typed si pour tout E<"¢€o et a tout
ensemble de valeurs de x

s L e telles que F(xi, ® )-F(xj-1,® )<<e on

peut faire correspondre une suite de nombres y} y! tels que :
Fi(y!) - Fily!) = Fi (o)

et que : Flo ,y!) - Flo , vy )<<ke (ot k est une

constante donnée).

Examinons quelle valeur prend l'indice de connexion simple de Gini
quand nous avons une liaison unilatérale du type A et quand :
F(xj, ® ) - F(xj-1, 0 )<<¢

‘posons : ng s = %((g-’_

Le numérateur de l'indice simple de connexion de Gini est :

N=Z?i]

—

+c

» Fe, (0)-Fla ,y)‘ dy (9.31)

Or, il existe par hypothése, pour chaque valeur de §; un nombre y, { & )
tel que si nous définissons y! et y! par:

Flo 50 = B B RS il Elmeta)t 2
on aura @ Py, (y/) = 0 gy (y¥) e ¥
pour y, fixé on a : FEI (v4) -F(® . yy) = F(oo ».¥1)

pour ceux des ¥; tels que y} = vy, donc avec une probabilité au moins
égale a : e

1-Fyy) = 1-Fy)-—3
de méme, on aura F; (yy) -F(o ,y1) =1 - F(w ,yy)pour ceux
des ¥; tels que yj'—— vy, donc avec une probabilité au moins égale a F(y)-%

Bref, le numérateur vaudra au moins :

N = f t F(o ,y) [l-F(oo .Y)-k—;-]w‘ [I—F(oo .v)] [F(w -Y)-l;_—e] fdv

et si l'étendue de la v.a, marginale Y est finie non nulle, 1'indice simple
de connexion de Gini tend bien vers 1,
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LECTURES RECOMMANDEES

I. Sur les conditions de Fréchet et indices vérifiant ces conditions,

Consulter Fréchet [2] , Féron [1] ., Brambilla [1], Jordan [3]-
Geiringer [1], Gini [1] , Salvemini [1] .

II. Sur les indices peu connus vérifiant d'autres conditions que celles de
Fréchet.
Darmois [ 3] ouRisseretTraynard [1] ouTchuprov [1],Fréchet [2]
ou Féron [1] , Brambilla [1] , Gini [2] [3] [4] [5] »
Karl Pearson [2] [3] [4]1 (5] , Steffensen [ 1] , Kendall [2]
IIl.Sur la loi de probabilité de diverses caractéristiques fonctionnelles
empiriques,

A/ dans le cas de petits échantillons,

1) borne supérieure de la variance des caractéristiques fonctionnelles
empiriques :
Fréchet [1]“ ', Darmois [5] s, Cramér [1]

2) Le calcul effectif de la distribution est évidemmentun cas d'espece.
On lira avec fruit sur toutes ces questions :

Kendall [1] et Insee [1] , Fisher [1] eten général tous les
articles de E,S, Pearson,

B/ dans le cas des grands échantillons, On a alors des théorames qui
nous permettent d'affirmer latendance vers laloi normale sauf dans
des cas exceptionnels : cf Von Mises LIS, Hoeffding [1
Bernstein [2] [3] 2
Méme dans les cas exceptionnels on peutd'ailleurs souvent déterminer
la distribution limite Von Mises [2] [3]

Donnons pourtant quelques indications complémentaires :

l. pour les divers indices de corrélation :

a) pour le coefficient de corrélation linéaire cf, E.S, Pearson [8]
et [10] , Pittman[2] , Chesire, Oldis etPearson [1], David [1]

b) pour le rapport de corrélation de Pearson c¢f Fisher
P. 605 et Hotelling [1]

c) pour les coefficients de corrélation du rang cf Kendall [2]

2, pour les autres caractéristiques fonctionnelles :
a) écarts typiques : Pour 1'étendue, E.S, Pearson | S Rl i e o 17 5
pour l'écart type Kendall [1] , Davies et E.S. Pearson [1] ,
pour l'écart moyen E.S, Pearson [15]

b) Différence moyenne Nair [1]
c) pour les coefficients (3,, B, , w, E.S.Pearson [7] [9] [13]
d) pour le coefficient de variation E.S, Pearson [11]

Si l'on veut utiliser une caractéristique fonctionnelle récente, on sera
généralement amené i déterminer sa distribution approximative, On y
parviendra en suivant 1'une des méthodes qui ont déja &té utilisées pour
la détermination des caractéristiques fonctionnelles citées ci- dessus.
Il s'agit la en général d'un travail simple mais laborieux,



CHAPITRE X

GENERALISATION DE CERTAINS TYPES
DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

Nous vous proposons maintenant de généraliser les notions de processus
2 v.a.indépendantes, de chaine simple de Markow, de processus stochastiques
stationnaires et de processus & accroissements indépendants .

1. — PROCESSUS A VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Un tel processus n'est guére concevable que dans le cas discret,

On a une suite de v.a, X4, ¢«cus Xn.oo .
et l'ensemble des n premikdres v,a. a pour fonction de répartition
F(ty ... tnh) Soit Xn] 1...n-1 la v,a, de fonction de répartition.

B Xnz . i)
F(tn| X s Enn s B it posons & (t,) = F(w ,...,0 ,tn)

A) SENS CLASSIQUE :
On aura un processus a v.a, indépendantes au sens classique si

F(tnl Xisaasenr s Xne ) = ) (10.1)

et ceci quels que soient xy... %xn (sauf peut-&tre pour un ensemble de
valeurs de x,... xn de probabilité nulle),

Donc au sens classique on aura un processus a v,a, indépendantes si
quel que soit n fini les vecteurs aléatoires *x (Xovsin Xaig)aet ty(x,.)
forment un couple aléatoire de vecteurs indépendants.

Et nous avons vu que si @ est une fonctionnelle strictement concave
la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est. que

AJF|E =0 (10.2)

B) PREMIERE GENERALISATION - PROCESSUS A V.A, INDEPENDANTES
RELATIVEMENT FONCTIONNELLE ¢ (Sens strict)

Si nous n'imposons plus & ¢ d'étre une fonctionnelle strictement
concave mais simplement d'étre une fonctionnelle concave alors la
relation (10.2) n'entraine plus (10, 1)nécessairement, Aussitoutesles fois
que(10.2) sera vérifiée dirons-nous que nous avons un processus av,a,

indépendantes relativement i la fonctionnelle § au sens strict,

On notera en passant que si l'on prend la variance comme mesure de
l'incertitude on tombe sur la trés importante classe des processus a v, a,
indépendantes en moyenne et dont la variance est finie.
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DEUXIEME GENERALISATION - PROCESSUS A V.A, INDEPENDANTES
RELATIVEMENT A LA FONCTIONNELLE & (Sens large)

Nous obtiendrons des conditions encore moins restrictives si au lieu
d'imposer a AU'—; % d'étre nul nous imposons seulement & une des
mesures de l'information dure d'étre nulle.

Dans la pratique nous n'aurons que deux cas & considérer suivant que
l'on prend D* ou D% pour mesure de l'information dure,

1) PROCESSUS A V.A, INDEPENDANTES AU SENS LARGE PREMIER
GENRE,
Nous dirons que nous avons un tel processus si quel que soit n<<o
D'gf = 0 (10.3)

Nous avons vu qu'il ne peut en &tre ainsi que si dans le schéma
probabiliste considéré au chapitre 6 le couple de vecteurs aléatoire X Y
est remplacé par un couple de vecteurs aléatoires indépendants X* " dans
le achéma probabiliste le mieux adapté,

Dans le cas particulier ol l'on prend la variance pour mesure de
l'incertitude on retrouve les processus formés de v.a, (& écarttype born
et indépendantes en moyenne,

2) PROCESSUS A V.A, INDEPENDANTES AU SENS LARGE 2% GENRE:
Nous dirons que nous avons un tel processus si

D=0 (10.4)

Nous avons vu qu'il en est ainsi si lorsqu'on impose ala nouvelle

ligne de régression de ‘y' en XC* d'étre un hyperplan, le couple de vecteurs

aléatoires XY est dans le schéma le_mieux adapté remplacé par le couple
de vecteurs aléatoires indépendants X'

En particulier si on prend la variance comme mesure de l'incertitude
un processus a v.a, indépendantes au sens large du 2 genre est un
processus a variables aléatoires non carrelés

E (xsxt) = E (x5)E (xt)

2. — CHAINES SIMPLES DE MARKOV

Considérons un espace apstrait ) de points w et un certain corps de
Borel & - Autrement dit on suppose qu'on a :

1) Qe&

2) si A€ & alors Q-A¢&
n n

3) UAj€ & NAe&

On suppose qu'on associe & ces ensembles une probabilité P(A )
c'est-a-dire une fonction non négative complétement additive et telle
que P(Q) = 1

On suppose en outre qu'a tout nombre réel t de 1l'ensemble T on
associe une fonction B - mesurable x, (w )

A) SENS CLASSIQUE :

On a un processus de Markovausens classique si pour toutentier n = 1
et quels que soient les nombres t;<_ t;...<tn on a pour tout A
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P {xtn(w Y bt o BeBtna } =P {xtn(w ) \ Ky (@ )} (10.5)

Il est aisé de voir que si § est une fonctionnelle strictement concave
il faut et il suffit que quelque soit l'entier n<—® et les t; choisis

- A %, Xy, = 0%, F (10.6)
X représente le vecteur aléatoire Xe, euoe Xena

pour qu'on ait un processus de Markov au sens classique,

B) SENS STRICT :

Aussi dirons-nous comme précédemmentque nous avons un processus
de Markov au sens strict relativement 2 la fonctionnelle ¢ si quel que soit
l'entier n (10.6) est vérifiée,

Si en particulier nous prenons la variance comme mesure de l'incer-
titude, nous aurons un processus de Markov par rapport 2 la variance au
sens strict si quel que soitn

E (Xr, | %tna) = E Ktn| Xty «oo Xtny) (10.7)

Remarque :
Dans le cas particulier ot E(Xt, | Xtnq) = Xtny C€ dernier processus
devient une martingale,

C) SENS LARGE :

De méme que précédemment nous dirons que nous avons un processus
de Markov du premier genre au sens large si quel que soit n

—

* — *
DN e, e O, A (10.8)

Il est aisé de voir que si nous prenons la variance pour mesure de
l'incertitude nous aurons untel processus sietseulement 8i(10, 7)estvérifiée,

De méme nous aurons un processus de Markov du second genre au
gens large si le D} relatif au couple Xy, Xt est le méme que le D}

relatif aux vecteurs % (b, AR COr) R -'g_. (Xen)

En particulier si l'on prend la variance comme mesure de l'incertitude on
aura un tel processus si E(Y*| X*) a la méme valeur quand ¥ représente
le seul vecteur X,, ou le vecteur A aoe 2y S d'autres termes si la

A
variance étant prise comme mesure de l'incertitude E (Xen l XL ot )

représente la meilleure approximation linéaire de Xit. On doit avoir :

£ (Xtn| Xty ooo Xena) = B (Xtn| Xewa) (10.9)

3. — PROCESSUS STOCHASTIQUES STATIONNAIRES

A) SENS CLASSIQUE :

C'est un processus tel que quels que soienttj € T (i = 1204 ) et
la constante h € P ol d¢ est un ensemble tel que la distribution de
xt,+h.... Xy +h (Fh e kn)) soit indépendante de h.

(1) Un tel processus a déja été considéré par Doob [1] p. 90,
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On peut exprimer cefait d'une autre manieére - Remarquons que quelles
que soient les valeurs hy... hm de H € ¥ on peut construire un couple de

vecteurs aléatoires H . #H), f'f(X“), & a8
IHPY (H ="hj) *=5pj =P mniiasg)
2°Pr (Xi<< Ni | H = hj) = Fi; ( Ay ... An)
Dans ces conditions si le processus stochastique est stationnaire au

sens classique alors
AUz v = 0 (10.10)

B) SENS STRICT :

Aussi dirons-nous que nous avons un processus stochastique station -
naire au sens strict relativement 2 la fonctionnelle concave ® , si quels

que soient les vecteurs aléatoires H et X choisis (10.10) est vérifiée -

Il est aisé de voir que si § est une fonctionnelle strictement concave,
tout processus stationnaire au sens strict est stationnaire également au
sens classique, Il n'en est pas de méme si ¢ estseulement une fonction-
nelle concave,

4. — PROCESSUS A ACCROISSEMENTS INDEPENDANTS

A) SENS CLASSIQUE :
On a un tel processus si pour ty<< t; ... <"th n =3 les v.a.

Y= x, - xyyet Z = xp, - xppy
sont indépendantes,

Il en résulte que si nous avons un tel processus nous aurons toujours

quels que soient tq ,.. tp
AJzy = 0 (13.13)

B) SENS LARGE :
1€T genre - On aura un tel processus si D*z'y_ =0
2° genre - On aura un tel processus si (D% )zy =0

Dans le cas ol la variance est prise comme mesure de l'incertitude,
il en sera évidemment ainsi sion aaffaire & unprocessus 2 accroissements
orthogonaux,

LECTURES RECOMMANDEES

Doob [1] » Blanc Lapierre et Fortet [1]
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