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SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES
ASSOCIEES AUX PROCESSUS PONCTUELS

par

RAMAKRISHNAN A, et S. K. SRINIVASAN

RQSUME : L'interprétation phénoménologique des intégrales des fonctions
aléatoires, qui a récemment &été formulée par un de nous, trouve son
application aux probléemes de la Physique ol interviennent des processus
Ponctuels plus complexes que ceux du type de Poisson simple.

INTRODUCTION

On rencontre en Physique des processus aléatoires que l'on peut
feprésenter symboliquement par des intégrales associées & un processus
Plus simple qu'on appelle le processus aléatoire de base (p.a.b.), et dont
OB connait les caracteres stochastiques et le mode de développement, Bien
q:le l'intégration stochastique ait attiré 1'attention des mathématiciens, il
?Y‘a. Pas eu jusqu'ici de tentatives systématiques d'interprétation de ces
antESTales du point de vue physique, Dans de récents travaux (que nous
ippellerons désormais articles A, B, C), un de nous (R) a développé une
,};‘Eel‘prétation phénoménologique de ces intégrales a partir du concept de

évolution' du processus stochastique, en fonction du parameétre qui
Y€Présente la "durée'" du processus,

Dans 1'article A, en vue de donner une idée des possibilités d'applica-
! aux problemes physiques réels, nous avions choisi le processus de
°l8son comme p.a.b., ce dernier étant le processus évolutif non-multi-
p{-lcatif le plus simple. Ici nous allons étudier des intégrales associées a
Autreg processus ponctuels, Bien que nous n'insistions pas sur des
*Oblémes physiques réels qui correspondent & des intégrales, nos résul-
2 S reposent, toutefois, entiérement sur des raisonnements phénoméno-
Elques, ce qui leur permet d'étre applicables aux problemes physiques,
n:.mme la théorie de l'intégration stochastique se trouve dans un état
'Ssant, nous avons considéré utile de présenter nos résultats qui consti-
“ent. un premier pas vers l'application de cette théorie aux problémes
¥Siques concrets,

P
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FORMULATION GENERALE DU PROBLEME

Considérons la variable aléatoire y,(t) définie par la formule :

Ym(t) =[l¢m (tm) d tmfe’;md (tm—1) d tm—1 . :[E:P1 (t‘l) n(tl) dt'l (l)

oli les ¢ (t) sont des fonctions certaines connues du parambetre 3 une dimen-
sion t ; n(t) désigne le nombre de points aléatoires, ou des évenements;
dans 1'intervalle (0,t) sur 1'axede t. Notre but est de déterminer la densit

de probabilité (d.p.) de ym(t), ou tout au moins ses moments, quand o%
connait les caractéres statistiques du processus n(t), Dans la partié

nous supposerons que n(t) est un processus de Furry, le plus simple
processus ponctuel multiplicatif dont nous disposons, et ensuite, dans &
partie II, nous étendrons ces résultats i des processus ponctuels Pplu8
généraux,

PREMIERE PARTIE

1. n (t) REPRESENTE UN PROCESSUS DE FURRY

Ladistributiondes évenements aléatoires sur 1'axe de t est détermiﬂé:
par la loi suivante : la probabilité qu'un évenement aléatoire arrive en.’e
t=7 ett=7+dr est {1 +n(r) JAdr o n(r) est unevariable aléatO}"s
qui représente le nombre d'évenements aléatoires qui se sont prod“in
dans l'intervalle (0,7) sur l'axe de t, La probabilité n(n;t) que n(t) =
s'écrit *

w(nst) = & (1 - aMT (2)

: y . ; peut

Nous supposons qu'il existe un évenement aléatoire a t = 0, qui P‘eon

s'interpréter comme un individu "primaire! générateur d'une 1:»0P‘-113‘!:1 1

d'individus ""secondaires' correspondant aux évenements aléatoires qui ]

produisent dans (0,7). Leur nombre est représenté par n(r), et leur d.P
par (2).

1
Nous pouvons alors considérer Adt comme étant la probabilité g o
individu en "produise' un autre dans l'intervalle (t,t +dt), s

Remarquons que correspondant & une réalisation des t:‘.v‘enex’l‘if?"‘tsde
ti,...s tadans l'intervalle {J,t), la courbe n®(r) de cette réalisation
n(r) se caractérise par des sauts discrets de valeur unité aux Roms
tyseees tn, la courbe restant paralldle i 1'axe de t entre deux transitio?®’
La valeur réalisée de n(r) s'écrit

n“(?):ZH(T-t;) $ (o<t t) . (3)

g g % nts
outy,..., tn sont les points sur 1l'axe de t ol se produisent les événemeion

aléatoires, et H(t) est la fonction de Heaviside. La courbe de réalisat
de %@ peut donc s'interpréter par

iisé

ut
sera elof

* Conforme & la maniére habituelle des auteurs, le méme symbole Tt 3
pour désigner toutes les d.p., la distinction entre les diverses d,.p. étant évidente
le contexte,
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%hza(r - ) (4)

Nous définissons maintenant y.,(t) d'une maniere plus générale par la
formule

Ym(t) =_[ li’m(tl‘n) dtmf al'ﬂ—'l(tm-'l) dtm-ie « ./C‘bo {to) dn(t,t:) dt, (5)

Sidy(ty) =1, alors (5) redevient (1). Renversant 1'ordre des intégrales
Sur tO’ t1l TR tm, on obtient :

(t) = f dalte) gt 1) dto, (6)

ol F(t,t,) s'écrit comme

F(t,to) =d’o(to)[:pu(t|) dt.f:l’z (t,) dt,. . -[kd’m(tm) dtm (7)

2. SOLUTION PAR LA METHODE D’EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

. Onvoit que l'on ne peut pas obtenir la d.p.n (ymit) de ym(t) sans recou-
Fir 3 la d,p. simultanée de l'ensemble des y;(t), i =0,1,..,., m. Pour
Surmonter cette difficulté nous nous servons de la technique dévelappée
Par 1'un de nous (R., 1956, article C), et remplagons t par a dans l'inté-
Brale, a étant un parametre général quelconque indépendant de t. Si
™Y¥m.n;t) désigne la d.p. simultanée de y, et de n, on obtient par un
Tdisonnement élémentaire :

on 2N E
.__(_gf:_“__)_=-)\(n+1)n(ym,n;t)+hnn(ym -F(a,t),n-1;t) (8)
&vec les conditions initiales

7t (Yo 1;0) =dg 3(y) (9)

:t& ‘53‘ est la fonction de Kronecker, c'est-a-dire que 65 =0 si n#0,d3=1,
= ol §(y,) est la fonction delta de Dirac, Remarquons que dans
ette équation nous avons affaire avec la fonction de fréquence de

k
[ dnte) i -
o dt, F(a,t,) dt, et non pas celle de y,, comme définie par (6). En dési-

Shant par G(ym,u;t) et g(s,u;t) les fonctions
frcd

Glymsuit) = ) ®(ym,mit) u” (10)
n=0
- Oy
g(&,u;t) =£G(Ym=U;t)e 3 dyn (11)
On obtient ‘_l'_-\.':'.‘;_,‘:_ .

AR
[ AN
iz
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6g(§t,u;t)= -Audg(asl;u’.t1+lu’e"p(°‘” Ogls,ujt) a(z,u,'t +Ag(s,u;t)(ueFo -1) (12)

Utilisant la méthode habituelle des ''caractéristiques', nous obtenons
la solution & (12) sous la forme

-1
Y Y AR,
g(s__u;t)=5u_[}._lf e Flaz)-A(t-1) d'r] (13)
0

u

On peut donc obtenir directement la transformée de Laplace¥ , p(Sit)'
den(ynit). Comme

7 (Ymi t)= Zﬂ(vm mit)
= a(ym,l;t) (14)
on obtient p(s;t) comme suit :
p(s;it) = g(s,1;t)
¢ £
e’ [1 _}"[ o-3F(a,7)-Alt-7) dr] (15)

On remplace a par t pour obtenir la transformée de Laplace dela d.P:
de ym défini en (6). Une méthode alternative pour obtenir la méme trans-
formée qui utilise la distribution simultanée de y, et des n(t; )s5i= 15 o ra
est exposée dans l'appendice,

Les moments de y,(t) se calculent & partir de la relation classiqu®

E { v (t) I = [(-o—‘)s)rp(s;t)]ho (16)
Les trois premiers moments sont
E{ym(t)]=)t£t er F(t,r)dr (17)
2 b
E{yi(0)}= 2 [E{yn®}] +2 [ & F(t,7) ar (18)

E{yt)}= 6 [E{ ym(t)}]3+ 6AE{ym(t)][e“ F!(t,7) dT
" T 19)
+Af° e Ft,T) dt (

On peut obtenir n(y,;t) explicitement dans les cas particuliers.
(i) s =nle sl B, (to)=0,(t) =1

Dans ce cas F(t,t)=t -7 ; (20)

* Comme dans le cas de %
transformées de Laplace,
évidence par le contexte,

le#
» nous employons le symbole p pour désigner tout?:e en
la distinction entre les diverses transformées étant mi




SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES ASSOCIEES AUX PROCESSUS PONCTUELS 99

e X SRR -(A+3)t)k
p(s it) = € E 3g) (1 = es(R+at) (21)
k=0
m(y ;t) s'évalue par la formule d'inversion

1 otim

T (y,;t)= p(s ;t) e>1ds

2ri J

®© k k=1
= Ay k -1t
=e " a(y,) +e ”Zh"z (-1) (?)m(rﬂ);— H(y, -rt)  (22)
k=1 r=o 1

“(Y, it) est continue pour tout y,> 0 sauf ¥y = topednys s t,n(y,it) « a
INe discontinuité de la grandeur Ae-2At

(i) m = 0 ; o, (T) =T,
Dans ce cas F(t,r) =7 ; p(s;t) s'écrit comme
00
B sty = ¥ LA faeL gratyt (23)
k=

Prenant 1'inverse de (23), on obtient

= k-1
R (vit)=e ™o (y,) +eMe0 Y "™ Mt (1) B (yetn)  (24)

k
k=1 r=0

I est intéressant de remarquer que dans ce cas également, i (y,;t) est

fontinue pour tout y, >0 sauf i Yo =t ;m(y,;t) est discontinue 3 y, = t, la

dltSCOntinuité étant de grandeur Ae‘". Nous remarquons de mé&me que

dn k
A "E)"-‘S-i‘)-(t -T)dr et[ ddi_(rf-)-'r d T ne représentent pas des processus
0

I~
t,equivalents”, comme on peut s'y attendre d'ailleurs, puisque la distribu-
°n des points aléatoires n'est pas '"'symétrique'' par rapport aux extré-
:iltés de l'intervalle (0,t). Selon la définition de R, deux processus x,(t)
Xy(t) sont dits "équivalents" si les d.p. de x,(t) et de x,(t) sont identiques
Out point t. Une discussion plus détaillée des processus équivalents se
*Ouve dans les articles A, B et C, D'autre part, quand n(t) représente un
ﬁfﬁcessus de Poisson, les deux intégrales représentent des processus
SQuivalents',

3. SOLUTION PAR LA METHODE DES D.P. (')

Poi Considérons maintenant la variable aléatoire Y (t) définie par (6), au

alént de vue de la théorie des D,P. (1). Remarquons qu'a chaque point
atoire ti nous associons la fonction F(t,ti). Nous pouvons donc appli-

ethéoreme démontré par 1'un de nous (R, 1953) qui relie les moments

de Ym aux D, P, des points aléatoires (secondaires), Le moment d'ordre r
Ym s'écrit :

\\‘_'_‘—-_.

/
1) Densités-produits,
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E{y(t)} = c;j; L...L F(t,t,) F(t,t,) ... F(t,t.)

£ty boseeieste) Qiudt, ooy dt,
+ ci_,j: j; ot j: : Fi(t.t,) F(t,ty).. . Flt,try) £ty stas oo o stry) disdt,. . .S
1 2 r-

r=2
+ 2 Z cﬁﬁ)j; .[ vee j:h Bt ) T (et o Ut th)En(tr, e, . . . ta)dt, diz. JdEh
h= 1 1 2
+ C.’fFr(t,t.) £,(t,) dt, (25)
£y
La somme sur i pour un h particulier désigne la somme sur toutes les
diverses combinaisons pour cet h donné, Les coefficients Cj se décompO~
sent en combinaisons si h>>1 eth{r-1, On écrit Ch(jy» ol la combinaison 3
appartenant & (h,r) est caractérisée par les nombres 1,,...,l, tela que
Iy + Q=T commie

r = ol | 6
B W T e (24

ol pparmih entiers sont différents l'un de llautre, et ky,..., kp sont 1€

nombres d'entiers d'égales valeurs,

Il nous 'reste & obtenir les D,P. fi(ty; veus ti)s i = 1,..., ¥, pol.u'_le
processus de Furry, La fonctionf, (t;, ..., tr) dt, ... dtr est la prebabihté
qu'il y ait un seul point aléatoire dans chaque intervalle (t;, ti + dtils
i=1,..., r, Dans cette définition ty,..,, t. ne sont pas nécessairemen
ordonnés., De plus, fr est symétrique par rapport i toutes les variables:
Par des raisonnements élémentaires de la théorie de probabilité on obtient

£,(t,) = A +xf’ fi(r) dt (27)
AR A T O A +xL“ AT (28)°

L'équation intégrale pour une forme générale de f; en fonction de
fj-1 peut s'écrire facilement si l'on suppose que ty,..., t; sont ordonnéss
ce qu'on peut faire sans aucune perte de généralité en vue de la symétri®
de la fonction par rapport aux variables,

En supposant t,<<t,<<,., <t., on obtient
T R R | 769 e W A | st str1)

tr
+Af £.(ei58; pod, msaedide (29)
(]

Dans la fonction sous 1'intégrale, tise..s tr_y Beuls sont ordonﬂése’
T pouvant prendre une valeur quelconque entre 0 et t.. Le premier terl‘ﬂt
de 1'équation (29) se déduit du fait que "l'individu" (point aléatoire) eB i
est produit par un quelconquedes r "individus' quiconstituent le ''primair y
ent = 0, et par les ''secondaires'" en t,,,.., trny. Le second ma‘ﬂbrt
résulte de la remarque que tout individu se trouvant ailleurs sur l'axe 9€
peut également en produire un autre en tr,

n

Prenant la dérivée par rapport & t-des deux membres en (29)' -
obtient

(30)

o T T
( |(;t:’ ’ "): Afr(h ,t1,...:tr')
. éné-
* Il est & remarquer qu'a ty = 0 il existe un point aléatoire (primaire) qui o
rateur de la distribution, et nous n'en tenons pas compte dans la définition des D.P-
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dont la solution est la suivante :
fr(t”tg,...;tr): eA!r Q(t1:tz:---)tr—1) (31)

Comme f. est une fonction symétrique de t,,..., tr, alors Q s'écrit

Q(tl t2500astray) = k(r)eh(t'”“m“r—‘) (32)

La substitution de (31) et de (32) dans l'équation (29) nous donne la
Telation de récurrence

Kr)=Ark(r-1) , k(l)=a, (33)

qui admet la solution simple :
kir)=Ar | (34)
Donc
f,.(t, e ke rtr) = A"z} el{t‘i» byt oot br)
= 1l £,(ty) £,(ts) oo £i(tr) (35)

Les moments de y, se calculent par la substitution de (35) dans (25).
Les trois premiers moments obtenus par cette méthode s'accordent avec

(17), (18) et (19).

DEUXIEME PARTIE

% n (t) REPRESENTE UN PROCESSUS MULTIPLICATIF GENERAL

Reprenons la relation (6) o1 n(t) représente une distribution des points
3léatoires pour laquelle la probabilité qu'il se trouve un point aléatoire
Sitre t et t+dt est AW (n)dt, La d.p.=(n;t) de n s'écrit

m (n;t) =¥ (n-1)V (n-2)...W(0) ) Aje V" (36)
o k=0
n JEn 7 -1
Av= T {w(j) - (k)] (37)
Ak
N Pour obtenir la d.p, de y.(t) comme définie par (6) ol a remplace t
s

ti F(t,t,), nous adopterons la méthode des équations aux dérivées par-
‘elles, Si 1a d.p. simultanée de y,, et de n est n(y,, ,n;t), par des raisonne-
®nts maintenant familiers, on obtient

Orlymo0it) - oy (m)r(y,, ,nit) AV (n=1)7 (- Flast)n=1it)  (38)

S Si l'on désigne par p(s,n;t) la transformée de Laplace den(y,, ,n;t)
Clative 3 Ym, On trouve

FeN ps,n-1;t) (39)

22(:{—_11:9: -AV (n)p(s,n;t) +A¥ (n-1)e
Se8t-3 _dire

¢
P(s,n;t) =a¥ (nul)f p(s,n-1;7) e SFls AV (1) 4 (40)
a
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Une solution explicite pour p(s,n;t) n'est possible que dans deux ca#8
particuliers :
(i) m=0 et §,(t)=t
(ii)les W(n) sont en progression arithmétique

(i) Dans ce cas (40) devient
y A
p(s,n;t) =AV (n—l)f p(s,n-l;'r)e-sr' O g (41)
o

Désignant, de plus, par p(s,n;q) la transformée de Laplace de p(s,n.t)
par rapport 4 t, on obtient

p(s.niq) <2XB=LIp(o.noLiave) (42)

Nous obtenons, par itération :

S RN =l (n=2)0 a0
p(s.niq) = kfg(qhz—.lz(s +;Ulf(k))( : (42

comme

AR i s (44)
P (8:0i0) = iy (o)

En décomposant le second membre de (43), nous avons

o (s,n3q) = A"w(n-l)v(n-z)...w(o)zq+8(n_k)+w o) (45)
ol B} s'écrit 5
' B =T [Aw() -v(9} - (-8 | (46)
Jfk

Prenant l'inverse par rapport a q,

p(s,nit)="V¥ (n-1)¥(n-2).,.¥ o)ZBkexp[-AW(k)t (n- k)“} 7)

k=0

o= g L
L=n =1 (48)
] d=n = n v E
=W‘4;2(J-k),bzo Ck,l. I:A%)_— B]
2 Uk
olt |_ 3 (49)
n =y
cp = I [P -p Iv(l)_l‘f(k)]
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Une autre inversion par rapport 4 s nous donne

n n
Ay iiit) =N v (n-l)W.(n-Z). .. V(o) el
j=n
oG- =
J#K

exp [-.\\l’(k)t +7\ﬂi)j—:§ﬁ(y1 -n-k t)] H(y, -n-k t)

n(y,;t) est donné par

@

n(y, it) = Zn(y, s05it)

(ii) Les¥(n) sont en progression arithmétique

Soit¥(n) -¥(n-1) = k, Alors (40) devient

(4
P(s,n;t) =" ¥ (n-1)¥(n-2). . .\P‘(o)j e >Flartna)- AU (E-tna) gp
(*]

tny by
£ e-sF(a,tn_g)—l‘l"(n-'l][tn.r-tn-zhtn_t oo .f e—sF(a,to)-AWUJ(h-ta) p(s,0;t ) dte

o
=

ou

pls,0;ts)= e M V(oto

Donc on peut écrire (52) comme

b
P(s,n;t) =N“1’(n-l)‘l’(n-z)...v(o)e‘“’("3‘f o-fotni)thktng  gtn,
o

Ena ky
[ e-oF(a,tn_;)4—Aktn_z At .[ e—sF(a,to}+M¢!:g dt,
0 o

o

E t
A ‘V(n—i);l;'(n-?.)...‘lf(o) e~)~‘l«'(n)t [f e-aF(u,'r)-rAk'r d‘t‘]

La transformée de Laplace p(s;t) den(y,;t) est
(2]

p(s;t)=) p(s,n;t)

On peut facilement obtenir les moments de Ym 2 partir de (55).

103

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)
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5. n (t) REPRESENTE UN PROCESSUS PONCTUEL DONT LA * ME-
MOglRE ” NE S’ETEND QUE JUSQU’AU DERNIER POINT REA-
LIS

Considérons la distribution suivante des points sur l'axe de t : 12
probabilité conditionnelle qu'il ne se trouve aucun point entre t = t; et
t = ty(t,>t,), étant donné qu'il y a un point aléatoire en t = t,, est®(ts -t1)
et ceci indépendamment de la distribution des points pour t<t,, Il a ét
montré par Ramashrishnan et Mathews (1953) que ¢ détermine d'une
manigre unique la distribution des points sur la droite,

Remarquons que -%(L)- dt représente la probabilité pour que 1€
premier point aléatoire se produise entre t et t + dt, étant donné qu'il s€

trouve un point aléatoire en t = 0. Nous allons désigner -igit(—t)-parw(t)'

E
La valeur réalisée par l'aléatoire f %_(El F(t,7) dr est
o

n

ZF(t,ti)

(=T
pour la réalisation d'évenements aléatoires en t; (i =145 o m)isilE PO
cessus d'intégrale n'est pas régénératif, puisque si 1'on reporte 1'origine

en t, on obtient pour valeur de réalisation
n

F(t't1 st -ty )
b=
ce qui ne peut &tre écrit en fonction deZF(t.t,—) d'une maniere simple.
=

Néanmoins, si F(t,t;) n'est fonction que de t-tj* , alors les valeurs
correspondantes sont
n

iF(t-ti) et ZF(t-ti)

i=1 i=2
etdonc le processus est régénératif, puisque les deux quantités ne différﬂ';z
que par le terme simple F(t-t;). Dans un pareil cas, 1'équation inFégran
pour 1t (y,;t) s'écrit facilement, Par la méthode des points régénératifs, ©
obtient

] 3
7t (Yomit) =J;w (T)% (Y = F(t-1);t-7) dr +[1 -j: w () dr] “{¥m) (56)
La transformée de Laplace par rapport a y,, donne

p(s;t) ='[w(r)e'sr{t") p(s;t-1) dr + [l —j:w (7) dr] (57)

On obtient les moments de y,, en prenant la dérivée des deux termes
de (57) par rapport 3 s,

F O ; s : s jcients
* Ceci est vrai si y, satisfait & une équation différentielle linéaire i coefficl

constants,%‘;ﬂétant le terme non-homogene de 1'équation (voir Bartlett, 1955).
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6. UNE ENTREE*x (t) TYPIQUE DU SERVO-MECANISME ASSOCIE
A n (t) COMME DEFINI DANS LA SECTION 5

Etudions enfin le processus x(t) associé 2 n(t) de la section 5de la
Maniere suivante
x(t) = aj tit<tis

=0, 1, o (58)

ol les a; sont des variables aléatoires indépendantes avec la mé&me distri-
bution %(ai), et ot les longueurs d'intervalles ti41 - tj = 1j sont, de mé&me,
des variables aléatoires indépendantes avec la mé&me d,p.w(l;) d'apres la
Section 5,

Un tel processus stochastique a une grande importance dans 1'étude
des manoeuvres d'un avion dirigé par le radar(James, Nichols et Phillips,
1947), L'étude de la distribution de

Y (t) =[%@ F(t,7)dr

est extrémement difficile et reste encore a faire, En vue des sauts aléatoi-
Tesdans x(t) le processus devient non-régénératif mémedans lecas spécial
o0 F(t,7) n'est fonction que de (t-7), ce qui entraine 1'échec de la technique
e€mployée dans la section 5, Nous allons nous borner i la d,p. de y(t) ol

t
¥(t) = f x(7) dr. La méthode des points de régénération nous donne
(]
13
r(y;t) =Z‘L{a;)[ n(y - ai(t-7);t=-7)w(T) dt
(]

+[1 —‘Ltm('r)d'r] 8(y) (59)

Si p(s;t) est la transformée de Laplace den(y;t), ona
t
p(s :t)=Z7-(ai)f p(s;t-t) €9 u(r)dr
o

+[1 -J:w(r) dr] (60)

3 En principe, (60) détermine p(s;t). Si nous voulons ies momentsde y,
Ous pouvons les obtenir en prenant la dérivée par rapport 2 s des deux
Membres de (60). Si Ejy" (s)iet&(s)désignentles transformées de Laplace
de E |Y" (t)| et de®(t) respectivement, nous avons

(61)

E{Y(?H:Eia}—rrl%fg—m]

2 = 2 2w(%) _2E{ajw(¥) d
E{ y¥(Y) } =E{ a?} Tou] T Efy (¥} . (62)
s i s 6@(%) - 3E{ale®) d g2
+ 3B() 20— ;B (63)

\__‘__‘_—

.
( )Ihput.
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APPENDICE

Considérons la variable aléatoire y,(t), comme définie par (6) ol n(7)
représente un processus de Furry, On remarque, d'abord, que si la durc®
de l'intervalle s'étend jusqu'i t, nous associons la fonction F(t,t;) au point
aléatoire a ti, Donc la variable aléatoire est la somme de ces fonctions.

La probabilité composée pour que le premier évenement aléatoire 5¢
produise entre 7, et 7, + dry , ledeuxiemeentre 7, et 7, + dry,..., 12 l'l‘r s
entre T, et T, + dta, et qu'aucun autre événement ne se produise jusqu a
s'écrit

n! A" exp [-7\1" =2A(T =~ Ty) =0 s =nM (T, STy ) - (n+1)A (t - ‘rn)]
dTpd T, dTy .,

Sin (y,,n;t) est la d.p. simultanée de y, et de n, alorsn satisfa“‘a’
1'équation
L3

t t
wi (o snt)=a n!fd'r,f dr,,..f
o 7,

Th.

exp [-Ar, =2A(T3 =Ty) = uue

vor = (0t (t-7)] . 6 (v -iF(t,Ti) ) dta (a-1)

L=1

Donc la transformée de Laplace p(s,n;t) den (y,,n;t) s'écrit

p(s,n;t)=A" n! [dr.'[j dr, ...f:"_‘exp [-A(n+l)t +Z [A‘r.-sF(t,ri)]]dTn (A-2)
clest-a-dire
p(s,mt) = e™ [hj:exp{ “A(t=T) = sF(t,r)]d-p]n (A-3)
La transformée de Laplace p(s;t) de n (y, ;t) est donnée par :
p(s;t) =Zp(s.n;t)
= eM[1-1 [Fexp( -k (t-7) - sF(t,'r)ldr]J (A-4)

ce qui concorde bien avec l'expression (15),




