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ANALYCITE ET PERIODICITE
DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES

par

M. GIRAULT

Le but de cette note est d'indiquer quelques particularités qui peuvent
Se présenter concernant les propriétés d'analycité et de périodicité des
fonctions caractéristiques (f.c.).

Rappelons brizvement les résultats connus de cette question :

Soit (Z)la f. c. associée & la variable aléatoire X de fonction de

Tépartition F (x)
+ 00
¢ (Z) i/ e dF (x)

Cette intégrale est absolument convergente pour Z réel et définit alors
une fonction continue de 7 . L'intégrale peut exister pour Z complexe =

t+ iy,
-X
87, 579509

Cette intégrale est convergente en général lorsque y est dans un in-
tervalle contenant l'origine,

a) Pour t =0

Soit : y' < y < y". Elle définit une fonction réelle analytique de y.

b) Si y, est une valeur de l'intervalle de convergence précédemment

défin -
itx -yx
Pityo) _/é e s dF ()

:'h e %X 4F (x) est la différentielle d'une fonction non décroissante a varia-

lon bornée, Donc P y) €st, par rapport & la variable t une fonction ca-
e 1Yo S = ;

Tactéristique & un facteur positif pres et par suite :

| ‘? (t,y,) I < "F(o’)'o)

d Ce résultat implique que l'intégrale qui définit y) est convergente
a8 toute la bande :

s I(z)< y'oul , est la partie imaginaire pure de Z ,
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La fonction ainsi définie est analytique dans cette bande (y'v").

J'ai démontré (1) (these p. 239) que dans l'intervalle y'y" de l'axe des
vy la fonction ¥ (y) €8t convexe :
VitV
i< Ham< YEVARE ST AT

‘?U;}-I- LPU';)
On a : _2 =T (%)

1'égalité n'étant réalisée que pour P=1

Lensemble des propriétés précédentes permet d'étudier la périodiCité
de P (Z) dans la bande de convergence. J'ai démontré (1) que la seule P o
riode possible de Y (Z) est une période réelle. Pour que 8 soit période, }
faut et il suffit que la distribution de probabilité soit une distribution d€

treillis (0,-2—ﬂ) , clest-i-dire que X soit presque certainement égal %

8
1'une des valeurs : 0, fg'-eil; fnzTTr

A ces résultats ajoutons les remarques suivantes :

I. REMARQUES SUR LE DOMAINE D’ANALYCITE OU BANDE
DE CONVERGENCE

; " e a
Bien entendu, y' ou y" ou les deux A la fois peuvent &tre infinis etl
¥ b i P

bande de convergence devient un demi plan ou le plan; elle peut aussi 8¢
réduire au seul axe réel (c'est le cas de la loi de Cauchy).

% A ” : £l
En général, la fonction devient infinie en certains points au moins dze
limites; ‘'mais il est intéressant de signaler que Y (Z) peut &tre bor®
dans tout le domaine de convergence.

Exemple : ;
ce S i'z)"
v @=x 3 (3

C'est bien une f, c. car on lit sur ce développement qu'elle est 28897

: ! > 1
ciée A la distribution de masses o enxX=n

ol k est défini par Z —Z:—i =%
n=1

n

Pour Z imaginaire pur, égal 4 iy, on a :

=k i 1 ( e‘y)n
Pan =k 2 5 \ 7

(1) Les fonctions caractéristiques et leurs transformations - Publications ISUP
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-y
2

Convergence est le demi-plan I(Z) = - log 2. Or dans tout le domaine y
Compris sa frontitre ¢ (Z) est une fonction bornée.

8€rie convergente pour =< 1 . Soit pour y = - log 2 le domaine de

. REMARQUES SUR LA PERIODICITE

Si ¢ (Z) ne peut pas avoir de période complexe dans son domaine de
Convergence défini plus haut, il peut toutefeis arriver que (Z) puisse
8tre défini dans l'ensemble du plan complexe sauf en certains points sin-
Buliers ou en certaines lignes singulidres et que la fonction étudiée dans
l'ensemble du plan complexe, admette une période complexe,

1
chZ

Un exemple simple est donné par \pilz)=

C'est une fonction caractéristique. Elle est associée & une distribution
Continue admettant d'ailleurs pour densité la méme expression analytique :

1 : ZHhatk
f(x) S e ATINPONT Z =iy ona Y;, = R
Ziichy——
2
la bande de convergence est limitée par y' = - i%‘ ety" = i%

et la fonction admet la période imaginaire pure 2iTt.

EXEMPLE DE FONCTION CARACTERISTIQUE ELLIPTIQUE

~ On peut méme avoir des fonctions caractéristiques doublement pério-
diques dans 1'ensemble de leur domaine de définition.

Ainsi soit :

P 2RI Fyni giz
$(2) =1l T prem (1)

N
OU le produit est étendu 2 toutes les valeurs impaires de nde -o0 & +©0
Remarquons tout d'abord que °

e e e T
o e e R

(2)

*8t un produit convergent pour k positif différent de 1 et pour uz ooty
R entier positif ou négatif).

P (u) =II

11 En effet, supposons par exemple 0 << k < 1, pour n = 0 le terme gé-
Tal du produit infini a pour logarithme :

I~k 1Tk kfn

1 L LaE AT

log w2 k" (u-1) n impair =0
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et pour n<0 n' = -n

ik kn' ] ’
i e i+—11:m-37m2 S (oo ag) n' impair = 0

La fonction P(u) est une fonction loxodromique qui réalise :
P (k*u)= P (u)

La fonction @ (Z) admet donc la période imaginaire pure iy = 4i log k
mais elle admet aussi la période réelle t = 21

Q (Z) est une fonction caractéristique analytique dans la bande :
q Az
(y' = - log k y" = + log k) car c'est le produit des fonctions : ,

1 -Kk" 1 +Kk"elZ
cPn(z)'1+k" 1 - k" eiZ

pour toutes les valeurs impaires positives et négatives de n,

Pour n =0
L= > PN '1)
e Al pi
P(2) =—= (1+z§ kP e
Et pour n = -n'<< 0

R o pn' 'Z)
R —— =P
LF"(Z) 1+k"‘(1+2pz=1: s £

Ces développements indiquent les distributions de probabilité corres-
pondantes,
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