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PROBLEMES DE DEPOUILLEMENTS

par
P. DUFRESNE

NOUVELLE EXTENSION DU PROBLEME DE SCRUTIN

pl‘_Obabilité pour que le nombre des bulletins extraits au nom d'un candidat
S0it constamment supérieur 2 k fois le nombre des bulletins extraits au
Rom d'un autre candidat,

Nous nous proposons de rechercher la probabilité pour que durant tout

le dépouillement le nombre des bulletins extraits portant le nom ducandidat

80it constamment supérieur a k fois le nombre des bulletins extraits
Portant le nom du candidat B,

Le probleme n'a un sens que si k est un nombre positif, nous sous-
Shtendrons toujours cette condition, Nous garderons les notations a,b,
a,b) avec les mémes sens que précédemment,

Je désignerai par N(a,b)A>kB le nombre des différents dépouille -
Ments qu'il est possible de constituer avec a bulletins A et b bulletins B et
4ns lesquels le nombre des bulletins extraits au nom de A est toujours
Supérieur 3 k fois le nombre des bulletins extraits au nom de B

et par P(a,b)A> kB la probabilité cherchée,

Conséquence immédiate des définitions :

_N(a,b)A=kB
P(a,b)A>kB = ~TEN
alb!
Lemme ; Si a+b>1 et a>kb
N(a,b)A=>kB = N{a-1)A=kB + N(a,b-1)A>>kB

La démonstration est identique i celle des lemmes précédents,

Théor‘eme : Si a==kb et si k est un nombre entier N(a,b)A=>B = Z__l_l:)b '(ZTH:))T!

Si a<Ckb il est clair que N(a,b)A>kB = 0, la formule donnerait un
ultat négatif donc absurde,

BN i b 41 estencoreRalais que N(a,b)A>kB = 0 la formule proposée
€ bien un résultat nul,

rég

donp
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Nous supposons a=>kb

La proposition estexacte pour § = 1 ; en effet, en vertu de 1'hypothesé
a>>kb le seul bulletin existant ne peut &tre qu'un bulletin A, il y a donc un
dépouillement favorable et un seul, résultat qui seraitdonné par la formule.

Nous emploierons un mode de raisonnement par récurrence et nous
établirons que la proposition est exacte lorsque le nombre des bulletin®
est 0, si elle est exacte lorsque le nombre des bulletins est §, - 1

En vertu du lemme :
N(a,b,)A>kB = N(a,- 1,b,J)A>>kB + N(a,,b,~1)A> kB
et en supposant la proposition exacte lorsque 6 =6, - 1

apeikbr=il {ayEbaeil)
& FB=1 (A cd)lB!

N(a, - 1,b,) =

(du fait que a,>kb, il en résulte forcément que a,=>kb, + 1)

a,- kb,+k (a;+b, -1)!

N(a"b!-l)A>kB= a.;\+b1\"1 a,\!(b1-1)!

donc

_a,-kb, -1 (a+b,-1)!  a,=kb,+k (a,+b;-1)!
Nipeho)A > KB A5t Na s e ied sapr e 1 L_a,!r'—b,-lg.'
S(Rickbi-1 _a; L a-kbtk b )13_1_453%!_

a,+b, -1 a;+b, a,+b, -1 a,+b,’ al b!

_(ay=-kb;)a,- a,+ (a~-kb,}b, + kb, (a,-!—bl
B (a‘+b,—l)(a,+b,} a,! b!

_a,=- kb, (a,+b,)
g, ¥ibpeiesa A5

ce qu'il fallait démontrer,

e
Théoreme : Si a==kb et si k est un nombre (positif) _gll_ﬁlgo/ngu’
a - kb (a+bh)! 2k tiek
“a+b '(mlréN(a b)A> kB<Z2E a+b LT‘JT' j désignant un nombre eZ—
immédiatement inférieur a k,
I est clair que N(a,b)A>kB=<N(a,b)A>jB or,

N(a,b)>jB =22 jb Lrsl,-:_*b .'-

donc

jb (a+b)l

Il reste 2 démontrer que

a -kb (a+b!"<Na b)A>kB
a+b albl
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il suffit de le faire pour a>>kB car lorsque a = kB, k est obligatoirement
un nombre entier et le cas a été traité précédemment.

Nous supposons donc a =>kb
Nous emploierons un raisonnement par récurrence :

Nous constatons d'abord que la relation est exacte pour la plus petite
valeur possiblede 0 c'est-i-dire pour 6 =1, En vertu de 1'hypothése a >kb
19: seul bulletin existant ne peut &tre qu'un bulletin A ; il y a donc un
dépouillement favorable possible etc'estlerésultat qui seraitdonné parla
Ormule,

Nous établirons que la proposition est exacte lorsque le nombre des
bulletins est § , si elle est exacte lorsque le nombre des bulletins est
A= 1, Deux cas sont & considérer :

1°) a,>kb +1 (ou a, - 1>kb,)
€0 supposant la relation exacte pour 8 =68, - 1, on obtient :

a,-kb,+1 (a;+b,-1)!
a,+b-1 a,l(b,-1)!

N(a,,by-1)A=>B=>

i a,~-kby-1 ag+by-1 |
N(a, 1,b,)A>B,:==—1——-——-—a‘+b‘_l SR

et comme en vertu du lemme :

N(a,b,)A>kB = N(a,,b,-1)A> kB + N(a,-1,b,)JA> kB

a,~kb, (a;+b,)!
N(a,b)A>kB= a;+b; a;! by!

SUivant un calcul déja effectué
2%) a,<kb, + 1 (ou a, - 1< kb,)

Il est clair que N(a, - 1,b,)JA>kB =0
done en vertu du lemme,
N(a, ,b,JA>kB = N(a,,b,-1)A=kB

e, en supposant la proposition exacte pour 6 = 6, - 1

- a,-kb,+k (a,+b, -1)!
N(a ,b )A>kB = N(a ,b -1)A=> kB == =07~ ~r(p -1

Mais, i1 a té stabli précedemment que :

21-kb +k (a,+b,=1)!  a,-kb,-1 (a,+by-1)! _ a,=kb, (a;+b,)!
a,+b, -1 "a, (b,-1)! ' a,+b-1 (a,-1) b! "~ a+bs a;!b; !

et
fOmme a, - kb, - 1 est négatif

a,-kb,+1 (a,+b.=1) >a.,-kb, (a,+by)!
a,1b,-1 a,#(b-1)= a,¥b, a, by!
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d'oli il résulte que

N(a, b, )JA>kB>21=kb_ (a,+b,)!

a|+bl a.|! b1!
Théoréeme : Si a =kb si k est un nombre entier

_a-kb
P(a,b)A=>kB = ER

Si a=kb et si k est un nombre quelconque (positif)

a =kb a-jb
5 < P(a,b)A >kBs-—J——a+b
9 b 0 ! 1 2 3 4 5 Ce tableau donne, en fonction dé
etde b lesvaleursde
1 1 N(a,b)A>2B
2 1 On sait que si a==2b
3 1 B!
a-2b (at+b):
4 1 1 N(a,b)A>2B = b el
5 1 2
6 1 3 PouT'l = 1] i= G = 2
7 1 4 N =% 9}121| = 25
8 1 5 7 S
9 Tk 6 12
10 1 74 18 12
11 1 8 25| 30
12 1 9 33 55
13 1 10| 42| 88 | 55
P e 1 2 i 5 | 6 i ey - 9
1 1
2 1 1
3 1 2 1
4 1 3 3 1
5 1 4 6 4
6 1 5 e} 51 )
7 1 6 15| 20 | 14 | 4
8 1 7 P B e o A P e R e
9 1 81428 1~ 561 6053 {"an b F e
10 1 9 36 84 | 125 | 121 | 74 26
11 1 10 | 45 | 120 | 209 | 246 | 195 | 100 | 26
B | 11 | 55 | 165 | 329 | 455 | 441 [ 295 [ 126 | 26
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Ce tableau donne en fonctionde 6 etde b lesvaleurs de N(a,b)A=>B/4 .
On sait que si a=kb

a-kb (a+b)! a=jb (a+b)!
=3b ~alh = N(2,b)A= kB <—3- o7y

et comme ici k =%-et j=0

a-b/4 (a+b)! BT e (anb)
ath 5 b= N(a,b)JA>F<op “orgy

ainsi pour # = 1l,a=b,b=5

19 11! R g 11
24 grer=N(6.5)A=>F=35 FT 57

199,5<N(6,5)A>> B/4<252

®n réalité N(6,5)A>2-= 246

2 T e T R el B A B
16 fadisibad

g i e b

S balighedd

Vit s e B

5 | 1|5 | 4

6 1 6 9

% ¥ oil adlaTanhgls

e R P

o v gl |
10| 1 | loskseoleess
T e B A B T

cle Ce tableau donne en fonction de 0 etde b lesvaleurs de N(a,b)A=>3B-4
A St-3-dire les nombres des différents dépouillements qu'il est possible
Constituer avec a bulletins A et b bulletins B et dans lesquels & tout
ta?nment le nombre des bulletins A extraits est & quatre unités preés cons-
Ment supérieur 2 trois fois le nombre des bulletins B extraits,

Il est facile de démontrer que si a=3b-4 et b différent de zéro

_ a+4-3b (a+b+4)!
N(a,b)A=3B-4 =—0o= (A+a) 31

ai .
M8ipour § = 11, 2 = 8, b = 3.

ool Lk
N(a,b)A> 3B-4 = 15 12! 3| 91
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LA METHODE DES CASES D’ENTREE

Contrairement & la méthode des erreurs qui permet la recherche deé
nouvelles formules, la méthode des cases d'entrée est seulement un moyenr
de vérification de formules déji établies censées donner en fonction de
parametres, § et b par exemple, les nombres des dépouillements satisfai’
sant toujours telle condition déterminée ou tel ensemble de conditions
déterminées,

Encore est-il nécessaire que ces formules ne soient pas quelconque?
mais qu'elles se présentent comme des sommes algébriques de termes d€
la forme

(6-1)!
(b+k)! (6-b-k-1)I
(ou encore de la forme : 5 'e:i-b-k ;ce qui revient au méme puisque *
6! (6-1)! (6-1)!

(b+K)! (8-b-K)! - (b+k)! (8 -b-k-1)! ¥ {b+k-1)! (@=b-K)]

Nous savons que les nombres de dépouillements qui satisfont toujour®
une condition déterminée ou un ensemble de conditions déterminées peuve
étre calculés de proche en proche & partir d'un nombre générateur :©oP
établit un tableau en fonction de deux paramb¥tres 0 et b par exemple, o8
détermine les cases de ce tableau qui correspondent 3 des couples d€
valeurs de 0 et de b satisfaisant aux conditions imposées (nous appelleron®
surface intérieure la surface de l'ensemble de ces cases, le reste du
tableau formant la surface extérieure), on détermine le ou les nombre?
sénérateurs (qui ne peuvent &tre que les nombres 1 placés dans les case?

=1, b=0et 0 =1, b=1) enfin on calcule les nombres des dépouillements
favorables pour les différentes valeurs possibles de 0 et de b & partir de8
résultats de la ligne précédente,

I nous est toujours possible de composer un deuxieme tableau donnant
en fonction des parametres 0 et b les valeurs d'une expression qui ser?
la somme algébrique de termes de la forme

(@-1)! . 9-1)!
(B+k)I(9-b-k-1)1 °" &© 1a forme " - (b+k()! (B)-b-k-l)!

En effet les valeurs de chacun de ces termes (pour les différente®
valeurs de 0 et de b) sont celles d'un triangle de Pascal dont le nomb¥®
générateur est le nombre 1 ou le nombre -1 placé dans la case 0 = d;
b = -k, Il suffirait donc de reproduire un certain nombre de triangles
Pascal dont les nombres générateurs (+1 ou -1) sont tous placés sur
ligne 6 = 1 et dans des colonnes dépendant des différentes valeurs de 3
de faire le total des nombres qui tombent dans les m&mes cases., Il Bers
encore plus simple, aprés avoir inscrit sur la ligne @ = 1 les nombfe‘
générateurs des différents triangles de calculer les nombres des autre’
lignes en commengant par celles qui correspondent aux plus petites valeur
de 0, un nombre d'une case étant la somme des deux nombres situés 8 =
la ligne supérieure l'un dans la méme colonne et l'autre dans la colon?
immédiatement & gauche.
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_ Sur ce deuxiéme tableau, nous distinguerons encore une surface inté-
Tieure composée exactement des mémes cases que celles de la surface
intérieure du premier tableau et une ou plusieurs surfaces extérieures
COmposées des autres cases.

Il s'agitd'examiner si les nombres placésdans les surfaces intérieures
des deux tableaux sont identiques.

Cela se produira lorsque les deuxconditions suivantes seront remplies.

e 4 2z 3 3 2 .
1°) Les nombres générateurs situés dans les surfaces intérieures des deux
tableaux sont identiques et placés dans les mémes cases,

2°) Aucun nombre de la surface extérieure du deuxieme tableau n'entre en
ligne de compte pour le calcul d'un nombre de la surface intérieure du
méme tableau,

Revenons sur ces deux conditions :

Premitre condition : identité des nombres générateurs situés dans les
Surfaces intérieures.

Les nombres générateurs du premier tableau sontdéterminés directe-
Ment ; trois solutions & envisager selon que pour 6 = 1 les deux dépouille=
Ments possibles (celui qui correspond & b =0 et celui qui correspond a
b= 1) satisfont aux conditions imposées ou qu'un seul deces dépouillements
¥ satisfait,

Or, le nombre 1 situé dans la case 0 =1, b = 0 est le nombre généra-
teur du triangle de Pascal représentatif de 1'expression

(8-1)!
b!(6-b-1)!

Le nombre 1 situé dans la case 8 =1, b =1 est le nombre générateur

.

du triangle de Pascal représentatif de l'expression :

(6-1)!
(b-1)!(6-b)!

Conclusion : la premiere condition est vérifiée :

2) si les deux dépouillements (§ =1, b=0et§ =1, b=1) sont compatibles
Avec les conditions imposées et que la formule proposée contient a la fois

=1)} -
les deux termes 5 '(?B _lt),;l)g et _(F-(le)!l—e-b)! ou ce qui revient au méme, le

te 0!
k" 51(0-b)]

b) si seul le dépouillement =1, b = 0 est compatible et que la formule

—1))
Proposée contient le terme : 5 199 lb- o)

©) Si seul le dépouillement 8= 1, b = 1 est compatible et que la formule

=1 B
Proposée contient le terme : b-le '19;b)

Leuxitme condition : les nombres de la surface extérieure sont sans

luence sur ceux de la surface intérieure (deuxietme tableau).

X Il est facile de déterminer les cases de la surface extérieure dont les
OMmbres entrent directement dans le calcul de ceux de la surface intérieure,
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Ce sont celles qui sont situées sur une ligne supérieure immédiatement
au-dessus ou immédiatement & gauche des cases appartenant } la surface
intérieure,

Nous les appellerons des cases d'entrée - d'olt le nom de la méthode -
car ce sont elles qui donnent acceés A la surface intérieure.

Pour que la deuxieme condition soit remplie il importe que les nom-
bres i inscrire dans ces cases soient systématiquement nuls,

Nouvelle démonstration de la formule :

N _(a+b)! a+b)!
M o ia - (a+m)T (b-m)!

Cette formule a été établie dans les hypotheses suivantes que nous
conserverons : b>=m>1 et a=b-m.

Nous n'examinerons pas le cas b=m =1 nous supposerons donc m=>1.
PP

Etablissement du premier tableau, Pour 8 =1, les deux dépouillements
possibles : un objet de la famille A ou un objet de la famille B sont favora-=
bles, Il y aura donc deux nombres générateurs : les nombres 1 placés
dans les cases 8 =1, b=0et 8=1,b=1,

Aucune difficulté pour tracer la ligne de démarcation entre la surface
intérieure et la surface extérieure : d'un cdté de cette ligne seront les
cases pour lesquelles a>b-m ouf> 2b-m, de l'autre coté les autres
cases,

TABLEAU 1

donnant en fonction de 0 et de b
les valeurs de N(a,b)A> B-4

1 5 10 10 4

5
6 1 6 15 20 14

7 1 7 21 35 34 14

9 1 9 36 | 84 125|117 | 48

10 1 10 | 45 | 120 | 209 | 242 | 165
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TABLEAU 2
donnant en fonction de et de b les valeurs
8! 6!
de la somme 2l BT " ard)l (b=a)1

i Ol

NS
—
S
o
S
o
1
>
1
o~

5 1 5 10 10 4 -4 | -10 | -10 | =5
6 1 6 15 20. 14 0 -14 | -20 | -15
% 1 7 21 35 34 14 | -14 | -34 | =35
8 1 8 28 56 69 | 48 0 -48 | -69
9 1 9 36 | 84 | 125 | 117 | 48 | -48 | -69

10 1 10 45 | 120 | 209 | 242 | 165 0 |-165

'---..._ftablissement du deuxieme tableau : nous reproduisons la ligne de démar-

ation entre la surface intérieure et la surface extérieure, Nous inscrivons

]
les nombres générateurs de—(g—g—'-

Ce sont les nombres 1 qui tombentdans lescases § =1, b=0et 8= 1,

= a+b)!
Letde - a+m)! (b-m)!

g . Ce sont les nombres -1 qui tombent dans les cases § =1, b =m et
3 1: b= m+l,

b

de Les nombres générateurs tombant dans les surfaces intérieures des
Ux tableaux sont identiques, la premiére condition est donc remplie,

Soient §, et b, les indices d'une case d'entrée,
Deux cas sunt & considérer :

ol . . SR e ; i
: Dombre influencé de la surface intérieure se trouve immédiatement
N-dessous et ses indices sont 0, + 1 et b,.

te Dombre influencé de la surface intérieure se trouve sur la ligne sui-
@nte et dans la colonne de droite et ses indices sont 8,+ 1 et b, + 1,

Mgy, , - Ei it
daals' ce dernier cas ne peut se produire : en effet 8 et b étant les indices
€ case de la surface extérieure

0,<2b,-m

et 3% s
Cette inégalité est incompatible avec 1'inégalité

0,+1>2b,-m+2
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qui résulterait du fait que 6,+ 1 et b + 1 seraient les indices d'une case
de la surface intérieure.

Reste le premier cas :
Nous avons toujours 0,<2b,-m
et en outre 0, +1>2b, -m
puisque 6, + 1 et b, sont les indices d'une case de la surface intérieure.

Pour que ces deux inégalités soient vérifiées il est nécessaire que
6o =2 b, - m ouce qui revient au méme a, = b, - m

Mais si a = b-m la différence :La“—ﬂ?r"u - (axth)! est nulle
a,! b,! a,tm)!(by,-m

Les cases d'entrée ne contiennent donc que des nombres nuls ce qW!
vérifie la deuxieme condition,

Nouvelle démonstration de la formule
A>B-m

N(a,b) |B>A-r={2ib)t

- 5(a,b) + T(a,b) - U(a,b) + V(a,b)

Cette formule a été établie dans les hypoth:ses suivantes que nous
conserverons : a=b-m, b=a-r, m=1 et r=1.

Etablissement du premier tableau, Pour § = 1 les deux dépouillements
possibles : un objet de la famille A ou un objet de la famille B sont favor2-
bles et il y aura deux nombres générateurs : les nombres 1 placés dans
les cases 6 =1, b=0et 6=1, b=1, Il n'y a d'exception que si m =
auquel cas le nombre générateur est le nombre 1 placé dans la case 6 = 12
b=0 et si r =1 auquel cas le nombre générateur est le nombre 1 plac
dans lacase 8 =1, b=1, Si m=r=1 il n'y a pas de dépouillement favos
rable donc aucun nombre générateur,

Aucune difficulté pour tracer les lignesde démarcation entre la surfacf
intérieure et les deux surfaces extérieures ; une ligne marquera la epas
ration entre les cases pour lesquelles a>>b-m ou 8> 2b-m et les autr®
cases ; une autre ligne marquera la séparation entre les cases PO e
lesquelles b>a-r ou § = 2a-r et les autres cases, La surface intérieu?
sera comprise entre ces deux lignes, les surfaces extérieures de parf €
d'autre,

;i i 2 - e
Etablissement du deuxitme tableau, Nous reproduirons les lignes <
démarcation entre la surface intérieure et les surfaces extérieures.

. . = ! 5
Nous inscrivons les nombres générateurs de(—:ngL ce sont les nombr®

1 qui tombent dans les cases § =1, b=0et 0 =1, b=1 ainsi que 119:
nombres générateurs de tous les autres termes qui sont de la forme : P i

y (a+b)!
ou moins a+h)! (b-h),'

Ce sont les nombres 1 ou -1 qui sont & inscriredans les cases :
b=h et 6 =1, b=htl,

e:ll

! us
Nous remarquerons que les nombres générateurs de(—:-;tg-?—- sont t0

WIS : é-
les deux dans la surface intérieure sauf si m = ] ou le seul nombre gén
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rateur tombant dans la surface intérieure est celui de la case § =1, b=0
et si r =1 ou le seul nombre générateur tombant dans la surface intérieure
est celui de la case 8 =1, b=1, Sin=r=11il n'y a pas de surface
Intérieure.

Il y a donc identité entre les nombres générateurs tombant dans les
Surfaces intérieures des deux tableaux, la premidre condition est donc
remplie,

Un raisonnement identique & celui qui a été fait pour la démonstration

Précédente montrerait que les cases d'entrée sont celles pour lesquelles
les indices 0, b, a représentent entre eux une des relations suivantes :

2b-m
2a-r

soit a = b-m qui peut s'écrire 0
soit b = a-r qui peut s'écrire 0

1
Mais si a = b-m la somme (—:,%)l—'- S(a,b) + T(a,b) - Ula,b) + V(a,b)
€st nulle car : s

T(b-m,b) = U(b-m,b)

2b-m

et §(b-m,b) =& ! + V(b-m,b)

-m)ib!
Cette somme, pour des raisons analogues est encore nulle si b = a=-r,

Les cases d'entrée ne contiennent donc que des nombres nuls ce qui
Vérifie la deuxitme condition,

b
B 0 1 2 B ladtiwni 0 7 8 9 TABLEAU 1

1 1 donnant en fonction
de 6 et de b
les valeurs de

A > B-4
N(a,b) | B>A-2

BBGE

3 59| 4

14 (13

14 (27 | 13

41 | 40

i

41 | 81 | 40

10 122 [121

[

—
—

122 (243 | 121

[

—
(3]

365 | 364

[

—
(¥5)

365 | 729 | 364

[

14 1094 (1093
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Nouvelle démonstration de la formule

= 1
N(a.b)A>kB = aa_:;b -(Z—r%%—' si a=kb et si k est un nombre entier,

Cette formule peut encore s'écrire si b est différent de zéro, ce que
hous supposerons :

_(atb-1)! fa'l'b"l.g,_'-
N(a,b)A> kB --};_—byﬁ,)'! - kaT(b-1)1

Etablissement du premier tableau, Pour f = 1 un seul dépouillement favo-
rable possible : il faut que ce soit un objet de la famille A qui soit sorti,
Donc un seul nombre générateur : le nombre 1 situé dans la case 6 =1,

b=o,

Aucune difficulté pour tracer la ligne brisée de démarcation entre la
Surface intérieure et la surface extérieure : d'un c8té de cette ligne seront

es cases pour lesquelles a=kb ou = (k+1)b, de l'autre cdté les autres
Cases,

Etablissement du deuxitme tableau, Nous reproduirons la ligne de démar-
cation entre les deux surfaces, Nous inscrivons le nombre générateur de

at+b-1)!
a-1 'lb; c'est le nombre 1 placé dans la case 6 =1, b=0 et le nombre

S o
B€nérateur de -k aa;l-bb_ll', c'est le nombre -k placé dans la case 8=1,
b= 1 i

TABLEAU 1

donnant en fonction de 8 et de b les valeurs
de N(a,b)A>3B

DU 0l | e .
1 i2il
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6 1 2
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g | 1MER
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TABLEAU 2

donnant en fonction de 0 et de b les valeurs de la somme

§a+b-12! 5 (atb-1)!
a=-1}ThT =~ " (b=-1I)T

3 1 -1 -5 -3

1 0 -6 | -8 -3

4
) 1 1 -6 | -14 -11 -3
6 1 2 -5 | =20 -25 -14 -3

7/ 1 3 -5 | =25 =45 -39 =17 -3

8 1 4 0 -28 =70 -84 =56 -20 =3

9 1 =) 4 -28 -98 | -154| -140 | -76 -23

10 1 6 9 -24 | -126 | =252 | -294 | -216 | -99

11 1 1 15 | -15 | -150 | -378 | -546 | =510 | -315

Il est clair que seul le premier de ces deux nombres générateurs
tombe dans la surface intérieure, :

Les nombres générateurs tombant dans les surfaces intérieures des
deux tableaux sont identiques; la premiére condition est donc remplie.

Soient 8, et b, les indices d'une case d'entrée,
Deux cas sont & considérer :

< 3ol : o t
- le nombre influencé de la surface intérieure se trouve immédiatemen
en-dessous et ses indices sont §, + 1 et b,

- le nombre influencé de la surface inté rieure se trouve sur la ligne sui”
vante et dans la colonne de droite et ses indices sont B,I +1et by +1

mais, ce dernier cas ne peut se produire : en effet, §, et b, étant l‘eB
indices d'une case de la surface extérieure 8,=(k+1)b, et cette inégall
est incompatible avec 1'inégalité

g, 1>(k+1)b, + k

Reste le premier cas,
L'inégalité 6,<(k+1)b,subsiste

et puisque 6, + 1 et b, sont les indices d'une case intérieure

B+ 1>>(k+1)b,




PROBLEMES DE DEPQUILLEMENTS 89

Pour que les deux inégalités soient simultanément vérifiées, il est
nécessaire que :

0,= (k+1)b,\ ou ce qui revient au méme : a, = kb,

Mais si a = kb la différence

aa,\-l-ba-l!! a,+by-1)!
a,-1)Th, k a, (bp=1)T est nulle

Les cases d'entrée ne contiennent que des nombres nuls ce qui vérifie
la deuxizme condition,
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